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лlЕпод полншх систЕll ts зАдАчАх АгрЕгиювдЕ}lя
В. }l.iiлкпн, Ш. Е.Пе!ловскчf, , Т. Г. Счпрпова (г. llocKBa )

Введонrе

Прп пэ;rченип Iоделеп споrвьпк JrпревляЕIЕх процоссов бцвавт
полезпо Еаряду с псходпой рессIетрпвать "егрогrровенв5rэ lополь!
tо9о тЕк}D, э котороfi Фrгlrрпруст Iенъшее qпсло пGреrrонншхr tlol
в псходноfi, прrqбI вс€ опп являются функцпяrп псходншх пероI€н_
ншх, а саIе агрегцровавнея rlодель оппсшЕает тот Ia процессr qто

п rсходвая Iодель, п в EeKoTopoI сIшсле является ео следствпбI.
Шrевво текпI образоч стевптся зедача об агрегированпп управляо-
Illx дпнаIпqескrrх спстеI в fI-З:I r гд€ вэодптся строгоо понятп€
егрегпровеппя, п Jrказшваются необходпrц'е п достаточнше Jrсловпя
агрегпроэавпя, пригоднце для пректпqеского вЕапизе этого вопроса"

Теорпя, развпlаоIея в Еr-З]L освована на llетодех rруппоЕо-
го ацелпэе; с дпнешшsэскоfi систецой свяэцвается группе преобре-
аованпй, обледаDцая по отвошеппп к этой сrстеllе некоторшu cBofi-
ствоI rнверrавтностп. Подходяцпl обрааоr подобранная гр}ппа яЕ-
Iяэтся удобншI пЕструцентоI для пауrr9ния способностti дчнiчиqзс-
кой сrrстэrш к агрсгц)овеппD.

В вес1ояпэfi .работе прпводятся некФгорц9 реэультатшr попу-
r!сннцо пр, дальнеfiшеr пэутенпп егрегировения дпнаIиqеских схс-
теI. Оказалосъ| что знеqптопьЕуп честъ реэультатов, касаюцпхся
агрегпровенпя дппаIпtrескж c}tcтol, полуqеннцх в fZrЗ]l исслодове-
ЕпсI тек наэшваоrой группш G в HэKoтopol| сIшсле "допускееllоfi"
дRнаrпqgской свстGIоfi, шо;но получпть беэ непоередственного пс_
пользовеЕпя группоlоЙ терrпнологппi а с поllоцьD лишь теорпп пол_
ншх спстбI опэретороэ. Вшяснплось, делое, qто пI€€тся глубокая
эаапIосвязь IоIдJI агрегпровениеr недиффбренциальншх rlоделоЙ, гдэ
ПОЛНlt€ СИСТеIШ ОПеРаТОРОВ ЯВЛЯПlТСЯ еСТеСТВеННШr аППеРаТОra аГРВ-
гпроваЕия, п егрGгированriоrr дпнаIиrlэских систеI. Отсtоде €с?9ст-
вэнно наэвать Iетод аналшза вопросе об егрегированпп llшетодоll

полЕшх сrстоI Е эадачах егрегпровения|'. Суть его состоит в ToI,
ЧТО ПРИ Р€ШСВПП ЭаДаtrП аГРЭГПРОВаНПЯ ОТ}lСКИВеЮТСЯ НО CerrП аГР€-
гетчr т.е. функцtrп псходнцх пер€Uоннllх, участЕуlоцпG в егре8про-
венноf, чодgлп, е то полннс спстеrrrr опореторов, корЕяIп которшх
aтu егрегатш яЕляDтся. OTr9Trl, qто при излоrеншп использJmтся
нскоторше с!эдонпя rз тaорпп групп лп f+r5].
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IQтод полrп сlсrэl l lадаqах агDегrDовапrя 2?

ý I. Аrрэгцlоэенrс lrпреЕляошlх систеI

Раосrоцllr опстеrу fiуппчrfi

ri- fъl,.,.,ёlпП,...,ф, z! ...,a"l ё *d2,..,,?, /т.т/
досrаточЕо глалlв по совокJrпноотп пороIэвпllх. Будэr говорптъ,
,lTo оlотэIа fiупкпrfi /Т.Т/ допJrскеот егреsrроваппэ порядва Ё- Н
по соDоц/пвостI псtсIснншх :I* о агрогатвIl , аа!!сrllш ot l1*,
эсл, оtпсоtЕуDт Фrнкцllr наэЕваеIш9 агрсгаrаIrr

ар=хfсёrt), p-1,2 d<z, /I.2/,
r Фпrкцrr ?'' d , е,а ) тепf€, Ето

rG, e,E)l ?rG,а,,с|сl,з)), L=42 , ,.. ,? _

Очсвrдво, сто сФорIулц)оваяпая в TaKoI апдо задаrrа оd lзрэ-
гцrованпп сlодrтся к пав9стной аадаqэ о сJцост!эвншх пареIстlах
oIcTcII фBKrrrfi fЭ] . Оrсрде слоtчэт, qто вэобходпIшI п доGтi?от_
HBI услоlвсI агр€sцrовепrя порядка /r. - '' яэлястся суцсст!оDаяrс
полпоП оlстэш оцсратоDоЕ Еrда

i.- фСё,ilt , ф-1,2,,.-.,N-ё, /l.g/
TaKoil, что

A*go-0r,oL-{r2r.,.,|-J i i-'1,2, ...,?. /Т.4/
Е кесссtвс ецr.гаrо! /Т.2/ Iorвo Dаять полвшil пабоg Флrlшо_

ваrtDво вэааltсllЕ корвоfi спстсII /т.э/. Еаrбольлlil поDfiдок аt?э_
гrDоэаlш t clcтcla /I.a/ опродсляDтоя лt!ь с поIоlьD ковеqвого
tIола алгэбраrчеоiЕ операцIil r оперечlf, дriDФоровццrоliвIяо Дltt
оц)сдапсЕr, ацraга!о! /L2/ т)эбуотся пцхоIд.tтlG корвэf, потlоl
oIcTcII /Т,З/ | r.с. tптgгt)цrо.вв!rо пеrотороfi послэдоэатэльвосtl
сIотсI обшквовснвв лrфФсЕонttlальпЕ 5rраэпопrl.

Iýоть olcTcle фrвппril

!й- /с t, n|r... ., п,t /, .. . . , шL ), L=|,2 ,. ' . 
' ?, /I.r/

оц)одслrот Iодэль неtсотоtого lц)оц9соа9 П9lчеr сqхтасl зi Фa-
зовIItr (эпдоrенвшrr) пэреrепнIlar' aJ -нсJrправляоrчrп'(экзо-
говвrшп) (D'цзtоIrаIt, DлlяDfIIt не анач€вrа УL , 7t - уrтраtлэ-
ппяII, t - lDoIcHcI. Dслr сrс?эIа /т.r/ лопускаот егрэsrроlа-
нIс по соDокJrпностl пaроIснпш t* с агрэгатеII, зевпсяlrll о?.
t, *n, то будсr гоlорпть, что спстеIа /Т.Э/ допускеэт агрсгl-

ро!аяtоо по JrпраЕлэlllil.
Рессrотрпr упреЕляошут дпнаllичаск}D cпcтer;r

#-{'r+уr, ...,ла1, ,шt) i-{2,...,П, цеtL,R\ /1.6/

3по9ь цi - Ф"оDIэ псрсIовнне, ur' - упра!лзнпя. ФJrвкшп

t' ,r.iпопегеэтся достато,lноо qпсло Irез н?пр€ршвво ппi!форон-

urlpy.".". поLrуi D нокотороil областп РtЪ+-а п нещlоршэнЁrп



,

по шф. .'
дадrll опрэд€лсвl€ агрсsц)о!аlrя дпвешIчgсхой сrстэш. Crc?Q-

rа /Т.6/ доryо;еот еп)эsrlюЕаяlэ Еорядка tZ-r"Ъ по iDаэoDDlI пt-
рэIaвпII l ацrсгtроваtltэ поtЕдка |.-,|4 по уц)еDпснrяI, ослr су-
lзствуDг ФЕrЕпrrr

аК: rEg.D, bl, 2| -..,r,,1п.. BJ*lЫ:::" ",'ý*, /т.?/

*:|,псё,1z.), 47| 2",...,,) <& ; вlrk b#l:;',|; {, /т.8/

r фупкчпr ЕКСёrЗ|..,71?r!...,i2')таt(l., что ! сsту /I.6/-/т.в/
вIпоппяDтся ооо?lоrоЕ!я

d"aK'
Е-f*(ё-с!. ,rzi f!.. ,аr, _ *=y'r2,..,,l,Tz. /т.g/

Эtо оапачееr, qто паr lолЕко всаоторшс фrекц;п
удоlл9тэорпr /Т.6/ l то оrпrцrr EK:rt|VCil)

'доЕлетЕоIrвuт 
/I.9/. оуЕiцп /т.?/ будэr вааш!еть агрсгатаL a[в-

aоЕЕ пс1эIонвrrI, dМкцп /l.В/ - ацrсгатаIl lrцrеЕлсвrfi, е Gio?c_
ry /.L9/ - ац)сгlроrаяяоil сlсrсtоf,.

Для rаалодоDе!l, toцroca об агрог;роlаЕrriно огравrчrtая
обlпос"lrlоЕо счlтаrъ 

'8о*полвпIL 
параIстраIriчrо ш l будсl

lcIlrD э далъвоl:оl.Вволоl alсrопуGrая дaталlrповятlя об агрсг;-
PotalrшorDЁo по Фrtolrl пaрсIaннI.- тqrъ;о по Jrпра!л.ЕtrяIо

CroTorr' /1.6/' lrзItaоrc, допrаiацоfi егрэгцlоtанIэ воDапза
п - laL во Фааопл п.IDarclшll cGtlt alпccrlyтT Фш;цп /t.?/

tаtrrс, rrrо t. /I.6/ о!ал]rс,
llкт -?"(t,af,... # 4....,u"s К:{2,, .., rп. . /т,то/

CloTela /I.6/ паtltaaтоi доЕуаваDrail агрэгrроЕанпa поtrt,Epat-
л.вrrl порядrс. t-,{ r сслt ororcla фчввтгll /L(l,Иlо), Ь|2, ,.,о,
доqуоваст erpattporatrc поtядIа rцJ по JrправловпяIо очовlлlо,
qтобr clorala п.6/ лоtlуоiалa lгрсгЕро!еЕlс порядка/ъ-rfu по Фа_
EoDIt ncDcIcBBIr r asDaгrроtaапa порядка С-,4 по Jrsц)еlлеппяI,
ВЭОбХОДlrО l доGтarоrtво, чтобп ова лочуопала текос агрэгц)оваlrrс
поtlядка rl/-lrfL по iDarolll пaDеIсннII, qrо егрсгrро!анная оtсtсIа
/I,ТО/ доЕуов.о, ец).гrроЕавtс порялка a-,J по !rц)аtлaнlяI.,|!а-
rlr обрааоI, аадач/ об аrрогrроЕаtпi дlв.II,tссвоI оrстэш оч Фа-
аоlаI пoIDcIaHIII r.уЕра!лaвrrl Iorao рсшеть ! два аrапа. Еаrболr-
ц,D ,рулвооrD ц)сдсrtDляat ацrсsrроlаlra дlваIrtlэскоil olcтcш tlo
ФааоlII пеDaIaцЕсI. 3алlql об ацlогцlоDlшг по JrпDаlrсвrrt, Kai
lrra отIсrrелосD, сlодlrо, Е roporo lаJrrrэнЕоfi авдачо о оуlссrDэпi.
iЕ пареIстрсr ol(lTcrr Фпtкцrtg ?.эо lз aгрогц)оваtlD ;oвqlrпýI

VicD, ZАсl l-т+!гtё,Dё)) t

о



Iоtол полнц оlоtсr l аалачах аtDэгrэоэrlrl 2о

(нэдrФфaравцrальЕш, ) сэя эafi .
окаацrеэтся0 что аалаtlа об агрсгlроDаtlпl опсrсII /1.6/ по

Фааоэшr псрGIэпЕII Tat(Ic ?ссво оDrааяt о еr?сгrроDапtal cloтcl
Фувкцrй. Уотаяовrr aTJr сЕiаь. IVoTb d-tёr!!..., УЗu1!.. .,7|t),
i:/r2r, .., Пr.- воrачil небор фrпкцrонально нсаеЕпоrraшх пптограло!
спсrэIll /т.6/ | коrорая раЁоrетрпrастся кttG olcTclla обшкновсвнrrх
дrФфaDсщпальнrrr,5rрвввэнпl, аа!псrца, от параIатIюD ?r .

}

Т с о р э I а r. Для того qтобш оlстоIа /Т,6/ допуокала
аsр.гIроlаяrс поряд(а lL.-rT1 по Фааовшч пэрGIaнпIIr всобlодr_
Io r досrвтоtlпо, птобш паIлrсь Фуtlкшп

^L*-PKC{! 
,,, , {З ц|. . . , *), Kn/r2,. ., ,4, /1.I:./

ц)rqaI

tфlkltrl::iir;;, ,'|- /LT2/

тепtrоi что ФJвкrrrt фttr?,О>qtrё,ч,7l.), L) допJrскеDт
егрогцrоваtlс по соDовJrппостш псрсIэннuх /!... , /О порадr'еrl-r"Ъ
с агрaгаrаIl, aatlor]rl от ё " t .

Д о к е а а т с л D с т ! о. Е9ЩдЕщ9дL. lýcTb /1.6/ ло-
tтycкacт ац)сгц)оlеЕrс порiша rЪ-rtЪ по (!ааоэшr пaрсl|aнншI.Тогда
cJпocтtyD, фtrвкцш /Т.?/ ,вкпQr qTo Dta /1.6/ !чтокеот /I.1O/.
Рессшотриl BoBoToplrf, полпrl небор ф5rrrвlопалDпо HlcaDrGiIE !п-

"сцrелоl 
оiст€Iч /T.lO/

dК-Ф'сё;rr ), к-42, .. . , й /l,тэ/
Подстаэляя /I.?/ l /I.IB/ l полJпесI

df-ФК(4, Zc ё,ч),*Ьфtt,?,r+), к- /,2, - ..,п .

По постросвr3i Фпкц!, {Сёrц,rl) доt\уске.Dт ац)эsцrовапr. по-
pяlп|afL-r7L оо /,...,3n " .Ь"""r"уц Zк-|^(|v), к'|2,..-,2?'
Покаlош, чtо

ф*rё,у,7r2- 4 9Сё, ч,zФ. al ) , к- 42, .. , п .

В /Т.6/ сделесI эаIэну псрэIенншх

,"-r*(ё'у) K-{2,.,.,fli !-IJсё,?), /--+|пt12'. . ,2,
,о. -ri/,,r) гпЦr?I+1 .., 12, lu69aвrt проltэ!олDво, но тittlчто-
бч обсспсqrrD всDIIЮIдсчноотD прообрааоЭ!Вli. В BolrrX ПСРСIСН-

ауl /1.6/ EptIcT rIд

#L/Yt,r|.,,,.a, *|,...,?2), .+|2,...,4, /т.l4/

# - {Сё, Е|..., g| u/,. .., цZ),, j-t z+4 Е2+2,. .. .п.
Оlвкцrr /I.I3/ iDлrDтс' lптсгDrrall /I.Iv. СлодоrrтопDвоOfiпп-



2

ао В. Dl. E KlE.о.Е.ПавлоDGкlt.Т. Г.CIlDnoDa

$а Фttrу, fu), К*/r2, ..,,rйL,яэляэ?ся.rlвтец)елеIч /I.6/ r поа-
!957 ФуrкЕпlовальЕо ЕЕраrаDтся qорaа r п F 1 t.c.
Ф-tt, r,*)-Фtt, /,н.ь{сусl, ч, о|), оr2 к = 4 2, . .., rTъ .

ДокаrсI тепэрь, qто lleeт I€сто /I.12/. Обоаваqrr

n,|#|i-i,7, ,;,0- 
l#l::::., ,,: ,

*|#|:::
"-|ffX,:::, :;,*I#il,fu,

П,

Осовlдвоri-8ХС, A-DXE .попосtроспI]r 8 ч Е _Ес_
ВШОЦДОННШС КВеДРаТВI€ IаЦГЦШr i l Оr.Ц7 ОЦ}€Д€ЛЭВlЯ аГРСГlРОВа-
аля Nа-lkС -,*Ъ . поатоlry

ta*,l9 - аап,t В хС х El-rza .

Достатоqвость. Пуать oyrэcTlyD, фпlпll /Т.ТI/ l tдо!ло"Dоря_
Dlхо успоЕtяI теорэIш. Тогда паПryтоя Фувкчr,

з' -Ztlv), .r-42,...,f, ,

пDltI.I ra-rzl lЩ|К-|4 "''П-l- 
ll а77 |;-trz,...,o-^ ' Tatrtcr

ltrо

фсr,п1- Ф"rl,у,u)-Фс$f,н.), к- У,2, ...,П.
!шз паr t^a-zk? - 4, iаk iltr ilEii:.. :T - tйL

t б - вээrDоIдaвпая Iа?DПцаr 
'оК- d2r. . .,fu

ё-l2,. ..,й

j'{2,...,lъ

b{1,..,r,

/l,тr/

/т.л6/

a

+

Оушкшl ?"сgч > ilrlrDтся пптогралаIl /Т.6/ l , поаrоry

*,l5l
#-g#r i?,-o,

о о

tl?о полlЕэрIдвэ, аr?огцrоЕеtrе lсIолпоП сlсrсIч. С почоtЕ] тсоре-
rч I. докаашЕвgtоя слэдуDцая

Уlrтrlая /I.tr/| поrryqасI lg /1.16/
g{- фаV,,ZТа!...,rt\ bd1-.,,n, /I.I?/

Т э о р э u а 2. Длв того qтобс /I.6/ доttуокала агросrро-
!анrс порядва ll--rtЪ по фааоlшI пэреIсннDI, нэобходпIо r доо-
,aloltвor стобш ва!лась ?ааея полная сIсrэIе опсраrоDоD Еrда

ъ- ёiСё/rЙ , а-/2, ,a-r' , /I.тв/

a



Iaтод цолtпI oroTor r lалаqц агDaгfDоэавrl 3I

tl?o

(Xo,Zo) -hk{,/,tozc , /т.т9/
8дa

Ь * + {'ct, g,шА /т.2о/,а!о

Д о к е а а, е ! ь о, в о. Ц9Щц!!щ. IýroTb /Т.6/ ло-
пJrоЕаст ац)огцроЕавtс порядiа lL-rЙr. по Фаэоrrr пеtчонвшI. Тогlа
о!пссrцzDrлOчъкцrr /Т,Тl/ оо ololcTBall , JrЕезаtвсш ! тсоDсlо I.
'|!ал паrз Фtt, !rЧ), К-|r_2r.....,tйL, доIтуокеоt агрогцю!аяI. по_
Dr]лlа П-l?L 

"; Х/r..,,, ,?' с ец)огетаIr, aaвIorasls or 
^оl 

, / ,
,о сJцсотЕуэт попвая crcтola лзлq /l.Т8/, длrt ;oтopoS ЧТёr/,е),
К-|2 r... )*fiлляDтоя ос полЕrI вебороr вэаа!поlIIт корво}.-По-
оiольtзу Ф* 

"rмптся 
D ,о rc вDсIя rвTcц)arrall /I.6/, ,о ot l

я!ляDtся таrIс корвяIt опоратора Хо . PaccroTprl тепсрь GlG?a_
lry оЕораtоDоэ

Xo,Ztr...rZ*-*. /I.2l/
Эrа olotara полва, так кал опоратоDI ос лпlоilво Е€ оDrаапI, ,,
кIюIо tоrо, ове rIэс, /r' t!увкпrовальпо нсэаllоllЕ корпэl.Соот-
воrэвtя /Т.Т9/ црсдс!еtпяЕ! ообоI iаr р.а услоll. полiоrl GrG|.t._
II опоtьто.tоl /I.2Т/,

Достаtоqвостэ., IVстъ сJпtсстrJrэт волвая ctoTola rrда /r.I8/,
обладарlая своf,отэоl /Т.Т9/. Это оэоilстDо оаЕечаст, qlо 9lroтale
опсDатоDов /Т.2l/ !сппЕо зBeTrT, ауластyуеt ff Qунвцrt РаlИп),
К-/r2 , . ., , й,, ,atrE, qто

ХоФ|-о, (-42,...,й, /т.а/
Z*Ф' - 0, . к -/r2,,.. ofri 4ld2,...,п-t*z. /Т.?3/

Пэ /Т.22/ слэлуоtr,"rо Й.*, Ф*rrп^пrо, rаrсц)аrап /Т.6/t
Ф*tё|,лl)-?@r,.,t, н.|,...,*О), к-/,3,..., f, .

Хэ /I.2l/ спалJrст, qто Фуflкцп фЪ?,О) доrryl_igor_агрогrро-
Dаяrэ порядttа rr.-r?1. цо yi с апвгатеш ыла z^ДrК(ё,ч) ,
К-/r2r. .. ,rtъ з

cooTBoroBr g NаПk larr
Фt+r/

l:::: ,

x#|,l#l_-[gff|

Фtач,лl)t ё;у)а), К-42, ... ,fr..
,rfr
- t,?z Dчtаrаaт ra равошсtlа

.lL

lcopcry 2 rorBo таIIс доваэа?ъ, пa овtttясь па tсорсцtr r. ПDllо-
дсl эао докаааталDотlо.

. Еообrолlrооtь. шlоtь lT.6/ лопlrсiаat аI?оlrроDаIlс воD,Dtа
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п -r7?- . Тогда сJrцсствJгDт неаавпсrчше фувкцпп 2К-rК(t, r) 

"
K-|rZr...rr7?- , такtrэ, tlтo tlз /L6/ вштэкаэт /l.TO/. зarbTrr,
trTo для lц)ввж састей У* сЕстеIш |F.TO/ спреводлIвtl соо?Ео-
шеЕпя f^ -ХоГ* . По aDJrвкц""" r*(ё3), К-|2,.,. ,rп.r посt-
ропI полнJrD спстоrу опореторов ьппе /I.I8/r для котороf, овп iDпi-
Dтся полвtlш пабороI i!;rнкцпонельво н€аавпспiцх корвэй.

!|rээr
(Xo,Z)r: X.Z?I* - Zax"Z*- Цz*tК- ZF'= о ,

к -/r2r.,.,fta ; o-1,2,..., п;-l7L .

TeKBr обреаоI, ФункцlI _Г^ ,"п"rтся корвяIп опоратор9э(,fоrZп).
Сэоilстэо /Т.Т9/ Erl?cкaoT тэпорь па полЕотI cпcтolt /Т.ТВ/.

Доста?оqвость. týoTb сJпествуе" полвая спст€Еа лlла /T.IB/ l
обладапlая сrоf,ствоr /т.т9/. Спстэrа /I.тв/ пIеот tтt- фlвr'цоЕ!!э_
во нэзаIпсIIIх корЕоfr ЕК-rКбЦrl), к=/2,...,fr. ввqlсляя полпý/D

щюrаводцlD по вроцонr от фпвкцЙl ЕК , э сIлу Jпlаввовлfi /1.6/
полJrчrI

#-Цr*, к-|2, . .. , ftz .

[фавше част, этrх Jпrавпонlfi вследсrвrо того, что

Zо,{ rK :.|. z* Z*- d", Z)r К- 
ЦzJ*- Ej Z" r' - 0,

&-/r2r...r/z-.Tzi К-/2r,.,,r7z, .

,аllсr, лltь от t, g'r. . , , g^, Оr| ., . , е+t , оtптда r. апэлýliэ, фц,
агрсгrровапar, /I.6/ по (!ааовшr псрэIgнпшI,с порядкоч ta-r7L .

a

ý 2. Прrrорш дlваItчGскIх ctcTcl, допlrскаDrlЕ аr?эгllроlаrra

Прэrдо вэr пэрэйrt ; рассIопrэЕхD агр9гц)овапlя частпIа lr-
пallllccкE опоrсI, прсдотавпI уоловrя ац)еггроваяrяi Blparealro
Tooporol 2l r форrо, болое удобвоfi для ЕраатпчосЕого авалlаа.3а_
Iarll, чrо в услоЕrях тэоDсIЕ 2 сlqтэrа опоратороэ /Т,IВ/ оЕрс-
дслспа о ,очЕосtьD до экDl!елептвоf,. Так как прбея полвая oroTc_
Ua ,rtllartcвrna ноксвороf, яrобlевоr, ,о Iошlо сlrtrтатъ, rllo clс_
tola /I.18/ "*odr"r". 

IýaTb /1.6/ допJrскеэт агрегrроЕаЕrэ порi!-
па fu - |f, о ацrэsетаrs I/(ёr7), . , .r''(l,/)l нораlвчй B5r_

,] Urшор lаrDrцr

n#il::;"":
обрааовав последнпrl й!, столбцачп, т.е.

Ь5 l-, h, ;,,*оо, р= п - m,,

/2.1/

/2,2/



,

Тогда якобпэва сIсr€Iв, фпгr?прутцая D TcopcIQ 2l прсдстаralд D

впдG \
zo- ф+63ц{'ф, ?I/r:;, i(r',,. ,tL, /2'э/

3аrrппэr тепсръ /Т.Т91 l коордпватвой фоачо, очпrая, qто опGрarо-
рч Zo э /T.I9/ lIоDт ьпr, /2,3/. Получпш

адсоь SI
Цg /2

x,si - z*fj : Ё.Е! ,

х,в: - 2о/' : h:8:, /;",tj/i Ёi,

Ё"--Z.{j, o,j-|2,..,,p. /2.6/
ПодсtавляяЧ2.6/ э /2.5/, Eorlyqe.I

хr8 + t!z-f-z./€, о, /2,?/
о,ё ! 12,.-..',p ; €-р+l р+2,...,L .

Уолоrrэ lrобrэвосtr сtотэIц опоретовоD /2.Э/ D коордпraтвой боlь
Ic lltпядlт слсдJmIпr обрааоr;

Zoe! - Z"€- о' а,С-|2,....,Р ; ЬрЦ... ,lL . /2.в/

/2.4/

/z.5/
,fl,

_ сlIэоI ýовокора.
4/ rrcor

Соотволовlя /2.?/ l /2.8/ я!ляDтоя сlстсrой дIФфсровцlаrDпЕ уDаl-
пэвrtf, _отпосптолъво lскоIш fiупкшt EG,gl ,

# - { # - r:#- tr: ff,:ff"L е: #: - 0, /2.9/

ЩrдкZЕЕу"'-" ау, 6:#эЁ-аt,
K-pl|,

-О, 4rс-4..,,р; /z.To/

, /-4..,,п .ц rъ

Еслп rrпор, отлпчвшl от вуля, располоIсв ! Iац)шq /2.Т/
tвatlэ, то Jrравtl.цпя /2.9/t /2.Iо/ соц)а8rпт clofi lrд, олв|iо п-
дексш а.rСr2, К буryг цlобэгвrъ лDутr€ знацснпя. Пrопво эоп;
trapca ý обознgтlть IHolccTDo iоIбров сщлбпоl IатрrцI /2.I/ t
обраэуппrх пэраrвпf, ,rJrлD IIвоD, а чGрса J-"BorccTDo ,olapol
DceI п)угlх столбцоl, tо э /2.9/ s /2.ТО/

цсе,ý; €,кеý, /2.Tl/
Яопо, qrо спст.Iа /1,6/ допускееt агрсг!роDаЕrс порядке fэ-rrъ
тоlда п ,олэко тогдеr когда хотя бш дrt, одlоsо lloracTla f, ("
?аf,rх lвоtэстl вссго С: ) найдутс, Функцlr $ , С' ý, а е ý ,
Iоторшэ .!rдо!пэт!оряэt /2.9/ | /2.IO/. Пролполод9r.| qtо шоr.сtDо
U я!лястся обпастьп з Рt r а (D]rвкцl, /! О{'/2ц* голоrоt{вr

Ео ц* с U . ЕеЕпJgl реалоIсЕIя ! рядr тэйлой Qувкцlt fn
l окрэсtвостп ноrотороf, точкп f/ ,котор.уэ боа оцrrвlqоrп обl-
Hocтi GtlптаоI нулQвой,

,
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l G, !, т, _1i|, :? : Ё:, у:,ТIфц )а,Fu.|+

'"'rе.

/2ъ12/

/2,13/

/2,т+7

Введеr, опораторш
а l' а

т
Хо- т

Д*- |J*y, ,

Дрf- й*r,,

+ ,

а- |2 ,.,.ъ| ,

Р,/-/r2,.,.,z
Подставляя /2.I2/ l /2.9/ ш на основанпп тэороIц одппстэенпостп
для голошорФнш фуншгf, Ерrrраввпваrl пулэ коэiРфrцпептш прп олпна-
ковж стaповяr( Ш| , Ф|-'r полJrqаgl условпя агрегlrрованпя Е но-
Bofl Форче D л

. 
, F,Ь!+$Z*r- g*r: о, /?.!,,/

, ', l*ф tgо/:- z./: : о ,

lпr$+в!z.Ёr-ъ#r-о, /2'Т6/

Z*6:-g.8::_o, /2.I?/
а,сеý i ее ý;' d,F,/-/,2, ..,, q .

Спстэlе /2.Ir/ - /2.I?/ lrrэ не содорп, зелttlrв О|.,. ,ОоХ r по

! об]сI случае Gостошl пt бссiопэqвого чпсле 5rравпенlil. Тэш вэ
Iсн€е во IногIх'праrтптсокrх аадечах tlIGло 5rраввэпll ь /2.15/-
/2.т?/ rовэчно.

t

t

Пороfiпсц

', #rL
к pacoloTpoвlD HaKoroPrB пргIсроl.

/3t,?х|:(h?)d, i=|2,. ,а; ад7 ,..,L. /2.1В/

Условlя /2.15/-/2.T?/ ппа /2,тв/ rIэDт вrд -1

Т,Ё+6!Zо/о'-r.r:0, /2.тg/

Ц€+ 8!l./""-2оt = 0, /2.2о/

Z.€- 4r:-q а,сеý; /сý; а-4,.. , е-. /2.2л/
Раосrотриr таствшfi слуqаil спстоIш /2.I8/з

Ц - /!ct,v>,a/!ctl#, i-l2,,..,fui /2.22/dt Iо'-'Z rф' n -/, | . . ,'о .'

Естэотвэнно сqlтетЕ, чtо rфk lv:il'":J, .'..,' f, - О . в цlотrв-
HoI cпJпlac спсrсIа /2,22/ доlтуопале бш ацlогrро!апrс по tlrраtпэ-
ЕIяIо Дlta /2.22/ услоtlя /2.ю/ lrээс, вrд

a

a



Irlor Eortllш olotar l Е х вгDегUDовавrя .'i с,

Д"8,- q. an/;2, .,. ,Z i а=/, ..,,pj /:рlУ,,..., п-. /2.2з/
В faccrrTpвlaclol слуtrас crcтcla опзраторов lf*, ol:1...ra,

,tолва l поэтоцtr rlooт П.-а фJrнкцпональво неэавliспIшх корней

,ttrrlr.. ,!o-n(1!), ! каqбстве которшх uolнo вшбрать Е€Iо?о-
рЁо лr-rоПпrэ-коrбlпацпr псроIо""пr/| ..., 3О с коэйФицшентаIr,
aalicяlllr от ё . Облr" роЕовпо оi"r""" /2.2Э/ пrlеет вид

€- r!rt,g!.. ,1О'О)" €:Fl р+1,.., Di а=1 . .., р,
глa ?: _ ц)оI8вольпшэ ф5rнкцrtr. Еслl э /2.22/ Z:fu r то,
ОtlСllЛlОl2 2

{- YjCll, Ьрl/,...,п ; а-42,.,., р . /2,2ц/
В rTor оrучас соотвоtонпя /2.2Т/ lшполвяDтся тоIдественно.Под_
orllrri /2.24/ l /2.Т9/ t полу,rеоI м" с$Сll cиcтer.y уравнеппй

#а * r.?il ry+ 7!сё> 7!с /.> ?Ё##'

rjclffcb? - ry-о, tr,, :1ц,,r;
ý э. пвтограrtl JrtтрвэляеIцх дпнахtiчоскш crc?el

хо

U*:

+й

/2.25/

/з.т /

/3.?/

Оуiкцi, ?Gr?) назшDестся лdтёгралоI дцнеIиqеской спсте-
лl /I.6/ l Qслп оне явля€тоя корЕэш оператора Хо (сч. f Ь).
ЕоtDулrо DlдстD| ,rтo ,птсц)ал дIнаIItlеской сrстоIDl /Т.6/ являет-
о, rtraгlDа.поr лэбоЙ спстэIс дlФфсрэнцпаrtьнж ;равненrfi, ,?оторая
полýвaоrо, fa лrваIпrrсской cпcтolll /Т.6/, еслв управп€нt{я рас-
ollrpraa"D кек firвкцli_вреIеЕп. ПрэдполоrпI, rlтo уаохестъо U
iDлясrо, облестьэ э Р? , а фувкцш, /,i достатоtlное число р8э
вэFDaIrrfпо дrФФэронцrpуэtлч ао 7Оа в атоfi областш. Интегралш дr-
веrlrоокоfi опотоII, оспп oEtl сущoствJmт, яDляптся корняши систе-
II ОПОРаТОDОD

а
э

й

,

а:42, t-

У/ - €r?сt,/,*ф, l'=42,",,p, /з,,|/

Цуоть

r*Сё?z К-4-2,..., f,- п -р ,.,, /:..tti
aclD полltll вабоg ф5rнкцпонелъно незаЕисIцшх корней пo:iHoii спсте-
tl /8.1/-/g.З/. Тогда сrст€Iа /З.З/ полна r функции /З.Ц/ явля-

,
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Dтся полнllr вЁбороr Функцlональпо пеэавiсиIl|х корпоf, этой crc-
тэшо Спстоrа /э.З/ эквrЕалэн?ва полвой сrGтэIa эrда ./I.r8./. Па
полпотц /З.Т/-/3.В,/ вrтакеат /т.I9/. В сlл5r тсорэIЕ 2 отспда
олэлý/€? rlaKT агрэгпроваяЬ /1.6/ с агрогетаrt /а.4/. Дгрэгпро-
вавная спстэIа ,Iэ€т !Iд

g{- {Цg| ... , tfu), к=,|2,...,?tъ. /Э,r/

Дэfiствrтэпьлво, iЁувкцss /3.4/ яЕлrDtся Kopвru, опсратороt ОС, аd),
, ,o"roo*r(Xor9- 0.

Gпотеrе дпiDФэDеrцrеrrьншх 5rраьвовпil /а.r/ rIсст 'Z ФункцIо-
нальпо воааllспIЕ пr"eapartoв. Еайля п I аа"I9вяя ZК *TtdV>,
пол;rчасr z2 фучпцrовальво нээgвпсIшlх IвтоsралоЕ clcTcII /I.ýl

Вrrсдоr Еэiоrорпс веобходlшс r доотаtоqнIс !rсло!lя спэсt-
totaвш lвt€цrалоЕ. Вrэод во с!яааll с дraDilaрспцIlrуэIостьэ во,rd ,
поэтоlry IпоаесtDо U .lolrat бrrъ дtо:рсrвgl. Цlодотавrч усло!rя
ац)сгцюЕаяsя /2.?/ l /2.В/ Е псополъЕо rнofi форrсо Обоавеqlr

/-ё Yrrn1.7 ,frS,иаа -8!4?rG,{,*) , /э.6/
- 4:р*/,.,. ,пi C-d...,P,

I DвэдеI овсраrор

Zо- * *r'ф, Z:рt4...,п. /э.?/

Отсвlдпо,

Хо - Ц- /'Z" , с-|2, ..., р. /з.в/
Раrэпотва /2.?/ t /2.в/ IoIBo топсрь паровrеатъ в t!дс

(Za,lc) -0, 4с-4/,.,.,р. /э.g/
.Таrпr обрааоr, дхпеIlrlсская'сrстэIа допJrскаот агрогtц)оваЕrэ по+.

рrlдка fL-r7L , харвктсtпауdlэооя сооlноtенrа: /2.2/t ?огда l
tолыо tогдеr когда |*1- qуааапП/| ЬМ ,.,пrлsпвйео вц)еrа-
]тс, чэр.а оствльнЕэ tЪ-С? qупкuпltff С-/r... ,Р , по форrtrrлаr

/Э.6/, прrчоI фуввцlr 

': 

, g' TaKolIi tl1o спстаIа опсраторо!
/2.З/ JЭ,?/ якобlоэа. Dслl в оФоilцулrроsанвоI утээрtд€вlr поц)G-
боrвть дополЕrтольро, чтобч l фувкчrr gf €-Рr-,,.,f,, tlo silt-
осл, о' 

'rе 
r ,о ,rо услоЕпс будэt вiобходяшtl r доотаtочнцI

дIя оrl.отlоtанrя Jr GпотaII /I.6/ lвTclp&ro!
Фtё,7s, к-|...,й,- /а,ло/

облалаэлв оrоfiсtrоr
КзJ n2

*о,
i-ft4... , п

t

lщ-
lа gi /з.II/

В оаrоr долс, пуоть f, ". аа!lсят оt .rLa . Тоtда яхобrсва olotc-
sa Za, a-Q4...,P-r llce, полпrI пiОо9 rорвоil /з.То/ оо orolcT-

3
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lоl /З.тт/. В clllty /Э.8/ фуЕкцrl /э.I:о/ яDлrDtо, ,вrсгралlш
/Т.6/. (Хlраtво, цусть у /I.6/ еаtъ й lМrцrопалDво tl.!!ttol_
Iц lптgцlаJlоЕi обладаэцп сэоilотlоr /э.тl/, Тогдr cyraoTfyo?
якобпоЕа спстэIе /2.Э/ l дл, которой Фупrцп /S.ТО/ l!лiDтоl поt-
ншч вабороI Фувкцrональво вaэеltоIIIх lopBoil. Очсllдно, чtо фitll_
цпп /З.rО/ яэляпtся TeKlQ корняr, оп.рaтоDr /g.В/| l олслоDl?оlrlр
во, п небороr вэаавlrсrlчх корпсI orcT.II oвaEatoDo! to, aq/,..rP.
Поатоry lтe cIcToIe полва, а aнeпtтr rai оrоп/at tt сa ltдalr;о_
бпэ!а. Отарда lвTcкeeri qtо Фуfiкцlr ?С , /g,?/ нa зeDIorT о!

фd . Доfiствrтэпьвоr воордпнатI явоъlсrоr oloTcII опсраrороD
2а, Е8|,..,Д явлrDтоя poraнrcl вс!цrоr!спвоI оrстоrr лrноlrв
алгобраrчеовlх Jп)еввэвпil, коэФФrцlсптч потоgоl опDaлaliэто, хоD-
паyls /З.IО/ (or. 'Е5]).

Обоавачrв, как Е ý 2, чсроа .9 EonoroDoc llorcoTDoroooTor-
цэ€ lэ m._аог.еpЕо DаэлIчЕrrх Houcpol ! прсдслаr от / до iL i
а чсрсs ý - дополппtсльво€ шlоlостrо пolctoDr поrrr,tll вообто_
дпIос l достаточвоa JrслоЕпс oy]ccтloDaпl, у дlпaIIIсокоil оrотrш
r/2 IЕтсграло! в олсдJmlсfi форчс. Дпя tого qtобI oloTcla /1.6/
пuола tfu Eoaeвrorlllx пптэ_гралоl, нообходlIо п доотaточвоr rг!о-
бч uсJпзсьz.а Функцril /1 /е S , котоDчс по форIупеI

{е= в"'/'+ r , /с ý, сс ý ,
,rcpcg остельншс rL-rТZ фупiцlИ f; Сеý rпрrчсI
вс BeBlcrT от управпенrй r oбprByTT ,побia!у croтarry

lппе /2.3/,/3,7/.
Еспr у дпнаIп,lоской опстоrt /I.6./ lIaD?о, rптaграпч /3.ТО/l

tо овl поDоlпаDт в rт)оотрая 
"rr. 

ё, /i охоПаrDо IногообразrП

qta/)- СК , ,{= 42, ._ , й , /э,л2/
"tlпверlанtцгI по !rпре!ленrяIП. llUэвlо лэбос rногообраrrс зсralg]i
la /Э.I2/ обледеот тоI clof,cTlor, ,rтo aсrtra, ,Dескторlr1 lItItrG-
rraнiа, по /Т.6/ п вачпшеDцаяоя яа аtоI IвогообDalIrr пDrпцлtt
эl5r. Согласво тэlrltЕологш Tcoplr упра!лясIооrl дlпаIlчсо;ll Gl-
oтcla ! aToI слуtrае вс яDляется lполнс упDalлrauоr Е7] . |lllll
обравоl, oTcyTcrDra !птоsttло! яlпraтоi пrобхоI,tшI toлoDlOI, tll-
раlлясllоотп.

Пооtупlлr D роло_lвл.отдсл
r3 lэлl t9?? t,

Л;торатура

I. ПаlлоlскпЙ [l.E. К вопроо5z об аЕрегпровltхr l поо"DоrЕt!
rсрархччэокв управпЕDцlх структур длв одво8] tlraool олоttчr оIо-

DсDеlаDтся
i!, ?'

л
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