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С. Е. Гвоз,цев

Данная статья является продолжением статей ГТrе] . В ней ис-
спедуется irетол, основанный не ввелен!lи ограниqеllия в tJе.певую

функriию. приilенительно к DеtOению за:тачи дисr(ретного программиро_
вания - о5обпенной эа.tачи о ранце. !ля .,rttазанноЙ задачи лоl(аэа-
нш оценки погDеruности получаечого решеllия (отклонения от опти-
rrального) и оценки трулое!rкости исполь:]).,емого а.,,горитиа.

ý I. Введение

:jадача о ранце проста по cвoeF постановке и трудн8 для ре-
шения. эта задача имеет многочислеIJнь!с пDактичеслiие прилсуенкя.

Ее классиqеская .ilормJIлировиа. состоит в с,qедуюlцем.

т

пусть А, Cl ,,\, j=P ,_- ,

Требуется наiтЙ 
""'i*6p 

Э:(Ц
неотрицательные Е€пlественнше чис.па.

, . . . | аrr), удов.петворяющий ус.по-
виям :

!(r)

j-t

rL

ýа

rL
ý.а
l =,{

л -,.L,..Ll
,|d

aj.l < А ,

, Еп.)/ч,с |o,1|s ,Э-((I.4 
,

на koтopoll достигается
0) --) :

у \,&,

,l.

l1-/Э /?./t ,

llaKcI,!M:iM tуккtlии

/:r /

Есть основания предполагеть, что лпинltllпиально Ее моует

быть соэдан €rлl,сflитц) гзпантирующий решсние зац8lи о uанц9 с

объемоц вычислительяцх операций, являюtllицся стапенной,tункциеЙ
от длины записи исходной инФормачии f!

I{aK пDавило, в резлъttых ситуацrIах тlользуются данI{ь:,мu(J,',С1),

выtrисленными rre тсчно, а с каiiой-то погое,J:ностью [+] ча,,,тЪ й-
дачу о ранце приходится рассматрив8ть как вспо[lогательн:/lо (про-

цехуточную) при решении гораэдо бо.rtее сложных и зачастую ре!цае_

lrых лиlць эЕристиiIески зад{rч. В таких ситуациях всзникае!, noTpe6-

ность пол}чс;з!ld решения задаси о т,анце мsrlотDуцоемкI,1ии ( напри-

мер, являюцимися cTel;eHHoi] Функuиеii от длrньl запис}: исходноii

ц}tiIiорцзч"rп ) споеобаши.
l{aK известно [ э. ". 

??_Ц7rсправед.тIиво



Об одноrr едЕорцтt е с оц€нкацп. л лrrа--о-t 2о

l У т в е р х д е н п е r. Прпблихенное реrценпс Фry зедаqп

|/Т/-/З/, 
погрещность которого Ее црGэшшеет tr!fttСl, , шoxeт бцть

l 
поптчеrо пIтеш JпорядоtlсЕпя по невозрастенпtо' отноЕе""П Сl/а;,/LП

!ппш 
этош -*ri(l,..,,4,JH';,O) , где шндекс r-z буlрggЕляоhся

Iy"no"o",, 2а;<Д < 2 О;
I j-,|o )ч о

Добавrtенпе ограничений в задаsе /Т/-/3/ делает ее более со-
дсрf,ательной, но уае не поэволяет пришенштъ столь простой прп€ll

для ее р€шенпя.
В настоящей работе рассчатр}tваются раэлпqннэ обобцения зада_

чп о реЕце. Во всех случаях оценивается отклонение прибпихеRного
реценпя от тоtIного п доказшвеется рценка трудоецкостrr (объеllа вш-
чяслевпй r пашятп) получения тц>иблпхенного рецtения.

Форчулш (соотношенпя) пэ первой (второй) частп давной статьп
будеч сопровохдать рпчской цифроfi I ( п) .

ý 2. ПредварrrтепьЕшо реэультетп

Для иллюстрацип освоврой шдеп четода рассмотрrrl слсýrюцую
задачу uатечатического програчr.шрованшя. Пусть на шноrкестве S
определенш неотрпцатепьнше, вец€ственнознатвше функцшп {, " 0 ;

А - константа.
Рассчотрпr эадеqу

{с,rl + t?оZ, /ц/
прп условиях r€S , /5/

3(а)< А . /6/
Для решени" ""д.оr*/ 

/Ц/-/6/ бупеr использоватъ алгоритll1 осноЕ8н-
пвй на введенип ограниqения /6/ в целевJrю функцrю /4/. Соtласно
этоIу алгорптIу, процесс реtпения эадачп /Ц/-/6/ состоит в после-
довательЕоll вшчRсленип функчип y1X,)=rTt-ay фСО -tgCe>l -

1{q1-1g ra;- {, - Ф при некоторшх знеq€нпях параIетра

l)r0. -

Естественво охидать, что далеко не дrtя всех зедач опшсанный

приGll поэволит полуqЕть оптпшельпое рсшэвие. В связи С эТПll ВЕ€-

дсI понятио € - оптпlrального рgшсния.
Под абсолютной погрепrностью зваченпя целевой tlrункчпп /С,)

в допJrст}rIой тотке r задеqи /4/-/6/ булеш понишать резЕость

{Caonrl - {lO r адо Zоr. - пскочое решение, л{(Qпr}lrак-
сицальное знаqенце цслевой Фтнкчап {О > этой зедачп. Еспи прп

Аналогиqнше рессJrхденпя
эточ знак -(. в огрениченrи

приllенишы для задаqи r.иниrиэацпп, прц
/Ъ/ uoxeT быть заченен знакоч )clEI].
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этоu абсолютнея погрешность не превцщает величuны f,2-0 ,то Е
назоЕеш € -опт}tмальныr. решениеш п обозначиI через uд

Приведеrr ряд утверхдений, поэволяющпх находить "достаточно
близкисl' * Еооr решения задачп /4/-/6/,

Заuетиш, что если !(аr) : А , то 11 : ааrr. ,т.е. Zt
является оптиlrальныш рейениеч задачи /Ц/-/6/. Пусть теперъ при

некоторых значенDЕк парешетра l вшполвяется неравенство

f,(,Z')-fd')a€.t,
где

cF(/): {{erl -1.7rr) , ,l(a,.,) > 4,
y(l2:{c*rl -zl"yccr.l, ,|(ах") < А ,

и пусть определена последовательность ,ou"* (е(€r, €=ф,
жества S, обладаюцая свойстваши:

/?/

/8/
/9/

цно_

а(о)_ сrо, .td):.r,; /cJl
{cl'r>l - /rэсСr-О)

!(ccfll -!(а(r-/))

-з<
{r."5,

Тогда справедлива
Т е о р е ш а r (ополучени}t (Z+ё,/)- оптиrrалъного ре-

шения)f2] . Если выполнены соотношеяия /'//-/Т.I/, то найдется та-
Kolt индекс К, О<К<е , что

gСс(Оl</<g(r(**/)), /т2/

п С(')- -Z * €п rгде Z - {(-'**'D) - {с-'*',
Лопустиш теперь, что в t Hor(ecтBe

ности r(il 
"одвпене 

совопупность Totloк
воряющая условияч!

E(g 9:Qro , удовлет-
., помл[llо последователь-

J=|/, /ТО/

l=/F. /TI/

grбВЧЬ<9(*l, /тз/v l- 4 .rL,

, f= /,/"L4 /т+7

ьФ)_ а!К), a(lfl)- {*n); {cE*|D<{raur,
{cgcf+ll, _ /rft,rt>,

trft.cr+ol-tcecS>,
/rBGll _/rflcr-lll _
!(ЕФ) .g(drg-ll2 Z

тgrда справедл}tво
С л е д с т в и € т Ге]. Всли выполнеЕы соотношения /?/-/IТ/,

/ТЗ/, /t+7, то найдется такой пндекс /lL, О4ru-<r7L | что

gсБ(Р) < А <з rа(Р*/)), /тэ/
ц Б(Р)- 4а 

+ €" r гдё Z : /rr'*+'/)) - {a'rl l.
Сл е д"с'iОъuе2 (ополусевпи €п . оптпuапьногоре-

шения). Если cynrecтByeт точка такая Z€ S _ r elтo g(g)-<A

" /са >/rаФ нфЕОu+/D- /rаСН2 ffi ,



об одвоll алгоритrэ с оценкеIп зI

то Д : ае, , т.е. тоqке Z является бп -оптиlальншll решенпеч
задач}r /4/-/6/ ,

Справедливбgа5 Сле.щСтвия 2 вштекает иэ докаэетельстве след-
ствпя r теореrш r работш f2] .

Пусть функчrп {, " fu определеЕш в интервалеа^4о,!*)
и принпцают конечное число Ънеченпй. Точкп резршва бу"*u"п{1 Сg2
перснуuеруgll индексоу N (N--/r2,.. .,Р ), порядке возраставия пара_
шетра l (шохно показатъ, что точк}t резршва бункuuп f| совп8-
дают с точкаIи раэршва Фlнкuпп !r)

Обозначиш lХ.:rШ_,,(Ьr- l). Пусть для энаtrений ,l' 
" 

1,О ;

определяешшх соотноlпенйяrп /8/,/9/, иlrеет cscтo
,1'- /'4, д,l . /т6/

З а ц е q а н и е. Функцип /r, п Qo, шогут определяться
неоднозначно, т. в. С7(Х,')= /,r'-/,"},r,-i;- Ц,r': , ,.= bt - Ф-' .

Выбереr текJrю Фзнкuuп ft1 , чтобы ишело r.ecтo соотношеппе . ,
{а,' {,l' 

, 0-<7 < rТЪ . Дi," этого вшqи,слпt Fa) _ прп ,|- Х+_#_
ЕетруЁно проверптьr что c7G,'+tr|ll):{iх,-(Z'-/ДЮ!il, п""/<Q, t1 .

В дапьвейшеlr_ дпя определенностп будеrr считать t что 9G'+ # ) :
-{,-{х'*#rg, п f(l"- #r:{r-(l"-4rп |
Покехеt, qто пraеет raecтo

l Теореца 2 (ополучснпп ? -оптпчалъногорешения).
lF,crrr.r вцполненц соотношения /s/-/Iz/i /rBt, ,о E(*L -u( r -
|{'t-"": {:i?:л ь с , 

"' ". из /т.6/следует, что для лю-

ýого Х, пз интерва naEX,', 1o7 функция {rСЯ) roreT при-

"::""(#)"r:?Ц:;еНИЯ: {1(g,,l лпво {x,(fu) , причеч при

l,: _, шllест често рав€нство

't( 

Jcl,, -t( * l 
? ( 7, ) - {(в7 )-t gr,r, ) :/(gl ) -rlgrz7, s.

Следователъно, воспольэовавшись неревенствош /16.П,/, полуqиlr

rХ)+t"Д-/с.r(*Ь-{ссr>/rаkD+27Ьуr9,D,/r.zr")-/rсЮl +r
фпt ,|rrrуffirс/сlПОь{rr(

,lrE(KD
Окопчетельно, Jrqитцвея неравенстэа /l2/, /lО.П/ п определенпе| t

шчееу E(aoorl-/rea>S42 . локазателъство теореr.ц 2 закончено.

l С л б дс т в и е (о нахоIденип 7 - рпзп"альногоре_шени<).

|*n" вшполненш соотноп9ни я /S/-/т6/ , {о r*Z+uci-{rftrFo>/r{rD,

Делев булеш сqитеть, qто алгоритI репtения задеtlп /Ц/-/6/
состоит из последоветельности однотипншх пегов. Ва кахдоч шаге

прп фпксировапноI знеqонrи ,Z вшчисляется функцrя Fа) .

А- z(Ф)
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Т о о р е ll а 3 (о чпсле Еегов работш алгорптша) . Апршор-
ная оценке qЕсла шагов Ц ребоТц еЛГОРПТuа, ДОСТеТОtrНШХ ДЛЯ
вцполневшя веревенства ,l'-rl'1 а. , иIeBT вцд:

ffl- Ь!/, где l-**|
ДействптельЕо, полохшll

ol, / 1*-
}

l.,-?, 1*:''-,!'", к}2, /т?/

где

4-n : 
ry#_r{а, 

/,Ч-ц, о| 4-,:a.ffJ"ra*.-r'ol,
прич€ш еслп !r.-'r,О U -2r> Ol лля /<j<.K -У, tо ,li. C,Z*_nl

попагается равнDlч ,Zr--COi r прп !r.- А пlrееI тоqное реше-

вие. Оqевцдно, что прп aaкora tэЕэЕенпп параI9тре ,{к q€реэ

Ц-7rgС*l f ,""о" вчполЕяетбя неравовство ,Ц- ltr a n
3 а ш е ч а в п ео Для вшполновпя неревонстве /?/ достаточ-

.с9_п

В сашоц деле ве основении /тr2r/ иr.ееI У{2'Ь9rХ")<lО-r|'И,,
отсDда следJrGт, что ,rр" l'-1'< + справедлпво неревенстЕо

/?/. 
- G

ý З. Эадаqе о ранце с 'tблоqнццп" ограниченияIr не переuеннне

В эточ параграфе рассIатриваются две поставовкп задачп о

ранце с дополвит€львшIш огранпченtяIп не пЕрсшенншс. В первой
постановке переIевншо бJrлевш (r.е. принпшают лиtпь две эначения -
О лшбо I), во второй - неотрицетепьнше целше. Вторая постановке
отличеется от первой лишь форчепъно, тек ;(ак, вводя дополнит€ль-
вце пересеннше, lroxвo от целочrtсленншх пер€lrеннщr перейтш к бу-
левшш f6, с. 2Sа]. Однако такой переход цохот привестп к значи-
тельноцJr увелиqенпю числа булевшх пероrrенн}пк. К Torry rе вто-
рея постановка шllеет cвoto спецпфпку, которея позволяЕт полуtlить
болеё содерrетельнцс результетш в отвошеЕши аффектшвностш рес-
сIетриваеl.ого эдесь пошода, в частностп, вцделптъ класс задач,

рецаеIшх точно.

3.r. 3адаqа с булевшlrt{ переuенншшп. Пусть перешеннше .Z;
( j -'l,U 

""д"оп 
/.7/-/Э/ раэбптш-на N непqресекеюцrrсся fpynn,

#pno". в пред€лех t -И "рупп' ". """"" /о2 'n не Ооrrе. |ru
ilереlr€ннDlх цохет бшть отлшчно от нуля. Иншчи словеци1 к оFрани_



C)t{ опвац яяпбт)и?цa ё бttaнкtшt эо
1

ченияll /r/,/2/ добавленш следуюцие:

/I8/

где N

[!, П-{,|,2,,,о\, trtпПh,- Ф, I, + Iu, /I9/

Булеr назцветь зедечу uаксиllиэацпп /3/ при условиях /I/ l
/2/, /Т8/ r/Т9/ эапаqей _ft . Тоцное решонис зедаqи n для це-
лшх О1 , j-П , с пспользованиеч дпнаllиqеского проDраIIи-
рованиЪ приведвно в [,7 ] .

ПроаналпзирJrеш возrrохностп полуqеншя приближенньrх решенпй
эелаqи lL описанныц вшше поЕходоц. В силу сеперабепьЕости
функцип '|(Х,) после ввода огренич€ния /l/ в целевую функrrию
/3/ полу.qпу

lot4 
?p<Olu, 

l=ф,

^.( 2 cj зJ - 1" 2 о; 17= S,ж:7r ri - 1а., ) с, t zo t
9) 1-| 

0 а j-.| О d |,-4(D,c,tilje[
|спшуrlа функцлап ?(1) сводится к вшtlисленпю

f р"", рr, 1, =, ffБ ?, }r{ 
с, - 1a7,r1 .

Q(х,): rтъсlФ
' (2),(|il,о
Еахоrдение чак

ll
где l= j7

Для отшскания &(1 ) достаточно упорядочпть велuчпвш С,

l С tt , по невозрастен.ию. Будеш сqrтеть, tlтo алеr.ентш
перенуlrерованш индексоl| J по невозрестанttю.

Введя йJнкцlrю скечка

h(a) - l, ф>0,
0, *К0,

получпш

рl(t,=tfirr, - аo/j#,_rrr-lal)rcj -1а/). /?I/

.Т.О (i + C,l) - оптпIЕпьн_оI решенrп аадачш lL .Iýсть
айденш перашетрш )' " 

1: такиеi qто ишеGт lecтo соот-

;
lo,. ,

-n-laj

3.I
теперь н

Еошенпс /?/, tПС

у(х") --

л/z
L,,t

Ро(х.')- Z
l -1

fu

qr|> д,
lL

2
l;'
z
j-a

2|lа1

|L

2
j,,t

lL
'J

1'
J

i
ср(1') - Z' L-.|

lL

р6(1)- Пi,;-Хiзj,i 
, а, о;< Д

Для полученпя rц)пблиIенного решения эедачп lt воспользуеtrся

следствиеI I теорсlш I. С этой целью внечеле йорчально постро}lI





об опном елгоDптц е с оценкаIп 3,
J

/е: do{;/irrot tjz.j}, Р-Пп
Введеш /L -шерные векторш

q)
(0,

(0, ,

(0, .

ар
0,

п . Велшчина

Р=0,
. . , 0, о !,, ,о, ... , D, р=ф.,Гlt!d..,О), P-tz+y', lr,
определена соотношенияl.и

Р: о,
р:У, lz,
р : + +/, dt .

о,.
0,.

-л

'р

,,о),

, o,o-{jb,

,о,,п7jь'

и велпчинш s
'р

nLp
!к +jh

Обоэнессни"ч d. p=o,f,t ,придадиц анелогиqншй сншсл. Исключиr
из рассцотрения индексш Р
цllлкся индексов сфорчируеч ч:

Упорядочиr по невозраставию
татъ, что они перенучерованr

Опрелелич последовател

l=o
тогда

t

Ер
"f^

_-п+jb 'a*li

, для Ko'opn* _бо:
ножестЕо Ъl рr| /:2,. .

отношения ёr/lr, 7
ш с поraощью индексаl:
ьность

. Из остав-

9|tц* о1
/ , бУдеш счи_

0

€

/c|(ll --
,-;

,fк
ýlа с;с) +}а *,i,,cr*i ,

l
aG) _ .rG) + 2zrr' , FТ,|, ,

42,...,lr,l1lГl

/25/

l=фr,

l=Qt,

rL

g(аФ): la,ai +
d j=4 У а

lrt

ДЕ* r.?rооr.r,,
Гtусть /L -fr (О<,r"1l, ) член последовательн.ос_тR E(t'

опрсдблен соотношени eu /т5/, а V - {CacrtaD -{rE(P')-E**,t .

Очовидно, что Еr*о 4 С*о_ , пршqеu прп Е**r' 
"a+jpM-

- C,n*jiu*, ( наприцер, прt{ tn: ёr) иlr€ет uэсто вераванство
ёlrrl 4'С-о*-Сrпсп . Введснншо здссь обозначсния c-.--|f$t

О 
'*n-&x", булеч испольэовать и да,rGа.Тогде справсiливо

l У т Е е р r д е п и е ?. Если вцполнено соотнопеy.пе /?/,
|rо ""*rор Е ф) является (r * En) - оптишельныч реше-

|"n"" задеч}r ф
Д о к е з е т е л ь с т в о. 7бедишся, rlтo последователь-

ность точ€к a'J) (Е= фl , определенная соотпошенпеr. /22/ rулоъ-
летворяет условияu /:rO/ п /II/,{Cr) 1g= at") , построенная
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,

.JJгласно /'|i/, - условияr. /тэ/ u /t+7, На основании опредолgнпя
qaL) /2О/ имеец

ý

rL

?а) : 77 (cJ -1'а/ dj *
i-

j { fE-o* |,Л

ý>/аj -|
l* 4-,

3
4.rcj -X,'al) *j ,j'fr-r+

(1 -- L'aJ) Ф';*.ol 9 rcj -хч )Ф;'fjl
*4,л

С пругой

п

iiЫ' - 
;,,liY;,i'!, 

_п!Э,ч - *; )

grсЧ - !r*"
8-fr- Z,,ar-(-j - -;,),j 't,_nrl о

сл€довательно ,

{rr'r)l - /dr-l))> zlcgrJe>-grJrФl . /26/
Аналогично uor(Ho убедиться в спреведливости неревенства

{сафt - рхrr-о)€/{grrсrlЬ7rоG-о)) . /2?/
Но тогда из неравенства 1')- ,Х' )- 0 , полуqае,,ого непоср€!-
ственно из определенпя l' " ,7' , следует, что последователь-
ность C(l) , определяеIsя4оотвошенпеш /22/, уловлетворяет /ТО/,

если вспоr.нить условtе Z ,,О,Ч -rj) # О. pl
1-1l,_o+,l 

а

уцестно отчетить ,t:'il /zB/, /,2?/ ч t"по"п" 
|Jornoyoi-

-О;)-0 спе,rуоt 2 ,С,,q-п;)-0,т,е, "^I"ii'эj, на

ci rд_r+4<J<л ,j"t';t!.i *o""""i"r,o ни целевой Функuпч f(,),
"!, Biiii"" оiр.,ilо""пя 0(, ) эадаси 4 .

Для докаэательства 
/""ой"r". /ТЗ/ последовательвости 1;r|)

зеuетиц, что

{rаО l -/rЪcs'lll - 4, grftФs-grft{r-ll2-fir, t-a, .

"Ё,"ruЬ:"{;:!i":?::"?;Ц";";:Ж;'ffi ;"?i"оr',';!r,Ч.,
Рас""отриu случай, когда El- C.?*rii- Ъr*ji " ai: al**Ц|-aa*ji'

Иg /2О/ и ( 
т)еделения элешонтов j; " J; полуrrиr.

l #f* rлi

a

,



об одноr алгорптrо с оцсвкеrпr а аrrrвrэцr ?D

lL

Спедовательво,

,d_-r{"'-fl'фr) 
+@рк*ji - 

'bp_*jp,

Сr**j; - ce**ji> /(а4ц1- a&*ji),
Анелогично покезнвеотся, ttтo l

Са nji - cr-*ji К 1(а2;ц - a&+j;),

иэ лв;rх послэднrпк веравбнств следуст неотрпцателъпость велrqrв

QП*j; - Ce**ji " a,p**ji_ - aa+ji ,Поскольку црп пост-

роGнпп последовательностп E(ýt рассла,триваются лtlшъ велпqпнч
аr+ 0, убеrдаэчся в сш)аведлпвостп неравонства /IЗ/.- Еаконвцr пз вовоэрЬстангя отношенrf,

Р2 Р,

t > . g::(a';- cil] , [ Zrnoic| -*;il-' (Е - П)
J-fu+a l d о j_ft.,

" 
ф/а, ((. : ryr) слсдJrGт, qто последоватGпьвос "" *G)

П a(g) ' построеЕнШо соглеСно /22/, /2r/, УДОЭЛеТВоряDТ СооТЕо-
левпяlr /ТI/ u /Т+1,

Для докеаатсльства утворrд9пrя 2 остелось воспользоваться
следствпеI r тоорсrш r.

3.I.2. О fi -оrттrrал""о. n"ruo- r**rn_.4 . Для накоlде-
нпя i -оптrшеГъного решенп" "*rо"- Г"о"пользJrеIся слсдстDп-
эч теjрешш 2. Внаqало опрсдслпI пнторъап ДJ, . Для атого найдоч
Totlкп 1 r в которшх фупкцпяrLE

{,

тсрппт резршв, HeaoBcI этп тоqкп критItIескпшп. Нотрудпо видетъ,
tlTo критич€скrilп l|огут бшть лпшъ тоqкп IBorecTBe

2r,r,.а) (
j-,| l J !l--

ý,
з
i-4

a/.пj а))

3, -\i/ri- ffi , оо,#а1, i,scf,1, П=П}.
Опрэделпв lllниIалънyю неотршцетслькуп развость Iсrду всеL

паре,lх точек цноIестаа Д , оч"rлu rнтервал Al, з

Д1 = lЧfr rn_,,rаt"ti,;ru{"a-l',r)l1,j+ 
lbl,| /2s/

Гlусть теперь найденш пераIотрш 1' а Х' TaKFc, qто шI_срт

цссто соотпошевп с /16/. Рассrотрпr функчпl ?а+ ф, Еrla #;
-(r) Еr3' .""U*l построшI, Еек и ревьЕеrпоследоветельнос?r чР п
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из соотношенuя /Т5/
реrrш 2, получич

,ВО -й член

енпе 3.
является r

Утверхд
то вектор а(Р)
т.е. а(Р) - 'z

последней, в силу следствия тбо-

Если вшполнено соотношение /16/,
-оптиllальншll решениеч эадаоп ta ,

эуя елгорцтu упорядочения чпсловшх мессивов, излоrrенншй в Г8] ,
легко показать, что для 8шчпсленuя /2Т/ достаточво -*LФ*l
операчийх/. Следоветельпо, функцпю Еа,) , опредсляеllJпо соотноше-
нпеч /2О/, шохно Ешчислить ffl число опсрацпй

Х9rll - E'*oФ*ol. /2g/

Рассuотриll састншй случаfi,l задачи "е , когда оценка /29/
чохет бшть существенно улуqшене. Пусть исходные данные 9 п

aj Q:Ртп, l=ф t обладеют теu свойствоч, что после-

оЬ".r"п"*о*ъ d7(j) : сl, -Loj, j=EПl вогнута для всех рас-
сIатриваешшх знасенrtй 2 а ,{, . 3ацетиш, что достаточныl, усло-
впеш вогнутости последоватсльвости dиQ ) является ц9р9!рqс-
тение с уЕеличениеI ai отпоЕевпя {#+ , i -Ffu.

Еспи последовательно"r, d.2xQ)'"o""y{a, то для отшсканrя
се шаксиIельного знеqенпя llожет бытъ rтриrrенен шетод Фибовачtlи

Е9] , поэволяюций эа n h!-п операчпй нейти пндекс ; lHа
Koтopol| достигается rraKcи"tryш функчии dllQ) . знасениj Функчяп

fu{X) нейдеrrвшбрав nnuг. l12 "блиэлехещ*" * / тоqек.
Эти тоqкп бупеч вшбирать из следующих непересекающихся подllно-

теств натJryального рядв: a;n- I|,2, . . ., q),а;r=\оl;,слr;+4...,rаrl,
i=.l, [41 -,| . 3десъ Ol-J -4, u,t:/ l4 , а' Ц. п Фi :,
2<i <Qt - У , опрелеляются paвeнcтBar.n4--ti:.t<,t -аt!пСу-ч")|,

di - Фi_,t М -Sфп.rqьг! )) , тле f - 12r,_1 ,еслпd"6О;-4)>d|lЧ_),
, f : фi-r, еслu ll11(Фi_l)> аи(Ч_l) . Поскольку 'Ur, r.оrет
принишеть эначение 0 , а di -з}tвчсн}l€, равное r7lp * 4 ,

дооцродепи" drrrO)-drrGrzo1,t)--f , соответственво dt,t - d ,

еслп f, = 0, точно TeK=ie dи- Q прu c!зrn-L*y' . Введя обоэ-
НаqеНRЯ 

ц={i|, Л*={_рr_о*о, . . . ,рl|х са._r,о Uku,),472,
Функцип /2Т/ уохяо аапttсетъ в виде

рlсп> :ЙrУп' rr,4nrj'@;,!D, dиТD, /2т' /

Очевидно, .что onr' оrп"*.ния элеIен"о"l"оr"""", lr,, потр9-
буетсн -ln2 оперецшй и, следоветельно lР2-гllО2 Vg*п, /rа}

з. r.з. опенка TBv доеl.кости выqЕс ленпя йунк цип ср (l) .исполъ-

Под операчией всюду понишается слохение либо сравненпэ двJrх
qисел.



а

операчилi для вычислениа эначения +ункциц /)Т'/. Iцкuu образоr,
тр.чдоемкссть вычисления йункцич f tь сценивается величиной

t,|rr)- f, П
l,} а м е ч а" ":. Выбор 4r "близлехац"*" *} точ€кшох-

но осуцествить эа - ЦQё операциIr. ,iiля этого лоЪт"точrо рас-
clroTpeтb мно]кества а: 

{4.,F;*n,...,E'| 1,24, tlе

i,:i-{{t,-l) - r+lr f,СГТ)., ф,саrl-d*cai>t>,

Ф,' *i4ГЩ Е (W1 
'gпфr.ас) - d,rrcar' D))

Iiетрулно проверить i что мноя:ёство Ф7tqеrас состоит и3 лско-
мшх LЕ точек

:i.I.Ii. Оченка тр.удоемкости попучеtм1 (i *€,) и а - опти-
lrаi,ьrrлlх реilенlt,, эадачи- Z . Алгог,@l ёr) - опти-
!rального Dецrения ,rr*"П aо"rо", из лвух ,runo!. 

'J 
n"o"ou,

пока f(1') -УС1') > q , выqисляютоя эначения,hункцuп /2О/
при разньiх знаqениях параirетра l , определяецых tоршулоV /Т7/.
iia этором - стI)оятся послеловаl,ельности е(€)." ft(J> no ',орчулаш
/ -:2/ | /25/.

Вначале оцени!i число точек ,1 , в которых выtlисляеlgg Ф}нк-
цпя /2О/.,.IIля этого оцениu велиqины 1rrо* " 6 . Нетрупно

у5елиться, что эначение l, , максимальное, из рассiатоиваеuшх
при нахох(дении Функции fu!X,1 , tlo:KHo огDаничир величиноt7

r,2a4 !'i-cl Vr* 4l 11оско.пьку f(X)= .2 рrrrr,u'::::- 
;h ; ;;, j-}ft,l"| r чWрф:Л* d

веrtичина
образом:

/1ь для задачи i i очевилно, оценивается следуюutиu

/у

6 < Е rт?аz 2' О, *,
t-l (2),0D 

JCJ:p 
{ d

сгрубпяя Ilоч,ученные оценки, имееш

,ъо_ d G.,za*,{ j)-4 , ",\" 
J - rцj!r\а;-а1ilЧ ,r оr},

6 < п. , Q.по- , где О^о- - fflff ol
ts силу теореrrы 3 и оценки /2<}/, первый эт,ап моr(ет быть ре-

?i::rh";ч . И-l | Цr, гле t=,f,ааР i r; ;: ., attaB ц..|
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операций. lIетрудно видеть, что число операций, достаточное для
осушествления второго этапаr определяется трудоемкостью упорядо-
чения отношений

Рl Р2

Г,=? 
r, 5@l 

- ч |J, |,?u_,o/-; -,;t, l=Jj, " 
Ео/ бр, р =П .

С.ледовательно, на этоi, этепе достаточно выполнить Тг-(ilЦrtt +

+ *t, Ьi**) операций, так *ц, L4Д/аlrrёi***.ясно,
что Ло К Лт . Таким образоu, оценке числа операчий для нахохпе-
нuя(f, + €,)'- оптиlrального реluения эадачи "* имеет Е

ф:r::!;йi"']li]'rT'#Li;;,";;,i,-o'"Z).iI**}.,-,
Алгорl,tтlrы нехожления(/ + €r> ч / - опт"uальных реrлений задачt/t

Jd очеаь похо,(и. Вдинственное отлиqие послепнего состоит в

тоrarчто число шагов .первого этвпа опредбляется Быполнениеra нера_
венстве /Т6/ rпоэтоllу для получения У -оптuuального решения дос-
таточно выполнить

rf - "t"x"t , глв l -- пzа*{а Z;i ci )', Е,
}

С.rr-r* /зт/
операци

ко
Легко ч
r! -;z

ItaKoB объем памяти, требуешыii для нахохдения решениЙ зада-
чи Й Z Нл пеDвоi, этапе результат (К-,|)-tо шага необходиll лишъ

для Еычисления пареметра ,l.- , non этоr, достаточно хDвнить в п8-
мяти не более двух значе""r,? 2'i_1 ч 1* _о. Ila вторсм этапе,
алгоритlJl упорядсцения чисповых массивов мохно организовать TeKr
стобы он не требовал дсполнительной памят" [В] . Следовательно,
объец пашяти, достатоqный для полученtrя приближенных решений эа-
дечu 7, будет того хе порядка, что ч для хранения исходных д9н-
ных о

З.2. Эадача с целочисленны!iи неотDицательными переменныlltd.

Булеш наэывать задачу шаксинизацпu /З/ при условиях /I/, /?' /,
/Ie/, /I9/ залачей -в , где

тизируем оцеfiку /Э1/ пля слrчая целых Cl, Oj , j=4V .

ться, что J )-4 цД1>#. След_овательно,
l ,гл" t : rtлсrz.{о, ОЖ: '*-I

нкре
беди

ry"

*j'

рассмотрим функцию r?

o(i)= r"lаz 2сс, -;
' i2'),{,|D,oilj=,| d

t /2'/
Cjn: CJ, " Qjn- а,

J2

АСлелуя описанному вшше алгоритму, для решения эадачи

il ,,V

а) r ::2 lпо* 2сс, _la. )z =2 ь сlt.С d rt4(2'X,|Dsc}od J J 2=1'z /з?/

найдеrr элемент Слг ta* 
т*а 

( CJ - 2ч ) ч получим



0б одвоч ал с оценкаши !}r

pr( х ) - |h G7. р - 1 о, р 
). l, n+ С/ -h Q t -Х а, 2D : tol7 х ftJ р - t ап ) 7эз/

з.2.I. о ( + ) -оптицальном шении qив . Пусть
иrrеет r.€cтo соотношенив /7/, Тогда, испольэуя следствие I теоре-
шш I, для получения приблихенного решения достаточно построхть

последовательности -т({) , l=t , " аG), l=й
При иэвестных ft{,X l последовательность dl) сtрочтся сог_

лесно соотношению /2?_/, поэтоllу справедливость свойств /IO/,/ТТ/
для r(fl следует из докаэательства утверхдения 2.

Построение последовательности бG) упрооrается эаменой ог-
раничения /2/ на /2' /, поскольцу не тDебуется предварительного
упорядоченпя к8ких-либо велиспн, и производится по iЕоршуле /25/,
где

l0) -

Здесь инлексш Л"l*п " Л*/'**п определяются из равенств

'лr jь;/kчi"-ffi$?х{}-rqr,С"**,ц,-/k*ji,,-ffi ?rtдq4?\/Э5/

tl " Lz- из равен "r" tr:i?l_uъ) , t, :
/L -il (О {,pal) uлен послёдЬвательности

ýIа
te lкц
Ecrl

а величины

Пусть

oj
опре_

.делен соотношени ем /Т5/. Полохиш Т-- k "'Оt)) 
- {rаrРl-Еrл,+,t .

Очевиднсt, qто uрп y'l.,*f -< t, -t2 +/ U**о"С_о_,л поч7u*|2rdr-{r+1
иriеет llесто веравенстВо ]u*./ 4 С,,rrсrе- Сrrrи

l У т в е р х д о н п е 4. Если выполнено неравенство /7/,
lro ""*rор Э(Р , определяешый соотношениячлl /!9/ ,/25/ ,/Э+7 ,

l""nr"r"" (Г + q) - олтишальным рецtением эадачи П
Д о к а э е т е л ь с т в о. l[oKaxeu сначала справедливость

cooтHomeнtf й /Тз/ ч /I4/ для последовательнос,ги аФ 1 построон-
ной согласно /25/ , /З+7. полохиш

' l Ср** ]kr, - Ср*+ 
1,цl,t , l - tl - l, +/, lr,

обоэначвнияll dr, l:ГТ, пDидалиш аналогичнцЙ сшысл, тогда

{сЕilЬ - {czci:tl1 : 
'Ef', -!@c!;l 

- !саrrО'r-_аr , l:|7l.
Цщ_ 

' 
< + - /, из неотрицательности величин С, 

" . 
QJ., ,

J -П 
-,-"n.oy"r] 

uro 5G) уловлетворяет /ТЗ/.Пустil>-t-О/rf|
в силу определения /i:2/ функцип ?(1) и равенств /3ir/ эапишен

(
l ro,..,,o), t:0,
Irо,...,чr_,|,, о,...,0), !=фr,
1 rKvK+' 

п J п ,-Jц/
| 0, . . .,0::1: о,i. .,0,^,/, ,0,..,,О), l=ёr-lr+/, t, /

У t +jl+l Л+li+l
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оп
g {,х' l = j( cJ -,1'а/ 7, Э r r, -,t!o, l сr- С С,ф+/ 

k+l - 
rhа +l k+ t 

)

+ ( С& *J,i*l - 1'Оу +ik+t) .

Следовательно,
CR*ik*,- Cf**jk*,7 '|'ФР*+1'*rа - aЛ+si7l),

Справедливость irepaBeHcTBe

Сд*lk*, - СД +fi +а q 1,'{ад +jk+, - o?**t,*n /з?/
показшвается аналогично. Из двух последних неравенств и следует,

ЧТО 
'a*jL*n 

- С.& rs7*пЪ0 n а,р* *jkn, o,R*ji*n', 0, ПРИqеr

paвetlcтBo ну.tlю выполняется одновременно для обеих разностеi.!, а

'Ё;,'i;Ь""
" ?*+ii*l

+

/з6/

"/э8/

. Очевидно,
/Т6/,tде aZ

это озi!ачает совпаление инлексов
следовательно r послеповательность
нu.ю /I3/ .

a- t -lk +

-оПТИIаЛЪноU
если параi!етрш

етворяет соотноще-

Для докаэательетва cBoiicTBa /|t4/ достаточно показать, что

ý

CP**lkrn ., CP*+jk+n - СР*+ ',,
й--Щ

Деi'ствительно, иа /36/, /Э?/ пчееч

+ j2rl + /k+,l
uлu

С& +Ji+l С.р* *lkrl
й 

1\ ax-+;2-1 '
откуда с .учетоu неотрицательности правшх и левых частеii н€Dавен-
ств /?6/,/?з?/ следует /-18/. Telr сачым поt(азана спраЕедливость
свойства /Т4/ для последсвательности a(il .

Для доказательства утверхдения 4 осталось пришен}rть следст-
вие I теоремы r.

3.?-.?. о з ачи 9
удовлетворяпт соотнопепию

опрецеrrено /2е/, то на основании следствия теорецш 2 справедли_
во

У т в е р х д е н и е 5. Если выполнено неравенство .Z' -
- l' < а1 , то вектоо fr?' r опр€деляемый соотноtц€ния-

llп /Т5/, /25/ , /3t+/ , есть Т -опт}luaльное решение 
"uллп" 

1
э.2 . О воэмоlкrrости получения €z -оптишального рецrения

задачи . Опишем класс залачr для которого предлоr(енншй че_

ý

.з
g

тод г,арантирует получение €п -оптпшального.решения. Пусть п.тя
к -й груIIч. (инпекс К определяется ;rэ ус.товия ?rocKD 4

<,,l <gr*(* */))) оr"ошение

a



j-P*_n+.l,PK-1,

aj и наЙдэтся пнпвксf*t| текоЙ,

сrr- ,FФLzr, является Е|

что

ар", 1 - А -x(fr(P)+h(r+l<1-1rD. Qр**лп, /з9/
здесь Ь - бункrrия скаqкео

3аrgтиrr что достаточныци условиячи вшполнения рав€нстве
/Э9/ щютсяz I/ величинш Oj Ql_r+|<j<pl) в пределах l -П
d. -'lril) группш обраэ5rпт арифrатическуD прогресспю с разностьD
Да, , одинаковой для всех N rрупп; 2/ Оh кратно Да .Tot-

да, не огранt/tчшвея обцностп, uoxнo счита?ь, tio А кратно Да
Введеш вектор

( rО, ...,0, ! _,О,.,,,0),еслч р+,| 1dl - tr,
z. - l эr*ц91 

| 0, . ,b;lii.,;O,. ,Олlr,0,...,0)- э протпвноtl слуTае

:;::"""-;n ?u:f;,(rl 
* Еr., является q -оптпшальвшI решснп9ll

В саrrоц деле, в силу сепаребельностt Функuпп f;(,) пIэеI

!(rrr):gtЕ@))+цGr) = Д , а из невозрасте""" 
Cj+l-Cj
a1+l -а1

с увелпчениеr. al , Р* *,l < j < tк + l , следJrот

!(fr(РlD-!(аф,))
-<Elu+fr{сй{r*lll-/rfruDll А - grаСО2

такшц обреэош, пэ следствпя 2 теореrш r вштекаст

з.2.4. а ония +
._од!ццсдцных решений задечи Алгорптllш н8хоIденпя([+еrl п

т оптицальншх решенпй задачЕ g осуцествляются по теш

хе схеr.аI , rlтo l, для задаrlп й отлисше в оцбнк€ tlпсла опе-
рацпй эеклюqается в Toll, qто трудоечкость в}ltlшсленпя фудкпип

f(х,) , опред€ляеIой соотноtшенrеI /э2/, состаЕляет - 1rnl= о
операчий. Слсдоветельно, уtlитшьея /ЗО/, ttttсло on"prrrrfi'id, norry-
tlенrя (| + en) -оптпцельного р€шенпя эадеqп 9 оцевится Еспп-
srвой:
Оё*rr- ОЬ!|, 

"д" 
l - r??o*|c-|, С/,f|, fu ,&^n* , соu+z|.поt

Используя /зI,/ lполуqаоu соответствуццуп оц€вку для оiшск9-
нпя Т -оптпIальвого решенпя задаqп Я :

t/ - оЦ|r гдQ l-rпа*{са,lll, (4i|, c,,-rl /цr/
L прелполоtrиI, что зацаqе а доrrJrскает нахоrд€вис €|-оп,"-

Iального репенпя оппсаннцI вЕшо прпсIоr. Поскольку BGETop Zс,
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строптся оа -rflK оп€рацпй, tlисло оперечпй r: шоrет бшть
оценено !еяпqЕноЙ /аО/ l а для полуtlвнпя тоttного решенrя эадач,

!ь достатоtlно вшполнптъ qпсло опсрецrйrопредолясrrо€ соотноЕс-
нпеl /цТ/,

Для полученпя решенпй аадаqr Й до""лrоtlея объеlr паIятll
того I€ порядкаrqто х требуеrшf, для хренбппя е€ псходнцх дан-
нш:кrтеI болееrtlто на BTopoI этап€ реш9вrя обходпIся без зпо-
рядо!rеЕпя вэпПtlrн drИр l P='/,to.

Оппсанншо алгорптIш Iогут бшть пспользовеЕц при рецtовпп зе-
дач о раскроо в случес, когда огравпчэяо tlЕспо ноrей, прrIсвя-
сlrцх D установкс для рэакr Оучаiп (сr.rвепрпrор, fIO_t).

В заклюsенIс евтор ЕшреIест благодарвость Э.Х.Гrr8дп за по-
ставовку задеqп п обсуrденпе розультатов денной работш.

Поступппа в рGд.-пэд.отдеп.
2r декебря т9?? t.
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