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В данной статье, которая является продолхениец статьи ГТ] ,
рассшатривается uетод решения задеч шатешатиqеского програццпро_
вания, основанншй нв Еведении ограничения nB целевую Функцшю.

Лусть S _ дискретное r.HoxecтBo, а {rЭl ,|LD - функцlлп,
определеннше на этом li'o'ec'Be, Д - *о""ra"ri.

решеется задаtlа

{c*l *rпа.z /т/
при ограничениях:

ФсS , /2/
0(r) -< А /,.з7

Кахдой точке IёS noJr.rnu в соответствuе два числа g:{СZ.)
ч ! : q(,L) . Таким образоч, все цно,rество .Я отобразштся на
nooou"o"6"rBo о nno"*o"", Y х! - Р2 . На Iнохество J2 нетя-
неш выпуклую линейную оболочку О' .

Рассшотриrr Btlecтo исходной экстреrrельной задачи /Т/-/З/
экстреlrальную задачу беэ огревиqения /З/, в целевую функцrю ко-
торой в качестве парацетра входит шножитель 1 !

f(X) = rтлааС/С*1-1gсэD /ц/
при ограничении rC S

Нетрудно показать, tITo решениеu задечи /Ц/, /2/ бупет гра-
ниqная точка lr'or*ec'Ba lt . [tеняя llнохитель 1 , получееш
все граничнD|е точки rrнor(ecтBa П . Очевидно, чтоrрешив при оп-
ределенноlf значении Еараuетре 1 задаqу /4/, /2/ l шоtrно полу-
qить точное решение эадач!r /I/-/Э/ лишь в случае совпедения со-
ответствуюrцих граничншх точек rrHoIecTB а п !2' . В противноч
случае полуtlаем приблихенное решение исходной эадаtlи, приtlош ве-

личина отклонения приблихенrtсго решеншя от точного зависит от

"степени отлиqия" чнохеств о от rrножестъа а' . В ряле слу-
чаев это отличие удается i rpaнee оценить и теI саrцч получить
априорную оценку погрешностrr приближенного решения.

Под абсолкlтной погрешностъю значения целевоЙ функции /r-l
в допустицой точке J аадачи /r/-/Э/ будеш понишать раэность
|€ raо.") - /ё)l , tда аоrъr - искочое_ решение , л f r.zoor)

экстремальное эначение целевой йункции {{а) "ло"uч /I/-/3/.Еслч



i4

при этом абсолiOтная погрешность не превы,лает величины Е>О rTo

{с 
a-l назовем

обоэнаqим qерез F
'Е

ý r. tIахохдение Dе,ления.,задачи /Т/-/|a/
в слуqае дискDетности lrнoxecтBe l)

Тогда справедлива
Теореuа

такой индекс К ,

6 - оптимальныttl эначением целево,,Ч iункции и
(а) , а Е,- € _оптимальнь,мрешениеll .

Пусть зафиксированы два значения парацетра ,Z такие, что

f (,Z') - #r i/rеs -,1'grell:{c.*r1-1.'grzrl, |rQ)>A ;

y( Х") : #r-t {rо - 1усrл ={, Q,!|h(r), g(a,) -< А ;

и определена последовательность точек (3(5)), €= 0,!, мноr(ества

S , облацеtощая свойствами:

*2 _ л(о)
-& ,'оо'= .de l, 

р rпG-а 
)) 

< у(/ 
l',, 

{r*' 
tn ; rrr rG), s 

: ф, t эt

g=vT /6/

(к)п,I является (

т. всли fLХ')-t/(,|")<t , то вайдется
0<K<t ,uro

2r.16)) < Д <2r*'K+l)),

r + €) - оптимальяыrr решениемtгпе |
,|7/

= i!,,r(K+l)r_

-{{,тСК);
Другиllи словами, в условиях теоремш ишееil:

Е*ri,'*)) -{,,z(*)). /8/,
Д о к а з а т е л ь с т в о. Сучtествование индекса К rудов-

летворяющею /?/, следует из определения последовательности

.(rG)), €:П. лля проверки соотношеви я /8/ достаточно убепи-
ться в спDаведливости нераве}:ства

Е(rоо") - {iat'*)) <п+Е /g/

IIеравенство /<:/ разобьем на следующую цепоqку неравенств:

f rzoo;-/rc@l<F(l') rl'Д -!raц))-- 0r, /rо/

Q < {rr, ) - {rz( 
n) 

l+r { r r n,> -/tt, Н1 ё = Оr, / T,l /
?L*|,/ Zrnzl

0r-<{{ rzBnn),-{cC*
(tr(к+
А - grac*l,

/12/

Q" Z*,
!("'",)

+Е = OJ ,

/rз/

_ С.Е.Гвоздев



и докаr(еш отдельно кахдое из них.
для локазате;:ьства /Io/ лостатоrlно заrrетить, что

-Е

у(,1') =

: tr{i {{сr1 -lgrzll> f (rооr) - tvrz;",l .но ,/(э,,) -,< А ,

а следовательноi qil') 2- ( {-ronr) - }И . Что и требовалось.
Справелливость неравенства /I!/ слелует непосредственно из

неравенств /7.;.?_/, /тr??r/, /| r?_t+/.*/
Локазательство неравенства /Т?/, tia основании /5/ , /В/ эа-

пишем :lепочку нсравенств

Ф(,l)\ _ !| ll
F(, -С(:r") rK-1))

просзlмlиировав отлельно числители и знаме}lатели первых К членсв

и числители и зяаменатели Bcei; цепочки, полуtlиl,

{cr6)l - /c."rl , tзл__lrr" . ,}l ,
А/'Ф IK)Z,n )-rlGz)"t(z|)-!,(-r) /L+/

ЕеЛИ rte просJrllhtироЕатъ аналсгичнс числители и зна!"lенателu (6+ | )
ч.qенов, то

lcz**')- {rzr2 _ {,'",n'-/(_rrl
Ф-!,2, -- !rc) !rz) /т5/

Умноrсии правую и левуlо части I.epaBeHcTBa /:,l/ Ha(/-d-), гпе
0 <а -1 4 , а правую и левую части неравенства / 15/ на d ц

слоrfrиll полученные неравенстЕа. ilроиэвел!{ пеаегFуппировку членов,
получиu

/r.r(*) 116 {6 а.6+ /),l - fr.x(^ 
) l. r. fi.rrl +

/:r( к+,!,) i к))

t /(-.'''t -{. z,"l -> g;rzT:VTt >

_ {;rrK+z)_{J_7, ** tl,,
>. idTTzTPra)'-

)

_fi.a,!-il1
>/ t", .r *)) -rli.z(/ -|))

Из /?/

3десь и палее циi;ра l, сэнаlilетrqтс имеется в

, тогда
))

{гr(*'l

/т6/

oTK.yJti, и полуqаем HepaBeIlcTBo iii'/. Jlrlя проверкп /i,'|,/ достаточ-
но воспол о сзщ__9_9отно8,ен.ием /'? / п оiiр€/tел€ Htieм велич1,1Ёы r/ .

виду ссотяетст_
см. E]l) .вуюцая1,ормулс-. iтеajDема) пет)во:i qлсти раrоты (



Iб с.п iь_qздав_

Таким образом, неравенства /TO/-/II,/ доказаныr ,.lтим завер-
п.lается показательство теорешы ].

jопустиtt теперь, что в Ilножестве S , поtииIlо после.пователь-

ности О(€) , вылелена совокупность точек ёg' , € = ф- lудов_
летворпDцая условиям

*6)=7ro), а(К+1)- Е'*', !(бcr-ll r. g{frG\, /cirS-rlr"n Ur\ g=|rп,/.! /
/rrG\ - /rilG-lll

ф
Тогда справелливо

/rirl+Ol -/rflc€l1
'=|Й. 

/в'/
!rЭr1+lll -grЕrrl l ,

У( Х' )-F(l')(Е, то наjjлется Taкo:yс л е д с т в и е т. Если

, чтоиндекс р О<,р< r*

уrfrФ)l-< А < vrfr(/"ril ), /?,/

" tr(P я,вляется (_04.+ 
') - оптиl|альным решениеrt, где Zl -=/{i,U'+l)) - /rfrrns .

Д. о к а э а т е л ь с т в о.,iIеЙствительно, из соотношени+i

/'.,'/,, /(эl / слепует суliествование индекса й t !ловлетворяюtilего
/'/'/, нетрудно эаметить также , uro f rOB)i</(a(P)) < f,,tЭооr) .

11оэтому € (*on, ) - ,/rfr,r/u)l -< |r еоо2 - {r*'*' ) . т^*"м образом,

учитывая неравенства /iO/, /7I/, можно записать

€ (aonrl- /ra(P'),,<{{rrцro)- {rz
(к) ,4- (z(0)

+о = оэ

f(, (к+О) -/(z(K))

Лалее, на основанuп /5'/, /6'/, no аrlалогии с локазательст-
Bor,l неравенства /l2/ показывается, что

а, -< r/r E(!+ot - f rfrtr"l;, =! ,--_r{'in!r.,,|фl€=оr,

/читывая соотноlOени е /?'/ и равенств о |l= ,/r,fr(P*4l - /сЕ//Ц1,
полуqаем Оs-< trl + € . Следовательно, Irц2-/ri@))<vr+ Е,
следствие r доказано.

С л е д с т в и е 2. Если в соотнощенuu /?/ имеет шесто

равенство q(П(К)):Д , то теореuа r гарантирует получение,а
€ - оптиr,rального решения.

д о к а з а т е л ь с т в о. Ita основании /74/ можно З8ПИ-

сать



об одноrr алг с с оценкаuи I?

но тогда, в силу замечания к теореме T,z_, Frr,zФ; ={ra(*)) ,

Такич обраэоч, справедливость следствпя 2 доказана.
Рассмотрим еще оцин случай, когда б -оптимальное решечие

эадачи /I/-/3/ содерr(ится в последовательно(:ти точеа (l€), €=ф,
удовлетворяюцей условияl /5/, /6/.

Разобьеш uHo*ucr"o S на классьi эквива.тентности следуюutим

образоrr 2 Ф' ц Ф" принадлеrкит одIlому классу, если и только если

!J(Э')=Q (-/.",) . Пусть Р _ совокупность классов эквивалент-/J a]

ности, определяемая точкаши ,Э , для которых имеет цесто ссот_
ношение 2(Z4)<LrcEr" ?r*r) , а p:lPl . В дальвейшем череэ

|. Ci=ljl булем осозначать значение целевой Функции /Т/ эапачп
/Т/-/з/ на l -ш классе эквивалентноети 1 чарез!f.сi=Ф)- знаЧ€-
нuе Функuпu t на этом классе.Классам эквивалентности присвоиll
номера так, -чтобы Л< 9, < .-.< ?р .

1 Т е о р " u Х' ZiЪлч Y(tr')- Уа')<€ и число точ€к по-
l "п"оо".r"льности 1 31 i€)7 'р"""о ,о | то на:-rдется тако;ч ин-

|о"*" К, О4К<Р, uro q(f#(К))<Д <'qt.r{K+'tl , ч z.(K) является

| ' -оптимальнпu o"r"l""M, т.е. Е7а'"') = kr'*') .

Д о к а а а т е л ь с т в о. !iз условий теореrrш следует,
что не существует точки Ф€ S , удовлетворяющей неравенству

0(16))<а(r,l < ,r(э(^r 1) ) . Поэтоаrу цожно записать
чоа
Е(1') = ma?({czl- ly'rzl;> f (."nr 1-Llrronr) ={r4_ )-2!rz'К).l acS

Иэ HepaBeHcTBs /Iц/ и соотношения Гr-оп, l>-/rak) поjiучич

,7 c,Z,' ) +.{Е r r С К ) is- {{ z ( * ) 
)>- ф z, х i,/c -r, l - /с.1 l l

t(z,|) -j/(z2)
9rrc*l, - Q(zr)

uлп
0-<r7r,х,)+1уr,'^'_,,П;:,;::;:,:ri:::;И#,

*Z" 
lLQ) - /(c"l

Повторив cxerry доказательства неравенств /l.?2/,/I.2Э/,
/Т.2Ц/ при условии, что ,4 заменено на 7ra(Юl, получиr.

rp ( l, ) + .t,g r,r(, ) l - с /cж,l i с{rz, l - {r z;,' Н;# ) < ё .

Iio, с лруго i стороны, ? а' ) +,Z'r/ (r 6) ) -,/(z (Ц 
) >,{ rz*,, ) - /rz'О).

Такиu образош , {rr'*rl является Е -оптишальнь}ч зна!rеЕи€ч Ц€-

левой i)j/нкции, а r'* ) - ё -оптимальное решение залsчц t l/-
-/э/. Этиlr завершается доказательство теорешш 2.



I8 С.Е. Гвоэдев

ý 2. о возмоr(ности получения точного решения
эадачи /т/-/,,)./

7 т в е р ж д е н и е. Наобходимшм .чс.повие[l того, tlтo

,1ril=Г; -Zg, для некоторого парам"rо^ ,/, является выпол-
нсние tlepaBeнcTBa

гl'|'гfi -' t"_,l , ti+1 - L',

ffi>/ffi /1?/

Л о к а з а т е л ь с т в о. Пусть парацетр,r определен
так, что

Тогда
илп

р

г. -г.rL+4 rL

fitl - {о

rр с 7 )= rпа7 c{r.rl -.Tg ra >l -- 4 - 7r,

C-i!,> €-.t - 7/;-.t " 6 -а> |rn-тYr*n

+?-, Z
Vl 7l-,/

r, r, -J
?i - /1,4 

2-

>/

Таким образоlrtr справелливость неравенства /I?/ покаэана.
Рассмотриш эадаqи, в которых для классов эквивалевтностt{ из
справедливо соотношение

-rь+.| Гt

/-r' - 3l

обладают свойствош /Iе/, то решение э

одни!r из элешентов последоввтельности

t:2, Р- У /r8/

адачи /Т/-/3/ совпадает с
бgG)s, € = |}

Л е м ш а. Если ,1"- l'< d и классц эквивалент"оar" 
"э 

Р

Л о к а з а т е л ь с т в о. Усiедиl|ся в справедливости не-
равенств:

1,,. Б-Е -,. Fр-Fр-п
> ,r- 3,1 

, l -{ й /т9/

Действительно, иэ определения у(1) слепует

r ( 1' ) = gзg- c/ra r,Z'grz > = Г. -r'?. > F; - n - 1'2р - r,
F(l") =iа.*с/rr)-2'!r.z>-- € -/и, € -tи ,

откуда и полуtlаются неравенсtэа /I9/.
Покахецrчто ф;=О (/<i<7э) при ,l'-2'<ot

Предполохиl| противное. Пусть существует индекс У такоil, что
n*' О , тогда на основанпu /I9/,/r/,/6/ чохно записатъ



Об олном а1-Iгоритм€ с оuенi(а}l:.! rо

,! -/,>

Но, по условию ;|"- l'< ,-О r при!uли к пD()тt4воDсчиrо. Такиы об-
разоl,t, dr,:0 (/< i<f). OTctoдa слелует, что еслit пос.rrелователь-
ность точек бg:(Ё); удовлетворl'ет ,il/ r/(э/ , то .,/слов}tя /6/ ъьt-

полняются как равенства. IIо каждi,ri K)lacc эквивалентFtости пDед-
стаплен To,.lt<o:.; в этой посIlедовательности, а эначитrв He!i cylliecT-
в.yет Tott*a ,7Э<'О) такая, t|To Z(t): .Тогzг

lr X'l : Z, !, (.I,) -*fпс!z, 
,

j="| 'n /

Г,-|, 
* [::fr=r_

lr-3, lp-le-l
!7ц - f|u-|
;---;--lp ,7vo-,i

>/.

l]тим локазательство леммы закапчивается.
Иэ локаэааной лемuы слеrtует
Т е о р е м а Э. Если выпо.пilеttы усj|оп!{я лел.r:,!ы, то для по-

лучения Dеiления задачи /Т/-/3/ достатоqно найти Tot{Ky :С''К" по-

слело8а,гельнс.стIt (-oJ€)l, €= /тF, такую,,1.tоq(Е(*)><.4<рг-(*+').
Отметимr что лr-Iя пr)илrененцfl теоDе}l .Trari: нет необхолимости

В ЯВНОМ ВИJIе ВЫДеЛЯТЬ COOTB€TCTBYЮUII!€ ПОС.ПеЛОВаТеЛЬНОСТИ, Д .ЩОС-

таточно HaiiTlT .тишь К -ii элемонтr спределяеtrы,i соотноl!ением

Пока:тел.l , как tiогут быть праI(тически использоБаrrы пр}lведен-
rlЫе РаСС:l}:;IеНИЯ ЛЛЯ НеКОТОDЫХ IIДCTHIIX КЛаССОВ ЗаЛа,q МОТеМаТИЧеС-

кого проlреlirмироtJаjti,{я. !ia,{lleM pacclloTpe}l!4e с залачи вып;;i(лсго
про граммироваýия.

ý Э. flростеii;rlая эадача расrрсRелсrirtr: l)ecyDcoв

Пусть задано rL вецественt{о,,iн{ltlнь!х вогнутых il,ункций

веlllественного аргу!,/lента.

Треri"ч*тся наiiти J .-оптима.ць1.1ое р,?шенllе залачи:

/,rgli!d

!
rL

а)=z
: -)

раничен}rа обцпссти булем считать i
С-пелуя описанному ранее прие

задаttи /r2о/-/2?_/ мотно rlа,7ти гtри

S = {/ 
=(t.t,.,.,.rп)i 0(r,l {ol, / :ГV}

"l{ 
А

/,|о/

/?_т/

/??,/

l ез ог-

l

Из /2ai следуэт, ЧТО _l-rOCTeTo,-!Ho pacclJaTnr,rвaTb *,ункции

{')rr,sr1=/j) nn 
"

на участке их возрастания L0, о;7

-.Аuro {r,^ro)=C, ао
му, } -оптиtlал
поиощи !'Iiункции

4,

ьное реulение
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п- rL п.

с| d. ):ry,|э r 2 {, ra, l -l Z r; ) =rтLQa Zc{,.r,z, l -)r, ) =' Хсý j=,| а О 
/=,| d x7S ;-4а d

: Z rпаэ (/,.rr, ) -l.ql : 2 Q,о) ,

j=40<1<a) d о d jч d

Исходя иэ за!rечаншя 2 теоремы r.2t для получения б -оптимально-
го решения задаqи /2О/-/22/ qункuuю f(I) достаточно вычислять
с точностью до €п= € , а параметр ,Х. менлть (по фоомулам /Т.,8/,
/L9/ ) ло тех noj, no*" не нарушится неравенстэо Еrо(1')-9rr(х")>2с,

(уrr(,1 l - вшчисленное с точность,э до €,| значение вункuuпс|(D).
Эатем, используя формулу /Т.I?/, получаеш Е -оптишальное ре-
шение задачи /2O/-/i!2/.

Чтобш оцеситъ трудоеrrкость решения эадачt{ /2О/-/22/ предла-
гаеuы}l методоir, необходимо определить трудоеuкость вшчисления
йункции ?сr(1) и число точек ) , в которых достаточно вычис-
лить знаqение этой lрункции.

ý 4. Высисление йункции Qсп(Х")

п

Поскольку f (Х )=rJ ?,'r' , для вычисления ,Т,ункiIии

уа,) с точностьп доо Е1 достаточно выtlислить каrrдую йункцию

f, (,1l с точностью до * . Все скаэанное 8 пределах данного
па!аграйа справедливо дriо любой ()ункции (0,(,Х), /=iV ,поэтому
булеч считать, что индекс f 

,I,иксирован. 3еиетим, tlтo йункция

t rrl ) -ХЭ вогнута, это следует из свойства вогнутости раз-
ности вогнутой и линейно:f Функций. Начальный интервал неопреде-
ленности С0, ai7 r на котором достигеется lrаксишуш функции
l, {r, ) - lЭr! , известен. Для его ушеньЕ!ения до некоторого,J / d

конечного интервала воспользуемся методоц золотого сеqения Г2].
Как известно, к эолотоraу сечению приводит деление интервала не-
определенности на две неравнше части такие, что отношение всего
отрезка к большей части равняется отноЕtеншю бо.qьшей части к

ченьrдей. 0qевидно, что сушествует только лва таких пеления. Со-
ответствуюцие точки деления интервала на лве части обозначим

l,qереэ Ф; u 1; . В этих точках вычислим эначения функции

lr.; ), " {, (i;) " вшберем точку, в которой ее энаttение чень-
ше. Дла дальнейшего исследоЕания оставляется большая частъ раз-
биения интервале, осуществляешого этой точкой, а rrеньшая отбра-
сшваетсяо В реаультате величина неопределенности исходного ин-
тервала ушеньшается в r162 раэа и т.д.



]I

оrtеним qисло итерациri Г 
" ,r"rол" золотого сеченияrдостаточ-

ное ,плс1 приближенного нахо)rления максимума Jlункшии
d 

rл, l -,tr,r,
с точностью до

€l
r|, . С этоi:i ilелью предваDительно на7пем величи-

ну неопределенIlостИ коtечногО интеDвела. ПустЬ о; - ТОЧК81 В

которой достигаетс я гт7о?Э r/, rc; ) -1Z/ ).п?" rl > fr;(i,ункция

$rrrl-Лz, может 
'33"3'""!"u"'"" """r, 

пряшой, прохоляlцеfi череэ

точку t{rrj; -Xri, а; ) с тангенсом угла наклона F7) .Iеrrст-

:ит:льно, 
-{l&/ )" - нёубываюlllая ,Тункция на интервале LО, а)7 t

а значит,

{ {,rаj)- {rrr; + дс) < с при дс >/ о
u

{ 
rz; l -2'i - с 

$ 
rз>j +,з а ) -1@i + л,z)) -,<1да,

Рассчотрим пjункцию

{ 
r*,,), если

'; 
), если

}Iз опрепеления функции / .) легко видеть, что если Ееличина

неопределен};ости конеч,ного интервала lZ -.;/

i,*;,:

,hункци:: 
{, 'r, 

) - ,i r,

rtlунlсциii 
frn

ху числоl!

лучаем

0,-< r; -. r)" ;

.j <r, -<Oj.{,:

{r

(а с.педовательно, и Функции

, то эначение

/r,r/-1r, l

1 ограничен свер-
(Ж, l. Отсюда по-

аr7саr'< At

с(//|

(i) л_. Согласно /L.2c,/, парашuтр,gir:i 1где {:*.Е{

:]ная велиqину неопределенности начального 
""тервала@

и l(онеqног о Дr , оцениrп число итераций Г . И"""ч

EtАа : -t. ( rПаz,lorl"i

c,/,aZ{=! : f uлп ГLki,62: loli2

)-4= * l

пg

Отсюда следует, что дr(я получе.ния приблихенного знаqения II)ytlK_

u:, fr itr l с точностью до ff пот,реt'r:ч" вшqислить значение

{rtrc)l -lь,t це более чеш в O(/oxzi) тоqках интервала
-сс, с;7 . Такиш образош, отыскани" Frorl) Mo:tHo осуществить



за rt,x0{/O!z{l _действийr гле под действиеrr пониrrается
ЕL,чt4сIr€ни€ значеtrtя {rrt в некоторой точке 9j

Тепепь осталось найти число различных точек, в которых нух(-

но вычислять |rn(X) . Из ограниченно:тё пr"*urilцli(а1), s'=!7, 
_

с j! е п,у е т о г n а d и ч е н н ос т ь м н о)rе 
", " " 

Зz= 
{ 
(.4{r' Ч r,,2, 

", 
\ Цrj' 

?i, j =lV)

ItоэтоllУлля в:lчис."!ения величt{н { "oG , ГД€о 6=rtrV"r,
lrожно воспользоваться неравенствоu /L5/. Ичееu

rL

r,, )-пiоZ.Сl @r)+r;)/ |6ý j-.! а d

п
\< Z'*a' i,rr,)+orar .z,)-2с*оо t:ra,ly7rll,п tr,)=

j-4 о<zr.<dr," ' аоfЧ' i=a,o<r;a)a а о<1,<а, l

= Z ( rпа* 
, /, 

ra, l+a) l < о(Lr+ Д )<2п хrrzаz{/.*,lУ, /2з/
l-,| . о<еr<ао

"о. {,о. : щr t ra) i
Лопустиа , что €1 llало по сревненпю 9 А , из.следствия 2

теоремш I.2, соотноцrения /I.3О/ и равёнстЕл ег ? получаеI,

что достат'очно вшчислить значение ФJrнкцr{п с2 (1) не более чец в

0С hgrt ) or"nro"n* точках, гдо t:;7r{r'', о, ,l , Ь"\ .

ПредпQлопив, , что . 
qисло операчи'", ,*/ необходиirое для вычис-

ления \энаgения 0,ункции {, 'a, 
) (j =/V ) з то_чке Z , ограниче-

"о *оЙr."тоf , получич окончательнуrо оценку ffn ,о"оо"uкостх н8-
хохдения € -оптиrrальЕого рiшения зелачи /2О/-/22/ z

1t4 = ОсrъQi | ), i =*а*{i', п, Д, /ло,I. /zц/

rL

2 r/,(r,)+
-| 'l d

*o*{f, В |. r77.c/r
Хеý 1

\<

rL

В,задаче /2о/-/22/ ограниqение /22/ зеuениI не

Sr={X=C.r, ;g)/O"irаl l 2r.-^цёло" ., 
/ =П\ , /25/

| ilrrl) , заданные в цело-т.е. теперь рассиатриваются й;rнкчпi
численнцх точках.сегtrента Е0, arJ . Ееэ ограничения обпности
с чштаеч , что а7. ( j --/, rL ), Д - ц"п"е .

3адача /2Т/,/2?-/,/2?/ является ухе эадачей нелинейного це-
лочисленного програuIпрования. Знаqительное число практиqеских
интерпретеций этой задаqп приведено в [З] . Залвчу /2О/r/2Т/,
/25/ uоzкно tочно решптъ_ шетодоl|, динеIDrqеского програмшпровения r

-'""" aп"раl,r"' "о""*о7"'"е либо сравненше двух tlисел.



об одноlrl алгоритме с оцен

Испо.ltьзуя свойство целочисленtrо-вогнутоi,' фун

:,,

при этом от це.левоЙ iункциrr ниtlего, KDo..-?e сепарабельности, не

требуется ГД] . Однаrt9 объемы вычислени': и пакяти, ilропоDциональ-
нне соотвеr.r""""о ,4'n " Дrl (либо Д'П' 

" /1 , uог;rт оказаться
значиl,ельными.

i,lнтуитивно ясно, что если перенести пон,]тие вогн.утости на

функчии {rr*i) , за;tанt!ь!е в цеr!(],чисilеtrны:,( ],эчI(ах, то рецение
задачи /2О/ r/?!/,/?-5/ моr(но 1,1опытаться осуl:jествить llo аналсгии
с решениен залаqи /?o/-/:22i, так как замена 7;,;2/ на /)5/ "не
сильно портит" граничные тоr'чки мнокества Л пос.,lедней задаqи.

tулем говооить, что 
^{(l) -tlе.t_lочисj!еfiно-вогнутая *ункция,

."n" {{Г.П_l(,/ -Г)ц)> r{rrУi,|-Т){1у,l:fл,t вс€х uелых 5с,7 и всех
Г с'Е0, ,|7 i l

Пустъ {r r*r r, 
, j /, n , _ Llелоqисленно-вогI{утая lуrtкtlия.

-\tla мнохест ьо fL = |r4r{;rr', Pnl 
r, 0*,Ео-<аr, z- целое ,l:O,.|

натянеш выпуклую линЪriнуiо оболоiку П' . 11ля отч:скания I,панич-
ных точек мнохества О зведем .*ункrlию

lL О 11. |L

фсЛЬ ryqa( Z lcz,ll -,l, Zэ,,l =Z пzаз rl:.ч l-i,T: у2 Ф t,:r.l' ,{cS, i=.t'l О ,'=, <,l 
l=,| 

эr,с,| ,а, / ( 1 ,)=i'.!

ftrrr 
l - 1ro,

(.i) в точке

ос.ч!цествляе!i,

можно наЙти точное значение "yHHll1,Iи
4
Л . Отыскание экстремума ,iункttии l

вычt{сляя значения ;,то -: ] jlнr<цt{и а яеко

Ф;:;л
сi,/:I, .)

i( ё'
т,о DbiY

кtIии

ý.l1v
ir,

tЧ,

t'

!]е ;| () (I!!C''ieH ных тсЧках

полоfrив, что число опера:rиii, необходимое д.пя
,I:}нкщии t,(a,.) (i-П.) в точке .;z: , ог-Jани
лучим, u/o 'ф i ,{l мо*но вl,,числlr,гь эа 0 ( rЪ

выч
,{ено

сегмента tС. а,7 . Ilля выяснения, в каких именно тоцках необ-,d
хоr{имо tsычислrrть эначения этоi] d,;zitttiии r испоr,уьilуеIr{ пrл. ,Эrrбонаt{-

чи, тесно свяээнный с !{етодсм золотогс сеqения a Гi' , гл.2]).Fред-
исл9ния анаqения
, Korlc гантоi: ,l:о-
А l опегациа.

Покахем, как отыскать Е -оrrтимальное рецение задачи /2О/,
/2Т/,/?5/, Пусть

Y iX') =

lL!
l=i

п
ýз

l=,|
rL
ý!з

l' 
,4у( ХО) =

2r'> 4,
j -,| !'
"п
2 r.,'-. д 

,

l

lu

t ro|l-.i'2 о',
l / ,nl 1'

f,l

oi
J

эll
-n/ rg'!,|2/

Рассмотрим только те :I,ункцttи

и &; резличньi . Рас полоним

убывания. '.]то мо)iно слелать

велltчины с",.L. ,'! -rre2 в погядке
! ,,.t.. llj , 

/
нотоDых а

эа

-|т---7- _ёa
[.]il NcY.t:,1/ .п/рачи,, [9] . !,у-



2ц

дер сilитать, ч

|,ro'1-1,,"i)
а1 _-;J|-
1 / K-,l

т-Зt,-l

(

то и!lл.екс i СООТПеТс'гВvеТ НОмеРУ эле[lенТа

опрелелим инлекс л' из соотноlllения

jloKaжe:,t, что Е -оптимальное пе]Jение задаtlи /)О/ ,/:'Т / ,/а-5/
может быть препставлено слеjlуIощим Оai;аэоi,l' 

л- 4 rt

ё = ( Ф; ,. ,,э'*_,,r*,dлrп, , r;,. rпе ti:A-.Z|.-Z ,ъ.tэв/,с n 
,l.=7 !,|=tr+ l j'

j]ля докаэательства постDоим вспомогательную послеловательность

точек ( r(1) ) , улов.',етворяiоц.ую /э/ ,/a / :

.еО= tЕ)'r -t'z, ,а)),

{ ta',l,1 /

еG)= (cr, ..i , *r-r, . ,:Ъ)l, l
енительно к задаче,/2о/ ,/2I/ ,/25/ запuutем ;-,ункции

1gt'ý) 1 :

1(€Прим
q

,
rо(9)l: 2

rL(FI+ad :v',
(

Посколr,ку fr, с*,) - tlе.'оttиС-пенно-вогнутая +ункция, то, ис-

ак
.r, - -D, )-< J - Z z,' Zt.r, -.r,)1 ! 

,i =1 ( ,i =! ,1 d

ii,т, > п rirr,, - /rr,,, 1 -{:!_!(ч )- fl с,)

ril+ / п'! - 1l 
,=а+-,! 

/

_

!
/

')

{ z
!-"! ,9 ,1

пользуя соотношение /Т6/, получаем шепочку }lopaBeнcTB
к- ,1 к-,| а rL

d

't' 
!&(^)) - )il:(K-4)1

i.:?/

Рассмотриtl точки
/h\:е'-/ о, Е'О' , удовлетворяюшие услэвияi,'

теорешы I. 0чевилно t riтoследствия 2
к-,|

.}rfrl= Е' 
''=n

пý,а
,/'=К*,/

а спрsведливость соотношениiz /5/ 1/6/ следует из неравенств /?7/.
Такиу образош, в силу еледствия 2 теореиы I, точка а булет

6 -оптимальныц F/ешениеш эадачи /2О,/, /2Т/,/2-5/, а соответст-
вуюцее € -оптиuальное значение целевой ,Ьункции равно

К- 4 к-7 rL fu

Frcct : Z {) ra,; ) + |:(,.1 - Z.;- 2 о,:t2 ;гс|l, t>_Bt" ,=оО 0 'К i=.| У ,,-к+.| d j-x+l|/ !

.Цля определения трудоешкости решения задачи /2О/ r/2:/ r/?5/

к-4
э,l+, 4 -Z r,о 

'-о 

d

0. Е. Гвозпев



осталось найти количество точек Х r в которых достаточно вы-
ЧИСлИТь d)ункцию фСПl . Это MolK[o слелать при поlrоци нераЕенст-

ва /I.5/. очевuпrо, oro{:i:{.frt'5i 6r=ryК-.fr1 мохно оце-

нить цепочкой неравеястэ /??/, где аргууент 4,. принимеет только
целые значения в сегr.енте ЕOrаr7 , У*оr 

О 
,*" определяется

*а* 
{,nc,z= 411. ., =ff',or{'-/, Следовательно, на ПОлуtlение

t -опr"ча'пьного решения залачи /2о/, /2r/,/25/ потребуется
oftL,(hrl), / =rпаЕ{ЁП,п,Д, /._о*\

сперацилЧ.

об одном алгоDи тllэ с оценкаraи 25

ý 6. О точноl, решении задачи /2О/,/2Т/,/25/

Локажем, что точвое решение задач}r /2О/, /2I/, /25/ uоя.но
получить, используя теорецу З. Jlля этого необходиrrо убедrrться в

справедливости неравенства /t8/ u найти величину d, . Это поз-
воляет слелать

Л е м м а ( Гросс ЕЬ]). Вектор {ai, oi, .,., ПЁ ) являет-
ся оптимальнь!u решениеu эадачи /2О/,/2I/,/2>/, если и только
если имеет место неравенство

т,т Гt r*r') - t ч',lD>-&хГ/,rzrr+lr{. rriЛ , /2о/

"о" У' {i t 
nr, а| .

Очевидно, что лешша f!оссе справедливе для любого знаqения
правой qасти ограничения /2Т/ эадачи /2O/,/2I/,/25/, е uэ /2I/,
/?5/ следует равенство
лентности li'oxec'Ba S,|

lt= !;-, +l для любого класса эквива-
. Следовательноr для кахдого класса эк-

rrzLп.
,I1 = 0,,/,.
ZJ - 0,/,

вивалентности существ5rет Функчия /, такая, что Е=€,_, +{Crr+ll-
-{,ra;l ; кроче того, из неравенстьа /29/ полуqеец

{rr;+о -{;(с1 )>z {r*n(rt*r+/)- /;+l(r;rt)
Теш самым справецливость неравенства /I8/ лля задачш /?-О/,/2I/.,
/25/ установлена.

Оцениu снизJr величину ф Пусть

rT-LLrL P}.rar,rr,l ,
,/<i,7'< rL

где

,а;'I
,оr'-'

pi' *,, е/, ) е Uo rnr, *i ) Р, (aL.,.1,, о),

р2. 
( а;, */, ) = {; е; м ) - f;ca, ) - ( 

{j @l +l ) - /, ( ai D .

а

Основываясь на Беравенстве /29/, нетрудно покеэать, что f-'n



26 Е

Такиш образоll, для получения точного решения задачи /?О/, /2Т/,
/25/ мох.ет быть применена теорема Э.

3 а ш е ч а н и е. Jiлл локаэательства HeDaBellcTBa /iе/ я
оценки сниз.у величины d/ не обязательно применять леra}.rу

Гросса. i,loxHo поl(азать, используя схему доказательстве теоре-
мы 3r что получаемое по формуле /26,1 9еuе,ние запачи /2о/, /?I/,,
/25/ является точным при ,Z'- J' < ,Р

)'т в е р х д е н и е. i.,алача /?О/) /?I/, /i'5/ мотет быть

решена эа

rr:0l-пх hyil
операций, ГДе !-оr: |r;

Доказатед,,
ление Функциr ii(Х,)п
вестны величины ,g

€

rпc/,z

',,, =Qy', ,2r/

о. Как уке ,

Сrп lоgrА
льств

достаточно

";

согласн.9
JrClA
l/=L

, ( -)), l = mаz.|1i',f,, А, /-rn, } /?о/

t,э,
отмечелось, на вычис_
2 операций. Если из-

то, по теореме Т.I, достаточно

при 0С/ох,€ {) резличных

значениях параметра ] . ,!iля получения оценки ,/ЗО,/ осталосьcFопределитьвеличины i ч F . Соотношенпе/23/ позволяет

записать f " {rri*r\A','/*o.} . и" неравенств^ f*оо
и теоремы З следует, что в качестве верхней оценки ""n"u""r,f
может быть взята любая ве.чичltна, большая О-| , напримеD , 2f-'
Утверхдение доказано

3 а u е ч а н и е.Если fierlQ=Пl - целочисленно-вогнутая
функция, то задаqа /2О/, /2i/,/25/ может б"ть точно решена мето-
доl,l покоординатного спуска [7] с трудоемкостью 0rПХА ) операций.

выttислить
4

r а) не более чеrr

Описанный выше алгоритм,
координатного спуска при

/?О/ , э,]hйективнее метола по_

ý 7. о0 объеlrе пауяти. необходиr,rой для рецrения задаtl

/2о/-/2?/з /2о/. /?-т/, /2i/

Алгоритu решения эадач /2O/-/22i u /2ф, /?Т/, /?-5/ распа-
дается на последовательность однотипных шагов. Результат преды-

дуцего шаг8 необходим лишь для нахоr(п.ения параметра ,Z r пр!!

Koтopoll на следуюцеч шаге вычисляется знаqение {,ункчиr,

fа(РаD
Д.пя задаси /2-О/-/?2/ нахождение б -оптимального решения

осуЕIествляется по iГорrrуле /Т.I7/, а лля задаtIт /2О/, /)_I/,/?-5/-
по формуле /26/. аоршулой /i.T7/ мохно пользоваться непосrrедст-
венно, а для использования,tормулы _/26/ необхолrrмо прелварите-пь_
но упорядочить велиqинц 2а!_, 1!il . Упорядочение массива

Ql -ol



0б о.цн оц алгоDитriе с оценка!rи 2?

мохно ос.чlчествить без доп

Вычисление |,:J.нкuuu fj
рабоче:Y пашяти t 5] .

Пl " ,ou*e ,,? осушестт}ляет-
rолнительной

Ф(аа)!=
ся по [lетоду золотого сечения. На кахдой итерации вычисляется
аначение +ункции $t9l-tr,Xo|,1=Пb лвr* точ*ах Jl/ " '; . llти
значения нужны лишь для уменьIilенIlя ллины исходного интервала и

в пальнеlЧших расчетах !{е участв}l.;т.
Такиl,t образом, объем пополнительноЙ памяти, необхо,циrrоi для

решения задач /2О/-/2?_/,./2О/,, /2i/, /25/, не превышает объеrrа
исходных данных этих эадач.

ij заклюtlение напоrrним, 1lтo третья часть работы посвяпена
применению описанного вцше подхода для решения задачи целочис-
ленного линейного программирования - обобценной зацачи о ранце.
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