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шАтЕtlАт}ttiЕскою пРOгРАifi{иРOшIlldя. I

С.Е. Гвоэдев

Рассrrатривается приблиrенкrt rетод решенIя некогорого кrасса
аадач хатеуатического прогреraxrровеЕrп. 3а освову прrЕята llдэя пост_

роения по данвоfi задаче вшпуклого програIЕtровАчIя двоlственвоl к

неfi ;; отцсl(ание селповой точки соответствJrDщgfi фуЕкцrr Лагранrа.одва-
ко есrи дJя задач вцrrушого програrarrпровавия рассIогреЕrtе соотвезст_
BytпBl двоlственноfi аалачи поаводяет тоqЕо рошrть rсIодшп} эадачуlто
для аадач невцгryкдого програrчIровеЕшя ато8 Iýrгь не'гаравтlрует поry_
ч€ние точного решения.

Предлагаешrf, алгоритr не rGпоIьэует прохаво.!щх х не тре6lrэт
гладкостх цеrевоf, tffнкцrrr шх огранIченrl эхстр€Iелыоt аадасr I Io_
reT бцть расцространев ве сл5rчеl фвщlrl , эадацнlц Ёа дrGкрgтноI ro_
IecTBe.

В реботе изучаDтся эадачr, ддя Koтoptx lorнo оцеЁrть погр€цЕrость
поrJrчаехого решения, и KoHcTpJrrTrBHo дока8цваDтся оценкх трудо€IкостI
(велrlчrrш паIяти r объеraа вцчlсленrft) полученrtя атого рещенхя.

В первоfi части реботц хэ.rагеется Iстод х рассIатриваDгся эадепI
вцrryшого прогреr.цирования, во Bтopol .r трэтьеl рвссrшрлваЕгся аада-
чи дискDетного програхIировавrя.

aъ

.. -;ефоршшьное описание rетода

Рассrrэтрим две вещественноэначнuе Ф;нкчп" {rt) ч lrФ r 88д8fi_
нце на Inorec'Be 

' 
. 3адача аакJDчается в нахоtденпп a*c'pelryI. од-

ноl хs Httx, в то вреIя как эначевше второfi огренпчено HeKoTopot вели-
чrноi ,1

Iвтеrатическr а9дача loaeт бцть сФорtýrдIровапа следrшiшI обрввоlr:
наfiтr 

Lпаz|
{(r)-\*.;l /l/

прr ограrflченllях

/z/
/э/

f, 
"опо"п""ш 

дЕа чIсrа х = {с,r)
,,"*""r"о ý отобреэrтся не некоторое

lЬrдоt точке

t€ý.

!(э) {ý } ,
с lrнotecтBaэ l l|=r(r) . Таких обра8оl, Есе



подмноrество 12 плоскости yxz:t
Проведеш пряшуD ФУ + ёЕ:С g,а пдосЕ,ости Y Х Z и стаяех переIе-

щать ее параллелБно саrоf, себе до твI пор, пока она ве коснется цно-
IecTBa а . Чтобн огЕскать тоqIil ЕgсаIIя, Ia rrцolecтBo 9 натя-
Her. вшпукл)rD линеfiнlrэ оболgчrry -Q' , опрэделяаfrrэокек совокупность
всевоацоIнцх точек вида ЭцО t гле |)z о' Z?j:n, R' ., &,
- проиавольная riонечная сОtлстеIа TGleE чв,шоrеСтiа О . tIусть О
эаraцкание rrнorecTBa О , а dQ. - IEofecTBo его гранпчtпо( точек,
тогдв d:Q lJdO . Еетр5l.що впдеть, что краftние TGIKи шHotecтBa
О' ( т.е. точки Z€t2' такие, чтоr+,2Z]+(,|-t)Z2при ;tэбш 0<2<l ,

ч,?€ 12' , al #аr) являртся точкаlt{ шоrества J2 ч пря,,ая a?t
t И -С коснется хотя бц одноfi KpaltHef; точки rrHorecTBa /2' .Рас-
сцотрев пряfoе всевоэIопшх напрамениft п точкr,t касания с IEotecTBoI
!2' этпх пряrшх прп параллельнош перешещеЕпп, получшш все гренхчнше

точки llвotecтBв о'
Покаrеч, как rlotllo авалит}rчески получить гранrrчше точtси шHorecт-

ва Q' . 8сно, что расстоянDrе от вачаJtе коордхнет до пряrоfi, являD-

щеf,ся касетеrьпоf, к шrоrеству J2 , акстреIадьно относuтельно расстоя-
виП до другliх пряшх этого ваправлевия, шIещо( общlе точкх с r.BoIecT_
Bol а . Поскольку при Фиксироваrrtщ, о " 

б расстояние от прячоf,
оу*lZ= с до вачала коорд{нат пропорцrоЕапьЕо 4_ , прихолиI к сrе-
.Йпшrей sадаче: наfiти экстреlryri велшqшtп. аУ+6Z-фСаt+фrа,l при усло_
вrи аС ý . ПредполоIиц, что О+ О . ТЪгда поJryчиr. эKBrdBaJteHtпýrD

аадечу: наftти aкcтpelryu {Cal Ь)Хса), где l=ltl , при ограяи-
qенt}t gс S

Текиrr обре8оrr, граничнJгD точку шrоlестве О' rrоtно опrскать, ре-
lдltв BIecTo псходrоfi акстрешальной задачr /l/-/S/ экстреraальвуD sадаry
беэ огршlиченr.я /З/, в целевlrп функцrэ rотороl входiт некоторtй Пере-
reтp - шrоrитель f . Шевяя Iноrитель Л l Iotцo по.цучить Есе гре-
нllчнце точки lHoIecTBa Q'

Очевидно, что оп{сrGав raнolrtтerb Х , Ioltto поrучить точяое ре-
rденrе аадачш /l/-/Э/ лrrщ в елучае совцадевпя соответетв}DЕш гравич-
нцх точек IEotecTB 12 u t2' .В противЕоц случее полJrчаеI приОлt{tеп-
ное реiление rrсхол;оfi аадачиrпрltqеrr велпчшна отклоневrя приблr,п€Ено-

го рещеЕия от точного зевхсrrт от"ствпенп отлиqlrя"lGоlестваО от цно-
tecтBa О'.В ряде сдучаев ато отлич[е удеется ааравее оценить }r теrl
с.dшш поrучхть аFриорнуD оц9вlry п9грещlости прпблпrевного рецеЕия.

В евявr с этиr. Hal| понадобптся понятfе ё -оптrtrrального рецения.
Пусть точка .f является ДопlrстиIоl в эrстреIаrьвоf; эадаче -O.z/Cal .

Под абсолэtЕоl погре!шос?ьD внаqевIя фrвrшовал а {CEl orfr'J*..rr"
реэность l/Cal - F| , где F:пts/(о . ЕслI npn *о. абсо.lтэтвая по-
8редность не превDшает ведичfifu' ё> О , ю {сil наэовеr € -отfгl-
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lrальвцI значенrrеI целевоl Фувкции и обовначиI череэ Frra1 ,а Е
- е -оптиIальнцI решенпеI. Если не будэт оговореЕо противное, то
беs огреничевпя общостr будеr предполегать, что Е€Еается эедача

Введеr некотоFе обоаваsевDrя, полеsFве прш оц9вrе чrrсrе шагов.
ПредполагаеI, что аедача /|/-/S/ ишgр{'реrченшеrнесовп"t'lаrцее с реще_
нпеr. аадачч /l/r/2/, r на Iноtgстве .@' rlоrно вцделить две гренпчнце
тоJчз {gС|),_/СаП п (ПrЕ), /Cбll тgкие , что2сЕ)<А<gсЕ> g

/CEl { |Сб) . В дальнеlдеI.6удеI считать, что начаJtо коордlЕат
,ino"*o"r" Ух3 g9зllял8€т с точкоl C{CElrgCEll */ (uro"o Iошtо до-
биться, прибавrв к целевоl фцlвкчиш еадачu"/I/-/g/ уuсло(-/са>) п

к прввоl п лЕвоl честяI веравенств е /З/-чuсло C-gCEDl
обоэвачrrr

f - {са> - /cdl ; .6 -gсft)-r(аl /ц
3areTtr, что если clдtecтByDт конечЕце экстреlryш задач rli{r,
ч Д!!!Са) , то tосхl ft 

" 
fr цогJrт бвть полученц следrщ{I об_

paBora:

/rа, = glf ф., ; ,Ё):*!yr.l.
В атош сJучае спреведлrсво неравенство

,,,oz{g б l * 7i7 Фr, *f.l> 
з7уr/rол +rа)). /5/

ДеlствlтельЕо, посхоrькJr

g2FqсО +rrф>.{(а )+/ё ) " ф(/rrr+чd) < Усft>+grЕl,

а

то

ffQr.l+!@D-#r(/col +!ёD > {са) +gczl-c/cЕl yaD -
,{rФ - /rЬ +1ё)-!В) - !+ 6>,,zaz {qU\

Вернеrся к расеIотр€сш вадеQt /l/-/Э/. Опrддоr процедуру отцска_
нхя IHolnT ем ,l , прп foтopol рбщ€вЕ эед9qп. д3Х/СО112(*)) бу-

д[т э BeKoTopoI сш.сд9 блrэко r решeвrФ аадаtш /I/-/S/.

?. МгоDитI наIоtдэЕця шозrтэлr l

с
лгорптr рзспдлаgа"я Еа посrедоватэльность qддотхпщ щагов. На

( -,}i шагё ( к- /, tr ,. . ,) прr фrксrроваявоI пераrетре lл речв€тся
эалвqа

f(X*) - поэ({rr) - ,1rlrо>, /6/
> - r/Тоrýlцвмё qrЭ)<А ве нбсйт принцldпи_ального хgрактере. Еслrt

0(Z) = о- .- то вабдо коордliЕат плосiости Yд3 шоано поцестить в
hочзэ|сЕ), 

'd)Ю) 
lгдg '? - Е€rотороэ поrоаIтеrьное чпсло.
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при услови}t

,€ý . /?/
В реэультате редtениs этой эадgчи получаеr. кекJrn-то точку rrnо-

recTBa 12 , коордtнату ео проекцшп вв оси абецисс обовначиI Al*.
Еслrr цg'Еекотороц шаге ,( ицееlr Дk- А , то дJIя эадачrr /I/-/dl
по]ýпIено TotIBoe р€ц€fiп€' то€. #flFr' - ,I^trtrо) - {(nl*) ,

- x,!(rl^) : €(rf,*) - /*А.

В противнош сJryчае п8шеневrrе параIетра l* прошэводrI в эBBIlcи-

r.oc'и от соотЕоще""" Дr* ч Д : еQдl l. /ь, увелпчхваеш, а прI
д ' 

д, соответствевRо JrцевыцаеI е'.о ва Е€когопrD. вел(чхry..А1
введеrr обоаначения:

.р; - (f;)-'аrНхl;, И - (f f'аuфli ,

+

где

,i -tr;*{|lд; д,оl, 1: - 
ry|*lд- 

lr, о\,

при o'o* ""nn' '-rrrОИr-,,|>О) 
-r ""J* s' , то 1r(1: ) полагавт-

ся равнцш 0(ф)
НетрудЕо ваrrетить, что.с уцбныцеЕиеI эееяостп ,&! - ,lr: велп-

чицЁ 4; - l4 Tarce уrеЕы!ается. Кроrе того, при определенвоl

с]ратегиш ивraенеЕия rдrбrителя )^ rrrlеет lecтo

a

Л е ш r а I. Iýсть rrЕоt тели 1к

)*=ФG,рr),
вцqпсляDтся по Форrryле:

/8/

где

I прп К-,|,
,р' /9/

/^-t+.ЛУ(Е Ю l^,non 
К> ,/,

Тогда справедlива оцеЕка дJtя чrrсла пlагов рабо,ш алгорDtтIа

К<|*Цl , /ю/
г.Ф

/ -mаz{t,,4l , !|-rQrf,v!)-7ёr:лГi tr-gr{дl. /tl/

До к а э е т е л ъ с т в о. В cxJty определенпя у|, "./tn: п
соотношениf, /9/ слеryэт спреведливость олвого и8 равевст", /, =рк ,
лпао iu,i -/^, Тогде

}

*h Д\.Д;
_ в прФlвlоI сýпве;

.1* '
1^-С'

l,_l!, еслчАr>А;
-К 

ll*_a, -В EPOT!|BBOI СЦFIа€;

',
)* -

i
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где tr*-|, " )*_е, определяDтся соответственво соотноrденияхи

lr_e, 4 lK_a,+l> l*_e,r/ .'1*i,i ll*_g") l*_e.+t< lK_eiz<...<lK ./l2/
.ЩоrryсФиш, uro Д7* < Д 

_( случаfi Дь' Д раабирается аналогично ) .

PaccrroTpиrr реэЕость ri - ,poi . П" /9/ ц /l2/ uуееу

и -,pri -,р-- rK_a,-(p,_e, +fu- fu -*)-r--r.i
Иэ очевидrого неравенстве bt -< + полJлllц

ифrи-,л"ir-уе'+)"#:* /rc/

Ив /lЗ/ "**;: 
- h!, LзG c,*l -/u: D7 . /l4/

3аrrетиш, что непеосредственно и8 определенuя 1,о! пч* вцтекеет

ИФИl" 2qd -фр_
| +3ф,3р

фМ) .Испольэуя шввестнур lфрryлу ?rП-F' :
, из неревеЕства /l4/ получаеu

ё|r{рi,) . ёgr#r' ), -
|е,rрi) -ИФ"л"' l'*

4 lqrrh + tgrf;yiD \< Фrur+ tr)-< t + lgцt
Леlпа I докавана.
Ив соотвошенпй /IO/, /Il/ слеgtет, что оценка,числа шагов К аа-

" tz. Предполоtиlt, что они иввестнш, причем ф

I. týсть h-- / и !.ноIител" 1х , K2z2, вшчисляDт_

а

Ф

висит от велич!lн ё,|

дтакая, что
Теореlrа

ся по Форlryле

1к

Тогда
точнцх для вшполнения веравенства

l' 2 1*r, если Аr- А> о, 7,=,ff7 ;J,7v
|'iu 

*''*-'', в противвоll случае.
априорная оценка числа mагов К работш аJIгорхтraа,

()": - 1:гt> L| ,

AL-

/в' /

доста_
ицеет вид

/Io'/к= 0(Иt)
Д о к а 8 а т е л ь.с т в о. l(aK следует пэ /В7, работа алго-

ритше распадается на два атепа. На первош атапе в ]ryдтеш сrryчее пара_

шетр 1к увелrчивается до тех пор пока )* 1 {, , ,f" :Iорош/ - велп-
чина рааности 1:, - ): убшвает до тех пор пока )ir4;' t .

На вцполнеЕхе первого и второго этапов потребуетс" ГЦt27 +

+ГЦzrh tШ шагов (череэ Га] оОовначенв целая часть числа О) ,

у
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откуда и получается оцевка ftО]
Далее Halr понадобtлтся испольэоваяие одrого вашlого cBoficTBa

функции 9О> .

| ,Л е ш ш а ?. фнкчия ?(Х,) , введевЕая соотношеЕиаlrrуt /6/ r/?/,
| шонотонно убшвает и Еепрерцвна п[Dп О < ,Х, < О

Д о к е э а т е л ь с т в о. Ив определевия Функцплt fd) сле-
дует r.онотовяое убцвение ее по аргуraеЕту 1, . ДействrrтельЕо, для
лDбого дх> 0

f (х) - Ht( {rr, -Цrrr, з!{/r.)-(t HDricD) = F(l+д2).

Kporre того,

?( Х + д 1 ) - rTlar <' {вуа + д Dn с xl> - / ( 11 
+д l ) - ( 1 +д D, ( 21 *а 1 ) 2z

>. {сr, ) -а +дl )rе12 - 9(.D -д1gв)),
Огспда

у0) - у(1+,а2) < А.Хr(z2). 
/Б/

Следоветельво, функция r(1) Еепрершвна.

лешlа а докаэлtа.

3. Oшrcsцце !еоQlц 8дЕоритша в случае tt ,,ý
Для совпадеЕия греншчЕD( точек шlоrества С u Sl достаточно,

чтобш rrHorecTBo f2 бшло Brrrrymo. }зrr своfiствоl, естественно, обrада-
Dг 8адачt{ вшrrукrого програцrпроваяпя1 то€. 8адачtl, в которьа rшolecт-
во S вцrýIшо, афувlции { " ! вогнутшивцrцушцсоответственво.
одЕако uatellý,I Фупкциr /I/ gедsчп /l/-/S/ цоtет не достигетьея Еа
алеуентЕк llнotecтBa S прш его неэаraкнутост}l. В этош сJrучае /l/ яе-
обходиrrо aaraeнlrтb на

{rn, - )ry п, /
Н.етр5rлво вrrдеть, что опшсаяшrf, ше под(од IolэT бцть испольво_

вав дДя реЕеЕия вадачх /l'/r/Z/r/g/, В процессе его реаJtrsацrх р€Еает_
ся последовательвость эалач !( Х^ ) - 

',ж 
r |Сr> - 2" g rа>> для равлич-

rýrx эЕеченrf, параrэтра 1к . опо"оir""Iого соотнQфвияшr /В/, /S/.

равенстве

у(.Х,-r);rча,(/(11 - 19пт !(э))+€ -|*rj,
где

tron, 'фrfrrь.>, .Р-, - kh .|

_t

t

э

D

t,

d
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об олвоlr алгорптце Э3

В случае э9дач вцrryшого програIIхровеЕия шноtитель lon. носхт

навванше шноtителя Лаграпа, решенхе исходrоfi sадачr сводится к

отцскаяиD седловоfi точкп соответствJшчеfi Фувкцши Лагранrа ц опхра-
ется на иввестЕtrrп Teopelry IýlHe-TaKKepe fI] .

В слtrrчее sаlкЕJrгост" lвш""r"е .ý воsIошость по.ryченпя б -оп-
т}rIального рецения эадачи /l/ /, /2/ r/З/ посредствоr. вцчll9r9Еиl Фвк-
uпu f (1) лиць в некоторЕ вочкаI 1 де€т слёдtщдя

Teoperta 2.Если

f(,x')-9(,L')< с, /16/

то f _оптшrrальное ввачевие tРJrнкциu /l'/ в эадаче /I'/, /Z/r/Э/
r.oteт Фrть по.lryчено по следвqеft борryле:

f сfrl=/сrr+7а,-Цrrffi } /17/

/18/

/19/а

где точки F1 u а, определяDтся ревецстваrrи:

r(.1') : уý( /сЕ) -,{gra>=/ccr)-2!gccr), grr)> А ;

V(l)=luр c/rrt -,{хrс>=/ссrl -Тgcarlt ,(q)<д .

Д о к а э а т е л ь с т в о. НапоrлиI, что по сделаЕЕоlry пред_
полоIеЕиD ЕачаJrо коордхват пдоскостп УХ Z совпадеет с точкоf, Чrа) ,

|СýП , поэтоlry q(r|>>О 
" /rЦ>2 0. fu,лп учесть очевилвое соот_

Jor""n" F( 1| ) = !уý ( 
1Са,> -.Z'nrr> >$ rr) -)'А, то ддя докеватедьства

Teoperц лоететочно проверить веравеЕстве.

fcll> ?(X').+.lA-E /zo/L
п

!(z)< А . /2I/
Ееравенство' /2О/ рr?обьеш ва сдедrшýrD цепочtý, Е€равенств:

у 
( Х' )+,1'А - с < c1ctl + /А,

{ r, + ftд l 
" 
g,*ftр( /rz, l - ?d)),

у ф+rЬ с / с q r: - 9 с -t D < {rq)+( lq ) _ /.4

/zz/

/zg/

-аrrrl
)- 

'r.rl
, /z4/

{rqпr{rq)-/сr)) !(q, -trЁrl / r а*,' Ч -ч l ч!РЪ f сЕ l t zэ t

п дова8еш отдельЕо каIдое пэ этшх веревеветв. Неравевстэо /?2/ следу-
ет Е€rосредствеЕЕо пs Е€раввватва /16/z

у(t')+)'А-€< с7rl')+,{А -(.F{,{)-c1r.l"D7 r(.Х"!+ 1'А .

Доrаrеrr веравеiс,|гв о /29/. Пэ оцределевrя I n l' n соотвоlдевlЛ

/- )
9

}



/rc/, /lg/ ишеем ytl) >. у( )') , тогда

{rr,l - r(fl
,( rl)вшесто

!Gr)
) ,

или, подставляя
ее вцраrение череа {с (с|)

в левJпс часть послелЕего Ееравенстве<7r.X')

c,l -fn

''"#r/cc,2 
-yr,15l-,,

Ушtоrив это неравЪнство на А и пршбавив к правоfi и левоit частяш

f (Х') , поJryчr,rш церавенство /2З/.
Доказательство неравенства /Z4/. Иs соотноrцения /l9/. иIееш

r( I) = fta) - l'grr;> {Crrl-,tr"Ycrrl . нетруляо проверить,

чт о g 14 ) { {r а ) - {r n > < ч @ ) - ! (Qх{G i -{rr2 +.lx rа,л.

иJtи, эеIеЕив - {СqП,lу rr, > ва - F(,1') ,

m\т
0rсэда сле.ryет:

r(1") < {r"r, -r{rсl-{",l t(lll /2в/*l" 
;|rQ) -t(ql

Введеш пары.етр О: O1O<f . YbcrorиB правуD и левJrD частп нера-
венстве /26/ на ( / - а) и сгруппировав членц, поJгучrtш;

f(,h + d с/ rс, )- уrl5 < {c.ql -(rzr)-/rq r' ffi r rv
В си;ry нервенства ./I8l, |rq> А . TaK.иrr обраэоrr, сJrцествует пе-
рauетр ot,(0<a<l) n"*oi, что $(Х1) L l . Следоват€льно1 Е€-

равевство /2?/ r'orgo записать в виде:

t( п * tb r{ rq ьсус s5l < fc с, l -с/сr, ) -{ч)) ,rc)-А
,а@,

Иэ 9авенства

{сэ, > - с /сz, l - {rrр ffi ,= /rа, Ж /r Чl - 7' Чrrffi ,

проверка которого осJпцествляется Еепосредственно пршведениеч подобrпrх
членов, поJIучеец Беравенство /24/.

3ашетиrr, что при докаэетельстве веравенств /22/-/24/ cвoftcтBo вц-
пушости rРнкпиt {ra' и !@) не испольауется, а для доказательст-
ва неравевстэ /2l/, /25/ достаточно воспольаоваться непосредствевно
оцDедеrевrеrl вцryшости и вогнутсстtl фlнкпиП lcal ,n 

{, 
а ) . TaKrirr

обраэоч, ЕеравеЕстве /2О/-/25/, а следоввтельно, и Teoper.a а докаэщщ.

о

Ф

1



t

d

l с л е д с т в и е I. На основании леriшil 2 о непрещвности

|Фv"*ч"п ,|i1) следуетr, что описаннцr под(одоr. raotнo рецить ае-

l о"r.у /l' /, /z/, /З/ с .шбоft наперед ааданноfi точвостьD.l В y"norn" теорецц ? аначения функчиfi {С1') ,lt <7(Х') долtнв
бцть вшчисленц точно. .[,оrryстиш теперь, что эадачи, огределяещ,е /lB/,
/Т9/, речэллтся приблиrеrrЕо с точвостьD до Ч-* € , т.е. .|()')-
- 9е"ф) 4 Еr, r(X') -'rй(х')< q ш чтО fg{Il ч frr(I")

свяваЕЕ соотвошецпеI

l yr,rh - 95,(X'll . *е. /zs/

1 Следс TBrre 2. Теореrа2остаетсяв сшле, есrинеравенст-

Ро /rc/ ааlrенить веравевствоу,/28/, а Функцпи УС1!) ч Y(X') - соот_

Ретственно функцияши Чеr(1!1 u <1rr(1\

Деfiствительно, справедлпвость этого Jrтверl,девlrя сде.ryет пэ нера-
венства

Еra, >- fe4(x') +tr'Д -2€, ,

ПРОВеРКа КОТОРОГО ОСУЩеСТВrЯеТСЯ ПО ТОл I€ СХеIе, ЧТО Х ДОКа8аТеJIЬСТ-

во неравенства /2О/.
На ocBoB8rrиx следствця z, в частности, Iotнo Еячодttть .ё -опти_

llальное рещенltе эалвчи /|'/, /Z/, /З/ gрu неsацкЕJrгости !.Horeer"a ý .

В aTorr слJrtIае в каqестве О1 ( q.) шоrет бшть ваяте лэбая точче иа

S , такая что {r.,,l -Л?rПr> (/rcrl -,19rzr> отличается от

' Пусть uHoIecTBo У аалачи /l' /, /Ь/, /З/ еgлаяо сrстешоf, ограни-
чениfi вида !;(r)1 Д, , i - /П , тогда дJrя вцчпсления эна-

чевиfi {еr{1') u g2rС)О) Iottto, в cBoD очередь, Ерхrrенить следст-
впе 2 тефешl а п т.д.' В реаультате вехоlдевие fer1.') ч Уrr(Х,') еве_
дется к решевш) конечноit последоветельности эадач Ьтчсквния беауслоЕ_

ього акстреч/riа lWнкции /r*l - ll;ПrrО с точность,. о" fu.
И хотя длина этой последовательЕо"# Оr"rро раетет с увеличением числ8
ограничеsиfi ..ftа, , зА.lача беэусловноl rсаксишrэации счень често окаацва-
ется значительно легче, чеI задаqа ва r.аксиtryI при наличии ограяиче_
ний.

3 а ш е ч а н il е. В доквветеrьстве теорецц 2 испо;ьэуется сво:1_
ство вц::уклости rвorecтBa ý : если точки tr| ч 2z принадле:iат

. 
j,"i,';,";:::":;:::":"ffil*:;:""'ЁX;:""-' j]-

' 

r.orнo ослебить, поскольку ./, ч Zz - не лэбце точки ,"or.""i" ý ,

а лшIь точки, удовлетворяrлчiе соогвоЕенияч /|8/t /l9/. Воrcе того,

ý

i



докеватеrьство теореш 2 вес]rществеЕво ивIеЕптся, если

Ео наlдется Totlкa z€s такая, qто

1 -r@)
{czl > {cB,l +с {са,> - (rч>

trQ)-tczs
п 0G)4А
то"д{ {rr' шоIllо вэять в качестве € -оптиIаJrьного аначения

цеJЕвоf, функцпш исходноfi экстрешаJtьвоfi вадачи.
}lэ Teopercr ? сле.цует, что критериеr. оконtlаяхя ребопr алгоФит-

r.e в сJryqее а!--а r.oreт сJý,:п,tть верJпцеЕие веревенств"r1сl),У)')>t,
а Д -оптишаJtьное решение шоfет бцть поJrучево по Форrryле /I?/.Оце-
виш число lпагов, необходишое дJrя вцполнения EepaBeBcTBs /16/.C отоft

цельD вцчt{слиц вел}rч}rнц Ц л t, , предполоtttв, чi,о .Я л 0 ,

оЕределяеrдrе соотцошенuеч /4/, конеqнц.
В соотвеестrхц с принятцraи доrýпценпяЕ{ иIееч

e/S

" yrib/rfr1-1jcfl>- o-1o - о.,_i ,топрtt'r-/58.!Ь
у {i>-{rZ>igra )-{ - iб

Очевилдо, qто еслIit I >.1'2 l
па /l5/

_чаеш Ц

пареIетр

ЗВеРц, числоlt

,

сле.ryет
о,т

еправедливость ЕеревеЕства /16/. Tawtl обраэоI, полу-

-

rry начаJо координат плоскости
F

IfocTb Х-Т , тогда

д;rя лбого полоtптель"ого ,l r поскоiь-
Yx Z совпадает с точкой qФ /r8> .

|ф)-жr{со-f,gсg))- k*rf л(Е,))- 0.

В си;цr еоdтвошенш, f'. Ь > I х IоЕOгоЕвого убшваяrя

rlчнкцrшс 9(Х' шIееш ffr'> < F , е ввачхт, gr*->< Д .Такпl
обравоr, коордrЕате проекции ва ось абсцпсс точвr квсrЕшя пряrоl

ф-, - ,ft(а)+Уф) сщоrествоr. а Iевьше Д.Поатоrry

Зашетич, что rrD> 0

окоirчетельно ишееш:

to:{, ёr-# /zs/
На основеrrии Teopelfl I и неравевства /Z9/ по,ryчаеI следЕщrD оцевtч
числа rцагов К :

к<O(Цt), t--or{t,il. /ю/

Огrrетпш, что'щраtеаце /Ф/t в когороI € вачесево," tC,
I

}

,



3

raoteт использоваться для оцеЕЕх чlсла шагов при вttчисленпи ФJвкцпl

|CI) п yCI) с точностьD до €l
ДеdtствительЕо, и8 следствшя 2 теорешr 2 поrryчаеш, что критери-

еI окончания работш алгоритIа loreт cJýrrxтb нерJпдение неравенстве

(lgr(X') - hа')> 2й_ . очевшдrо,rr_о !":!)> qerOtl>-9(Х)-q,
сле.tовательно, пряrая {rО -,lпСа) + EqCI) леrаftая вв плоскости

YxТ , ааliЕDчева шеIдr пряшrши {r,xl - tgс*l+rq) " k.")-
-1grqаq111-€r). Кроше того }ta неравенств а уr.D-g',l') -< Et получа-

""i{bdl - rE,(I)l<2q , текпш обравоrr, соотводение /l5/ поэволя-
ет эаЙсат" l; < t . Нетрулао проверить так]е, что ёr<й .

IýcTb €4 Iало по среввепrm с r{ , тогда, еслп вцесто Еуакuuч !(Х)
paccIaTpDtBBTb Фшщип fer|l1 , то при эецене Е Hs €., соотяоше-

аае /Ф/ дает оценку числЬ пtагов для поJýIчевия ё -оптtIального
ввачевrя rмкции /t / в аадече /l' /, /2/, /э/.

Остевовпrrcя не одноI частЕоr шассе эедач вшпуrцого програхIиро_
вавия - эадечФ( линеf,ного прогреIшtровевия /ltV. В эадаче ЛП lfurвкчиr

frО п !(П ливеfiш, а rBore"TBo ý Iногограцво. Теоретическея
оценка трудоеIЕостrr решевия аадаtl: ЛП сrlшплекс-IетодоI Еа] составляет
ЙftХrП) Х Cr ) операциf, ( слоrевие, сравненпе) прr пешяти 0r.r}l

яч€€ко С!ществуrrт вадачи, ва которцх эта оцеЕка достшгается. 0ддеко,
кац покаsцвает Еакопленнцf, опцт, для решения эалеч ЛП, построеЕнrп ве
псtýrсстЕеЕlо, е вв]вц rrр речьЕостх, glлgл9 операци[ в средвеrr состав-
длет, 0((пхrп)хmаz \П,rп|l f3, стр.558] . Ташrr обраэоч,для
больш,tнствi практпческпх sадач 8аэrrс}rrlость числа операцсf, ог числе
переIеЕвцх квадратшчвая.

Рассrотрчr эаде\у ЛП в сrrrетрrчвоl ш,адовхческоl Фор.е с огреви_
чпсеа9.,)-lj,

!;rлt=Рау$-<l;, i-Й,
ý-{" =(at ,,.. ,6п)/ri * э -. С; , j-П\

ваiтш такtrе, пр! которlll

чэвщ п9реIевЕlIх: среЕ веогршщатеrьЕItх вецествевЕlх
уловrетэорящо( сшстеIе ЕёравеЕств:

п

{, $*l
< 1nQ/

/эl/

/зz/

/зз/
1 tra

Предполагается, что lцolecтBo доrryстшlлlх ре;ленi:it эадечи /Эl/-/ЗЗ/
неrrусто. Покаlеч, что при увеrхчевrrl .чrdсла пере!rеннцх прх!деЕен!:е спи_
савного под(ода деет воэrrоlвость поJryqить ё = ео -опти!rельное .De-

шевIе aToil эадаси с трудоеIкостьD 0(П') операцll, где
}

п
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hrrl€п* 0, iorn
о iп22

т - 0.

J

t
/а/

rLa lL+a?

Прr этош порядок требуемоfi па!lяти тот ае, что и дJIя хранения исход-
нц деянцх эадачи. Ниrе будут испольэованц йетодология и понятия,
строгое определение которцх содерrится в работе fа] .

Дтя удобства приценения поJryченЕшх вýще соотношениlt догryстиц,

tlTo {СО > 0 ч /r,(r)> 0, i=/, пt . Как бшло отшечено ра-
вее, атII общость ве ограничивается, т.е. описаннцй подсод r.oleT
бцть соответствеЕно rодифицироваfi дrtя случая невыполвения этого до_
rý/цеЕrяs Пусть число переr.енrrцх задачи /Sl/-/ЭЭ/ равно rL (П>-3) п

велхtlпЕц ou, Д, , ', , { , /j l являDпDt€ся исходЕшrоt данrшrда этоfi
аадеqх, распределенц Beкoтopшrr образоrr в соответств}гDOlrх пятервмаJ(;Ал
( оrrа, )' ( оa4,;a2), (р,'k\ (f,|.f2), r7,n.l).

как бцло отцечено в следствии 2 теорешl 2, отшскание б -опти_
ll8rьногоtрешевlя аадаtlи /зl/-/з3/ toltlo свести к решевиD последова-
тельвостп ацдеч

rfl

i4L''l d /35/

прх векотрр!Е веборех tr, , ,lrn . Очевидво, что Totlвoe реще-
Hle эrлаtш /35/ roreT бшть по4у,чено следrnщ{ц обраэош:

,1*) - ffirr, ,2''/.lri '

П ft' /t lL

";Э 9 ", Ъ1,4,Эаr/ 1 )1, 
iЭа,l 1 ) tэвt

,k/*' d

Череа

f(1,,

Ч,0,

a

'J
СледовательЕо, для подJrчевrя атого рещенхя потребуется

рацrl.
0(пхrп) опе-

Оценпц чIсло реаrпчЕцх неборов 1 ,Q , . .. , lrn)' , при Koтoptж

достатосво вцчисrlrть ввачевпя Фувкциш /З5/. ltyci" tl, , i: f,;,
- число раалrчrftп эпачениl , котоFе r.oleт принхIgть , -я кошtовевта
вектора ( 11, . ,l*) . Чтобш оценить а, , рассIотриш функцип

р(h, 1n'*1 , --. , l*) , cooTBeTcTByDщrD решев}tD аадачи

{(7i ,1r*l, ,'-'-rЧ;q
аslа
=|

Onjr, 
" 

jn , ./u-4 i- |
;

/
обозначиш величrнц, определrеraце соотноtrенпяш, /4/,

/5/ прпuепительно к эадаче /З6/. Очевrrдно, что



(

q
rL

l;, : r77aa 4Оrэ -1 огтtаr

д 2 r,rrnj,Ll.n-, i:Э:N',

,4 
o"r "l" lr,,,.l--.tT f 4 s < r'

rL

29,r, )(t +

=f

i=|

ýlэ, onl r, <n 'dr 4l, .

Учитtrвая /Z9/, плееч

rl

€.: 
tr{!r:l,' Ё П -,?j,Ё Ч ? ;/ф, э #, /,,Э u

оЭо"r.r<ф,:-Ф _ п п

f,)-.,

t

a.

,l

-< 
( гТ7Сtl
,i, q. Oо ,
| 1s' -< п,

Шэ слелств;я е теореш ? сле.ryет, что лля поrýrчеЕrя € -опти-
lrмьЕого реЕепиъаалдqr /S\/-/SS/ достаточЕо эаддчу /36/ perд':Tb с Tou-
BocTbD до зй7 . Восподьэовавшlсь соотвошеЕхеu /Ю/, оцених

0i , 0, -Йсл-irDх!оgl ) l где t -rф|п,оr,рr,й,r4r-О'|
Еtrчrсдrв авадогхrlЕцr обравоr "."Q.ri-lOr, на|деlr верхнDD оценку .fло

чlrсrа раэliичrшк ваборов ( Х|,,12, .., I.n )' rГJq <.rт' /oy^l
Отсрда, так как трудоешкость рещения эвдачи /35/ ссстав,:яе: 0 ( П Х m)
операциft, слеý,ет, что ддя на-чоlценilя ё -спгицеJьнсгс э9ше.;:,ч з9;е-
чu /3l/ -/З3,/ дсстаточно вцFолви?ь

,t : с ( п- х (rlz?сrп-/)! фr/:tl, ! : .пахli'. о,l,F.r;r4)-'|,,эz,

операшrft.



Иэучrr поведевхе оцевкI /З?/ лрп r|.- оо

4, | ,n свяваяц соФгвощеЕIеу ёо , Zo= &о
д9кс rL энпеу ознечеет 8авrспшость ведичин от

rогда еслп

*о1

где Ьr, С,

Чr.+ /2С, /.1 2(Q?">'-o

- ковстшtтц, оцеЕку /3?/ лозо предстевить в впде

К.-0(п- xdr.).

. tSсть велхчiпш

; здесь и даJtее rrн_

п
f

/ý/

/са/

€о =!,
о:

, тоrлд

пэ
. Такпч обрааоI, соотЕощ9вlя

a

Деlствrтельно, }tэ цепочкr ЕеревеЕств
?*i r. -пЧ-о - Ф*?, Чr-iсrtzо- /),| )

I соотвоше нпft /ý/ шееI ,пi rrпп-D|-< сrёо n Ф^"/о -< QLo
Подстgвrrв атп ыrраlвния в /З7/ , поlryчuу /ý/.

0ледоветельЕо, есrr dft прп rL-Ф воэрастеет п есrп

trr? * -о , то для чtiсла операцrl спрев€ддIво соФгЕоцIэrluе /В4/.
п+Ф
Покаlеr, что прп aToI loteт бцть поJrучепа еспштогхческая точвость

решевпяо .ltдя простопr огравичпuся cý.чael €r- /. - |q dп-lЕ.
Соотноrцевче /38/ опредеrяет цаксиIальцrD "сrорость роста" с увеrиче_
нпеу fL величиЕ, Jtчаствущrх в определевrl t , п9п KoTopott справед-
лuэо /З9/ l .[пя оrцlедеrеЕIя qy пdдошr Cl= Сz = / , тогда чв /ý/
uotяo 8еписать .l

(Б)@- -|

-,ф u

, поýFrш

lirTt €п - 9
lL-Ф

ео--(

a

Обоавеччв 0n :^lф"
ё* = ( ,(zea)yl . Легко в!дегь, qто еслх hОа-п - 65l- l

то hra 0оп,ф
/ф/ локаваЕц поляостьD.

Покя-еrrl что объеr rtаIятl, вэобходrfi ддя реsлrалlхt oEIcaEBo_
го под(ода, будет того 8е порялкаr qто l паIять, lспольsJrеIая лдя эа-
пхси исходЕrх давншх аадаqи /Sl/-/8/.

Деftствлrтельно, если каrдоfi кошrовевте l; вектора ( Xlr.,. ,Ал)
::риписать набор i= t'4, ...Ф;), соогветствJЕпгt 5*1
-оптиуаrьноtry решеншD sадачи /ý/, то в пеIятlt, поIцIо чцсе.;0., L'=,|7,
достеточно xPaHg|Tb не более оддого вектора ( L, .. , 1-) с соЬветст-
вJrDпоlци erry наборrп t Э/, .. ,а^), поскоrьlýl реЕеЕие исходвоfi зада-
ч1,1 осJrцествrя€тся гYTert посrедоватеlьЕого рещвrл Sадач /э5/.

а

J

п



1
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3 а ш е ч а Е и е. Нетрушrо видеть, что если *о"""r"о S эа-

мчu /ЗI/-/33/ вшпушо, но не IoIeT бшть эаJrаrlо конечноrt системоlt

лrнеfirrпх неравенств и эедеча /ЗZ/,/ЗЗ/ цоrет бшть эgфективБо реше!rа
( непришер, анаJtитически ) , то описанншft псл(од прuцениш u мя реше-
ния текоfi эадачи.

В вашпчвние расецотриr. частщfi с.цучаfi аадачи ЛП. Iýсть систе-
Ia Ееравенств /Зl/ вшDчает весколъко огреничениЛ, е условпе /32/
иIеет вl{д.

S - {а/ В, * В\, /gz| /
где б - lr.rpnr,., . l - ""*rор 

столбец. Предполоrиш, что r.aтpll-
це Ь uuеет HeKoTopyD спецйФrrtry, которая поэволяет решать,sадачу
/Э2/, /ЗS/ более эфективво, неtели классическиfi спrrплекс-шетод. Ти_
пичнЕllи приrrерахи вадеч ДI, шатршца ограничениfi б которх ишеет

специеJtьшlt вид, являDтся транспортная эадача и вадече о 'псrгоке в се_
тях. К настояцеrry Bperaeнtr раэработлl целIit ряд цотодов, учитцвацЕ/tх
реэличнуD специФицу r.атрицц 

' 
ГЭ]. Однако аачастуl} добевление

ограниченltft /SI/ к условшD /ЭZ'/ пDиводит к Ееобходиrrостп использо-
вать Br.ecтo удобвого специаJIt(вированного Iетода сишпл€кс_llетод в об_

цеI виде. Описанншfi под(од деет воэrlоrность получить € -оптпrrаль-
ное решение sадечи /зl/,/S2'/ r/gэ/, определенное число раз рещив за_
дач /э2'/, /эg/.

Огшетшш, что ряд авторов ве прхlrере тренспоргноtt эадачи прелла-
гаJп испольвоветь описенrпrl 8цше под(од для рещбния эадач ЛП с допол-
нптеrьвrrш линеlкrl огревlrчоЕиеrr. Тек, в рвботе [6J предлагалась стра-
т€гпя иаI€Еевия цноtит€ля 1 , основвнная на параIетршческоц под(о-
де, прI KoTopol гарантхровадось подученке точного рещенI€ эадечи /3Il
/g2'/, /ЗВ/ лпао устанавлшвалось, что систеIа ограниченrrП /Ы/r/St/
протшворечива. одrако чхсло шагов прtl этоra шогло иr.еть порядок чис-
ла, верщ,tв r.ногограннпке, определяеIого условиеш /З2'/. В работе [?]
вшесто rrно8ителя Х рассчетриваJlось o'HotttэHиe .i'=o и рецение

| -2-
SаДаЧlt ПРОИЭВОдiлось итеративно при равличнцх анечениях пареrетра l' .

0цевка ч}rсле птершцfi для поryченшя J -оптиrrапьного решенпяlвцв€-
дэнна, в Е?] , того te порядке, что и оценка /3Оl.

3а ценнце эеIечения, сдэланнце при просrlотре рукописи статьиrав-
тор вшраlзsет иcKpeBHDD благодарность Э.Х.Гичадп.

Поступила з редj- иэд.отдел

II янвеу.r 1977 г.
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