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псtочЕ,lнд,я шIрлв,IяшOсть линЙнцх гивр}lдlьD( Еиствl
Д.А.ДtrtIJIОВ /Ев.lcy/

Иссле.ryется эадаче поточечноfi упревляешости систец, состояцplх
иэ совокупности диФФеренциально-раэностнrrх и рввностЕцх уревчениf, .

Получешr необходиlле и достаточнце условия поточечноfi упревляеtaости.
I. О п р е д е л е н tr я. Рассшотршrr линеfiнlrш гибриднlm систешу:

g(t) - lyctl +А, z/{) + ,4rусt-h)+ lgzrl-h)+Quсёl,

у(t) =ВуG -lt )+6rа(t)+ Вrz(t-il+Сur/l, 7 б Г-|о,lr1 /l/

/2/

с нечельнцraи условияllи:
4о(.) -
у. 

(,) _ t.rr, - 2о(т)1 - lz< tr< о, zrD--\\,
{усГl - уо(il, - h< г. о} .

t
3десь а, ! ч 7| - П , По ц'? -лrерные векторц соответствеЕяо, ,| ,

lr ( i-f'Z,52 , Со , 8 , 61(j-4D, С- постояннше матрицш соотв€т-
cTByDiIOlx p".u"p"o"r"r,, aoTf i yrCtl , ТС [h,O) куеочно-непре-
рIвше функции.

tРсть а; ( i-Ore) - некоторая Фиксированная последовэтельность
чисел, удовлетворяDцих неравенстваш

0=*<d,|<....de , tr-d|r 0. /Э/
Гибриднlrэ систеrry упрамения /I/ назовеl t(9) _:Iоточечно управ_

ляеrrоil по набору а;( ЬOr€) на отреаке ( O,tl -, ecJlп лпя лпбц:( на_
чальнrrх условиl'вuде /2/ u lL (По) -мерншх векторов C,;(d;) (i=0,|)
суцествует кусочно-непрершвное упревление Util , teT , такое, чтэ
соответствуDIцая атrrl начаJtьнцш услсвияu и упралвлениD траекторtlя a(D.
-t,(t, ао(.). уос), a(D {уСtS - уft,4(). 7о(),ао)}lrТ-_rоо"п"r-

воряет усJIовияll r(t|- а|)--Со , 7 7(t/- oi) =dr) С t-qt ).
Сл:стеша /l/ неguьеется a(У) -Йоточечво управщlой, если она

Ф(у)-поточечно упрfЕляеllа по bcerr набораrr *r(i-O,t) , удовлэтворя-
r.,;!g:1.1 нердЕенстваш,/3/.

Г',,lбрилная систеца управления /I,/ нваrrвается поточечно упревляе-
Mcii ; i;эсору *; Сi=ГJl на отреаке ( 0, t) l _€сли для лпбшх начшь_
НЦХ YCJIOBIIR видъ /2/ п векторов С; , 4', Сl€,Ро ,,!rРоrс i-ф),
существует тусочно_непрерцвное управленхе 1l(ё) , te l , текое, что
соответствушlая этrll нечальнцц условияll и управлениD траеrторuя а(ё)-

= -t ( t, zо (.), !о(,), оr:1), !(_t ) = у(t, gо(,), 
|о(,,),,а 

(!, ё сТ,
удовrетворяет 1rcitoBlяiy а(l,г aL. ) - q:, 1 (tr- a;\-d, ( i-./,t). Здесь

Рк - к-Iерно€ евхлrлово npo"rp"""6Bo ( К- ПrhS,



Систеша /I,/ наэшвается поточ9чно управляехоfi EI ] , еслш она

поточечно }пров;,tяема по все!{ rlабораrr d"i ( L- 0, l ) , удовлетворяDlIшr.
вер9венствау /З/.

2. ОпDеделярщАя gиcTerra уDаввеншfi гибDидrоf, систеrдд управления

получается лутеш иепольэования соответствпfi f8r314] :

1(t) *lrcl>, z,(t - h)-)(K(l -h), i(ё)-Хк+|G),

усt) _YrсJ), уrl - hl-Y, р - h), acl>-Q сэ> z

X**nct ) - AYr с l )+Дп Х*с l >+ АrY*с rh l+ ДrХrс l - h)+Со\ сэ>,

Yr cl> : BYrc,э-hl+6rl*cll+8rX*cl- /ъ>+С (/^а);

Начальные условия аяладиш соотноценияцtt:

Qrоl :E.l i Qслl=о""(4фо) ; U*cl)=0"n, Хо(4)=О,rъ,

(-о1,!1ф, *-y'l 2,.,.); I;cl)=?nt,
Yrсll = 0ооо (-а<!1 0, i -0,|,..,),

Еr- ОХ 7 -мерная единичная ltетрпца, 0i - i rj -r.ернея нуле-
матрица.
lta систеlдt /4/,/5/ rryтеч последовательвtJх вцчисленrd получаеш

:е форlryлш для определеншя членов последовательвостш

/4/

/5/

a

где
вея

общи

Xrrrc,l l = iou
ýlа

ц(4- qh),

qц 6r*Р,лrцч -ý i Ъ l,

К-,0,

{6/

К=о

K=f, /7/

i|rr, к ='Z,з,

l аПСЛО rt'L

lС+q,

K-1,2,
L*aKч, 1+

(-l )ук

?6Псцсr-iоh),
сс

2 кr"Рr,Цс o-(io + il>h),
ЬhR

,F,!"П,,, 
е,л_,оо ulo :F,

3десь сишол 2 оаначает с]поýr Z Z
"lF.., f ёф р

определяется соотнощенпвI t, € (rаh rСrтt+,

rfl
ý|а

л:/)h7,

а * ГДб +lr7 8t-| С, 4-,4Ц* Д|, а|= ДКr+ Аrко + lr,
6; : ДКi+ДrКr_l , Ц-Вr, к*-|rulввr*аr7

( i - 2,rП. i *,j- /,rа ).
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3. Критерии поточечЕой управляешости. Ниrе предполагаетсяrчто
tп<{rп +!,), IL . поп d, Gп+./) h
ет увеличить на единицу.

Т е о р е ш а I. Систеuа /l/
бору d,i ( L-TD не отрезке (o,t)

Х**о {l - а,r)

р: Ь7

В -\oh+

ВО ВСеХ КРИТеРИЯХ ЧИСЛО tП- СЛеpf-

Z - поточечно управляеше по на_
тогда и только тогда, когда

хапк ц - р, rzбГп+/Р , а€ё - п(f+ !) ,

где nj,L-07-, j-T(J
дr*' K-0,/,,.,t
P,0,1,,.. )

сиraволоri

обоэначена цатрица

tлпl

Аоо

дrо

до*

lr*
Теореша ?.Систеus/I/

бору о4и ( i:O}l на отрезке (О, tJ
(у,со-ао).

,Loпk { ^ l

Ip-ol

7 - Ilоточечно управляемg по не_
тогда и только тогда, когда

Теорема 3. Систеlrа /|/ l,отсчечно управляеше по наборуос1
с: :07) на отреаке ( Orl) тогда и только тогда когда

К = О , п(г?ъ+,| ), Jc ё - о,с?+/ ).

п)(t +/),

Х* { l -аr)€ pf i) ,

Y, {l - *r) , к- @f , aсёо , io-{ra
Р = 4ё

где €{о|' io) - харавтершстическая функчия
,l , i, -0 ,

0, io *0;
число t пшеет тот re сшtсл, что в Форlryте /7/, dо-

Иrеэт цесто следствия:
С л еодс т в и е l. Спстеuа/|/ 

' - поточечноуправляецава
тогда и Toibko тогда, когда j

4
-рh),

€ру(й) -

{ari,h; io-o7\.

отреэке ( О, t)
.[ Х**, ( о

lдJl.к {l-
|p-O,q; ?-lt1

, К - 0, rl,(rta+ !)-1 , '€
- п(?+! ),



С л е д с т в и е 2. Сцстеuа /|/ у - rJоточечrrо управляе}iа
( 0, ёlJ тогда и только тогде, когдена отреаке

п,rк[
t

следствие з.
реэке ( 0,t!7 тогда и только тогда, когда

,iд,flк

fFrtr,гlF(q,г+h)
I Frtr, r+ h)

F(Q,T+ rпh)

QlL,d=

F( tr, Г lrпlъ)

0

11 - Q,7l,(rTt+l) , асТ :п,tr!9+а).

/l/ лоточечно управляеrrа на от-

+п.Y1+!)

Ук r,l-ph),

р-Г,Сl. i ?r- l+1
Систеша

t

I

4.П р и д о r е н и е. Справедливость утверrдения теорешl I-3,
докаацвается путеш сведения исходrоft эадачи к проблеше rroMeHToB, ре-
шениеш ее и представлениеш неявного критерия поточечноfi управляеraос-
ти, полученного как рещение проблеlш шоментов, череа решенхя опре.Е-
ляэщеft систеш уравнениfi /4/ r/5/. Поэтошу огрцlичиriся приведениеI

докаэательстча одной иа Teoperr I-3, напришер теореьш 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. фнкция Y(t), tеГ, участвJrD-

щ9я в систеше /|/, определяется ФrоRwлоfi [З] ,

!(ё) =) Тicucd- ih) * t ýoct,i)HG)dt +

Lo

+5(со(),у,(-), l/,(о),ё), dсТ, /В/

"Ч , (ц(,), 
у.,r.r, ц(d, ё) = jО(zо(.),уо(.),rr- 

*frrёц2усL)ЬiСа(о),

::,::,,r"J!,',-Ёii:}:l]ýi"Ё7i,:}i2т;i;;r"1,"",""начаJrь-

ry = -ТF(l,о +iDЪi; Frt.ьФ-Б,F(ё,т)-0-., L, t.

Сделееш аашену переценЕшх в форt{уле /S/: !(t, -d; )-|;(Q) ,

u(tl- oti )- йi(L) сi- ц7l и введеш обовначения;

,

п,=и,=п
0

'-|',,
бJ

d

0

d
о

g с

0

,



Kot 4с-), y,t-), t) -
- |)О'{ Ео (. ), !о 

( ), Ц ), !'{ 4с. >, у.(. ), tn- rl,),, . ., !Ос qс ), 1с. l, !,n - а],

вО'(ёr, 6*с ) -
8О' = LOor,o

КО (tn,o ) -

LOсп,, $ 
р byQ- ", 

)( 8^ О', ., ., €1* пуG, - а, l { 3* С )'J

+1),44, К', 0orлt,ll,rz.c1-a>J, К - Wo, Аr,, .,
,

]к' ,/fL

аФсtr,r) Р, с е(tr -dr , trJ ,

t С( Ь -nnrl,tn- ")!-о

е

, И -Ur- ih-a, . i-й. ; , -ф} ( j-o|; к=,|} ; :l-|? ),
гле 7-Q(|+4) _- вектор, 1' -4(l+ /)-векторrфq-Оfr-1_Iетрrца
раэчЪр"оirч rlo(!+/)x Поlе+|), СО -usтрице рааIерностп По(t+l)Х

Х 7(е+| ) ,сишвол ll | 
" ( дприх) оанечеет оперлlхD траяспонирова-

ния.

oZ 
а'еrt, ,с +е)Р, с G СО, Lr- *eJ

При этих обоэначениях вектор /(tа) =Гу'(ёr), уltёr-аr), ,/?l,,-*?7

приниraает слелуюцрril вид:

nftnl =rl 
nK'{l,,o) 

Nc (T)dc * 2В! с'rG, - o,D -
rta

-i €'с t,, В*С 
' 
а@) + к"( zо(. ), !о(.), L ). /g/

K=,t
Проблоша цошентов /9/ раарещ,rIа тэгла I только тогда, когда д!я

.lшбого по(l+l ) -rrерного векторе 

' 
, |rl + 0 , вцпоrняется хотя бц

одно иа сле.ryDпЕ{х условиlt:
I) существует индекс ;4 i,Oj,)TaKofi, что g'B!C'+ о,

z) g' К'itr,г) 1 0,,16 Гt и
Услбвие I ) оквиве;lентно равенству 

'*',*|3: 
r, t-OTn},nJht) ,

которое при поlrоци /?/ репенпil опредэля]щего уравнания /4/, /5/ r.otнo
эаписать в виде

Y, { l -а,r>,

р -0jNАпк 1€ё цG+|).

поточечная чправляешостъ линеttнцх гибридншх систеш 9
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Так re как в f3,4] , вшясняем, что функчия g'K?tn,e>, rеГ ,

удовлетворяет однородноlФl л ине,'tн эму диФФеренциальноrry уравненшD
порядка rL(П+ У) . 3щечая, что riетрица

[ У^rо -np), l
{ к-,1,7l(rп+У), lсё|lр-ГТ а I

полностьD описцвает скачки функчии g'K? t.r,r ), r е Г , и ее проиэ-

водншх по N до П(tП+/.)-У - го пф"л*. вклDчите,Iьнс( а точках lz-
,oh -*о, о=ф ; J=4t), у6"rл".,ся в справедJIивости утверIденiдя

I

I
не иrrела бч По(

теорешr ?.
3ашечание

упрaЕляечоfi, если ПL<

L&п,к

У* {-э -ао ),

Р=ф
!+| ) l, по(t +,/ ) - шерного цинора.

3амечание 2. Ишеет шесто ревенство
)о {э-аР,

р-ф

о_r._Я""r""а /l/ не является t -поточечво

Т r t{бо в противноt случае шатрица

r - о, п(rп.+/ ), 1€ё

lап.к f,C ibl, i=ф С ltl) . /|о/I

l

a

Jеё

Поступпла в ред.-иэд.отдел
?9 септября 1976 г.
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