
УппавляеIrдIе системы.им сс Ан сссР 1976 г. вt{пчск I5.
уд(.5I9.I.

о вздиl.{нOЙ свсдllJiости нЕкOторшх экстрЕш{дJIьнцх здддч тЕср}lи грАФов
А.И. Сердюков

Рассмотрим fo - верчмнныft неориентирсванншй свяэншft граЕ6-0(ll),
у которого каsдо!{у чеОчу l!. С |l , /< i , / :" l припис9н вес Р1; ,

где Р4 - ""ч""твеннце 
псiловитель""" u""n"". Пусть 0, - (l|, Ц )'" -

прсиэвольншlt частичншй подграф графа h . Требуется укаэать эамкну-
тшir шарчlрут / в графе 0 обхода всех верцив и ребер частичЕого
подграФа бt с rrиниriальlщм весом Р(!) ъ}оrч ( адесь учитцвается
кратность прохошдения ребер). ЕЬделим два фстных случая этой эад9чи:

3адача А
Е6] .

3 а д g ч а 6,
графегз] .

q - а - аадача китаitского почтальона f4] ,

q:(IrФ - задача минимального обход8 верщн
(

В настоящей работе докааано, что эадачу А на П - верцrин-

ном графе 
' 

MofrHo свести к аадаче б нв некотором ft - Bep,лtl-
ном граФе , r7L < 2 ft , и привод.сtтся оценки этого сведенlrя. Пр;tчем по

пути сведения эадачи А к эадаче б устанавливается ряд промеху-
точнцх реаультатов.

все терминш, относяIщirеся к теории графов и испольауемце в насто_
ящей работе, моцно найти в книге fa] .

дачи:
3адача с . Вавешенная аа,цачаопокрцтииft], LS].
3 а д а ч а 9 . 3адача о минимально!i! совершенном паросочетании

[ц] , Гsl .

З а д а ч а t . Задsча коммивояаера LI], Eal .

0 п р е д е л е н и е. Вудем говорить, что иrrеет liecтo имплике-

ци" А trl7 -б WJ , есл" аадачу z4 на граФе раэмерности /z !iiош_

но свести к аа,п,аче б на графе ра9шерности /Z2 , при это!i! тРУдоем-
кость сведения аадачи l к эалаче б обоэначиr. чечеа Гп, (элемен-
тарнцх операций) . }то определение касается такае .побцх вцще перечис_
ленЕ[х аадач.

В работ8х [4] , Г5J установлено, что

,l сrъl - 9 гrпэ , й4 ft, {rо-OСп5,
юЕп1 -lYraJ, f,-2, trоr-OсЙ,
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С вздимllсfi сводrrцоет!д !{ехотсDых экстDемальнtiх эаде-.{ Cg

О Еп7 
-Ng721 

, fu-fl, тю"= 0(.ъ2,',

f, Сrll *9Еm.1 , fl-Zп, rro- 0/.t3).

.Щокалем следrюlýrю Teoperry.

| Т е о р е м а I. Ишеет место следующая импликация:
I

| бrrz,Э * Есоо7, /?r,,-а,,прч 4г - 0rпll.1-ot
Д о к а э а т е л ь с т в о. Построим полныl"t 

_n 
- вер,линныl't

граФ F-(,)(,4r,, которогокаIдоl{у оеору QrсЙ ,r'< i ,/<fu,
приписан вес Q t равный весу кратчаitшей цепЙ меl*ду верцrинами с но-
шераши l, и ) на граФе 0 . Обоэначим череэ Г 

"""лrrпьный 
марIлрут

э9дачи 6" ", графе 6-()(,ф )._tr* как всяfiое ребро, входящее в
минишальншfi маршрут ! задачи 2 на графе б , является кратчаfiшей

цепью riешду своими верцмна}iи, то необ;одимо выполнение равенства:

p(ll = Рс/ l .! /I/
l Лемма I.Сзшестветгамильтоновцикл R""!p.O" Г lяв-
| ляючшrfiся минимальнцш марцрутоri эадачи б на грабе с
l

Д о к а э а т е л ь с т в о. Предполоrим противное, то есть не

сJrществует гаriильтонова цикл8 на граФе а , являюцегося минимальншм

шарщрутош аадачи б на графе а . Пусть 1 - минимальнtлfл марш-

рут аадачи б на граФе а , имепщl,rfi миtlимальное число ребер
(адесь учитцвается кратность прохо8дения ребер). В силу_основного пред-
полоаения долIна сJrществовать верцмна 4 tra гра9е б , "лц"д"нтная,
по краfiнеfi шере, четцреш ребреll шарщрута Ц (здесь учитшвается крат-
ность прохоrдения ребер . d

3 а ш е ч а н и е. I. В греФе С пппэлнено неравенство треуголь_
ника:

Fi 'ir*Vrl , _ /2/

Пользуясь нерsвенств оч /2/ и полнотой 19аФа а , преобразуем марIдрJт

Ц в некоторшй аамкнутшй шарцрут L, обход9 всех верцин граФа 6
беа увеличения вес_а (см. рис. I) . (На этом рисунке покаэанш только те

ребра rrарчlэута /rо , которше подвергаются преобразованиD).
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Наlrис. I перечислены в9е воаraоIнце случаи преобраэования мар-

шрута to . Покаrешlrчто /.,| является аашкнутцll шарцрутош обхрда
всех верцив графа. h . Дя этого достаточно показеть после Kar_

дого ковкретного сJýвая преобреаовsния шерцрута Lo четность степени
каrдоfi вер]инц в шарщруте Ц и свяаность цеFрута L, . Первое

следует и8 того, что в шерNцруте to все вершlнш ичели четнJrD степень.
Второе вt!полнено в случеях е), в), c)l е'). Рессшотриrr с;ryчай d)
В этом случае пошиtiо sIделенЕцх реб€р в шершрJrге Ц додЕна сJrцестj
вовать цепь, соединяDщдя вердиЕу t, с олной иs четцрех остаццихся
верцп{Е, покаsаннцх на рисунке I. Вев ограничения обцшости шо8но счи-

Рис. I

тать, что такая цепь свяэцвает верп4ну Ц с вершиноfi

', 
, откуда и следует свяэность liарцрута х

,l

Lo , либо с

. 0днако шард-вероп,tноfi

ру} Lt

Lп
о

содерлит по KpafiHefi riepe на одно ребро rreнbme, чеш шарщрут

ддя него шполнено

F(
неDавенство:

ij . F t)
Получили противоречие ocнoвHorry предполоf,енир. Лешша I докаэана.

Докааательство теорешц I: опшцеш сведение эадачи б * "*r"i Е ,

Основшши этапаtи такого сведения являDтся:
I) построение графа В по исходноlry граФу;
?) построение цинишального liaplцpyтa /J аадачи б ва грабе 6

по liинишаJrьноlry гацильЕовову циклу на 1п"Ф" fr ( квtдоцу ребру шиви-
t альllого гашильтонова цикла на граФе С сопоставляется кратчеftщая ,цепь
в граФе В)

,;l

t

l
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О вааимвс,'t сводишоетлt некоторцх эrстрэмальншх эадач 7!

Мr,rнимальность построенного таким обрааош riарцрута /, аадачи
5 

"" "р"Ф" 
d гарантируется леммой I, равенством /l/ и определе-

нием весов ребер на графе б . Дале", эашетим, что на этапах I),
2) сведения аадачц 5 * "ада.," Е требуется не более 0lП') элемен-
тарвшх операций. Теореша I докаэt . полностьр.

Л е ш ш а 2. Имеет шесто имi.. ,кация

Е ЕпЭ-5 gta7 , r? - п, при

Д о к а э ат е л ь с т в о. Гýlсть

шеш граФу С новце весаз

о'teP аrе 2 Ру * 8r, %p,//,l<e, р< tz

f--= о(п').
ED
В - исходный граФ. Припи-

- r7.. ftаа.z

3а.иетим, что lrиниriальнцй гашильтонов цикл на граФе с с исходнцми
весами ребер является шиниrrальншlt гамильтоновш!( циклом на граФе а
с новшriи весаши ребер, а rrинишальншй маршрут эя,цачи б на граФе
с новцliи весами ребер является шинимальншц гамильтоновшм циклоrr на
грsФе В с исходныriи весами ребер. Это верно в слyчае, когда граФ

С содерхит гаriильтонов цикл. В противнош случае покаацвается, что
гемильтонова цикла в графе 4 не сJrществует). Лемrrа ? докааана.

ý а. СВязь 
"qд."ц 

,4 q зялачеft б .

1 ДокашеI следуDlцrп теорешу:

l Т е о р е rr а 2. Ишеет rrecTo следrDщая ишпликация:

| С гfuэ-Fсft"7 , fu - 2п-r при 
"r, 

* О=(о'! *' Дока зат ельст во. Рассшотриllграф 6=(ХrФ),Враао-
те fSJ установлено равенство для весов покрытuft И п И , являюrrихся
raинимальнцши соответственно для граФов h п Ь , то есть

р(П)-Рсfrl
Tarr пе установлен следпочгtfi реаультат.

Лемма 3.Средивс
вует стандартное покрштие
более чеш иа двух ребер.

миниriальнцх покрtлтий в граФе 12 сJrщест_ех
мо , свяанце кошпонентц которого состоят ве

Построиш полtшЙ tП. - BeplлtIяlшft; rT1.=2Z, неориентированншй граф
Н-(Y,V), , у которого кqfiдоrrу ребру

'rj 'n , l-< i , j< *, приписан
вес а1ly l ГД€

/s/

iу
пр; - 

{

есJIи

если

/<l,, 7<п
/<i<п, /=i+п,
f 1iЗ П, r|+/1/'< пz, / l r' +п,
п+/ -<i, l< rт1 .a 0 ryi F,p r €сд}l

, 
, есл!(

t
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ьтонов цикл нs графе Н 18
череэ | - "о"о7е граФе r цикла Ко , то есть

i 'lйr, /r;сц, / 4 i, /<пl ,

(ааrrетиrr, что если t<i<Й, mi/<7<rtz,j+ i*4,To ,t2o, е Ц ), кото_
ршfi является покрштиеш граФа 0 . Тогда lGI иrrеец:

F, Ц, , F(Ц) - р*{,|) . /4/
обратное неравенство следует иа того, что добашяя к шЕоrестБу

Щ,l,t1hrrе4, ЦirJlfu} опг"л"п""вше ребра нулеэого весе в граФе

// , iтолfчиц гаr.ильтонов цикл яа графе l/ . Тогда вцполнено слеýrD-
щее неравенство:

F'с(l <р'(ц) -v ci,l. /5/
Сопоставляя неравенство /4/ с неравенствоу /5/, по4учиш равенство:

Fсfr, l- 7'(ц). /6/
опшдеrr сведение эадачи с к аадаче / . ос"овlдlши атапаши атого
свед€ния являDтся:

I) построение графа 7 по исходноlry графу С ;

2)построениеграфа Н i _
3) построение следе на графе б циниtlального гацl,tльтонова циша

,Iця граФа Н i
4) построение покрцтия на граф" 0 С по кеIдрtry эеоw Zrei ,

t <i, j < lL, строится кратчайшая цепь r.еIд)t верцинеr.и О ")- в ipa-
Ое б ) . Минишальность построенного такиц обраэоrr покрштия гаранти-

руетея равенстваriи /з/, /6/ и лешrrоfi 3..Щвлее, эашетиш, что на эте-
пах I/, 2/, З/, 4,/ сведения эадачи С к аадече Е требуется ве
более 0(п5) элеrrентарншх операциfi. Теореша а докеаане полностьD.

С л е д с т в ц е I. Иuеет rtecтo следЕцая
fuСпl-Е tпа, rTz-2ril ,1ра

С л е д с т в и е 2. Имеют raecтo следIDцЕ{е

/rаз - Е 7п1 , пz, 13/L, прlt

А спэ -6 vzzl , ,rTz, 1trz,, пцls

С л е д с т в и е 3. Имешт шесто слеýrnчр!е

9 ГJа7 -6Глп7 , п - 2.7, ПРШ

С гп7 -6 гrz7 , rп - 2п, прц

!.

иl@Jlшкеция:

бt- Orп'l,
иltillликациц:

аr" - 0Сп');
олб = 0rпl2.

иIпликвциll:

,rа- Лft' ;

ъ- 2ft,),
OcHoBHofi реаультат, полученtшfi в настоящеlt работе.цоrно пэобреаить
на рис. а следmщrrr обраэоrr:
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В эеклчэнхэ еDтор ФlpateвT благодарность В.А.П9репелице, под

руковолствоI которого бцле непrtсана рвбота.

Поступила в ред_иэд.отдел
?7 января 1976 г.
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