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о зАддчЕ нАхOпдЕния крАтчАЙJJЕгo связывАюlщго дЕрЕвд с oгрАниtlш{иЕм

С.А.Мороэов

Будем рассrчlатривать свяэные неориентированные z - вершинlше

граФш G(r|,) , у которцх ка.шдому ребру Фij€rl приписано два вещест-

венЕых числа: длина 11 п вес fo. ДопуiЬиш,lм деревом для граФа

a(rL) наэшвается такое свяашвающее этот граФ дерево Я l для ко-

торого весdа-оf,rюрч не превосходит ваперед эаданвого числа /
ь"с /I/

ItitнoшecтBo всех допус rимшх деревьев для 6(//) обоэначим через
rп -l9}

Требуется для заданного граФа 6(U) найти кратчайшее связшваD-

щее ЮО , то есть такое допустимое дерево, для которого сумма ве-

сов его ребер b=}ru4l наименьшая
О Lro : #h/ч. /2/

3адача /I/-/Z/ яЕ.;.яется обобщением задачи нахоадения свяэывающего

дерева !динимального веса беэ ограrичения /i/, для реiления которой су-
ществует эd{.,ективный алгоритм Приша ГЗJ.Что касается сформулирован-
Hoft вы;ле задачи /l/-/Z/, то она не рещена в том смцсле, что для нее
не построены достаточно эФФективнше алгоритмш. В настоящей статье
приводится описание приблипенвого метода реrцения аадачи /|/-
-/2/ с обоснор,;нием априор}.оlt оценки уклонения получаемого рещения
от оптимума.

Мя обоснования укаэаЕЕцх оцевок сфорllулируем вспоиогатель_
ную аадачу. Пусть О - точка не отрицательноlt полуоси. .I[пя катдого
ребра 7l.;; € |l определи!, вещественв;m Функцию.

7

{n,col- |i, * plr,о /s/
Обоаначиlл череэ 

"=lgl 
u"o""Jr"o 

""""* д"р""ьев, свяэываDцд4х граФ
сru) , то есть всех таi:их деревьев, 1€rT'lo€ иэ которцх яЪляется су-

граФом даявого графа G(|l) . Ясttо, 
"rо 

frlE ? . н"r" вспо!rогатель_
ная эадача состоит иэ нахо8дения такого дерева fle f , на которош
достигеет riиниr,гума целевая Функция.

r, rfu = 

а" /y'*t = 

rr}ouu 
r'rР*Рч * #'!, / 4/
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о.залаqе нахошдения го свяэы го дерева 4l

l,rcl,у

q

тН) +Q) ,c(l)
Рис. I

Рассмотрим граФики Функчий
кительном квадрате декарто
ния граФиков раэличных Функчий /3i булем называть критическими точ-
ЕямИ.

П р е д п о л о fi е н и е I. Для всяких пар ребер 3lцrХli,rir)

"(Щлh,шir| 
*ч"rуческие точки :{е совпадают. Д[я данного грЫаабiИ)

упорядочим Все- L|rл=rта критических точек в монотоннJпэ строго возрас_
таюцryю последоватеЛьность

0<о(|)<ос2)<,.. <2(2'<.,.< а('п)< + оо /5/
Зафиксируем некоторое эначение .D и рассмотрим граф ба ,

представшюll8дl'т собоЁt исходншй граФ G(И), у которого ребрам uу.при-
ПИСаН вес {rrСаl.Если фиксированное ..2 не является критическЬй точ_
кой tлз по"iЪдо"аrельности /5/, то l.ля 0n можно вшписать строго воэ-
растаюIщrD последовательность весов его ребер

и соответствуDцýrD eit последовательность этих ребер
llrаl - ' u|, фrl , ... , *р?, /'?/

В условиях предпоJIопения I качд;по критическJrю точку пэ /5/ мо-
шем эаклDчить в отрезок Чr8r7такой, что никакая пара таких отреэ-
ков не будет пересекаться. Воспольэовавщись для наглядности рис, I,
в силу определеншя понятия критической точки мокем сфоршулировать

следmщее
3 а rr е ч а н и е I. Дя граФов Gоr" Gr, можем указать такJrю

пару ребер Оrr/r, Оцr'il , ЧТО

{o'irrurl' {;rir@r) {,1r'lr' ' {цr'l),
точнее, последовСт э льностьS[Nr) получается иэ последовательности

Оrа1 = aoijo, . ., ilчлr,аr", ..., *вQ,,.)

только взеимноfi пepecтaнoвKol'l соседнеfi парш ребер ХJй " oi/, ' а
вэаимнцй порядок для остальвых ребер одинаков.

Введем следrюцше обоэначения:

fl, - лерево9еР, являющееся эптимальным рецением вспомогательно;'t
эадачи /4/ i
Ф" - мtяожество ребер дерева 0, , I

состоящее иэ ребра Onl. 
'дальнейшем

Оr/| - одноэлементное мнокество,
будем польэоваться таюЕе повя-

|цrаl мя Otq€'lJ , построеяные в поло-
Btlk координат. Абсциссы точек пересече-

!t
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тием раэIJеэа, то есть разiэляюшего DiнoidecтEa, состояще

ребер, которые соединяот некоторое мношество верцин с

нием fI] . Ради краткости булем такЕе писать а " l
0, соответственно.

9.А.Морозов

го иэ Бсех
его дополне-
вмес,го а, и

Т е о р е м а I. При переходе значения ,r череэ критическJrrс

точку lL)С{Оr8) onn""rnb'oe дерево fu, *е^rе,лся не более, чем на

ц
ч

азодно ребро, то есть, если
чч /4/ для графов Со
либо

и _ оптимальнше решения эада-
соответственно, то либо Фо= ilби

hLox il6: |*os,| il.r Цо- |*ч)и

Д о к а э а т е л ь с т в о. Рассмотр"м |l4 + |l, . Рассшотрим

ребро 1Lr2 е ll6\|la и добавим его к дереву 9о . d реэультате по-
лучим цii" К , состоящиfi иэ некоторых реберЪ"р""" flо (см.рис.
2l где эти ребра выделенц пирншr.rи линиями) и ребра flкl , эамыка-
rсщих цепочку иэ этих ребер

a

Иr!

3а
фа ао

го ребра

м е 1I а н и е 2. в силу оптимальности дерева 9р лп" .р"-
И ТОГ{J, чао ,p=lL не являетсЯ кirитическОft точкоfт для кАтдо-

Ш;, е К (1 Nlo выполняется строгое неравенство

/\

к

Рис. 2
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,. 0 задаче нахождения кратчаr"tшего свяэшеающего дерева 4з

PaccMoTp;lM те'ерЬ от,,гиtч,альнОе деревО Ю8 , которо}.у ;lрина,lлежит

ре_,)э Фкl . При вычеркиванrrи этого ребра дерево 9в распа;ает-
сА ,.Lt;,€ связнýх части 9; л g; ( с;l.рис.З), в ч"Ъ""о"r" 9;
мошет состоять из одноir вёршинц.

0бОЗначим через И' и V" rtecTgo вер.ilин частей
соотаетственно. Пусть ,{ - тако. ,. lэр€з граq,а GПL)
раэделяет V' и Vll , причем

Р ПЦ = {uM|
По аналогии с эамечанием 2 для ка ,,дого ребра l4i c P r {urc|

выполняется строгое неравенство

/;, ,8l , {rg r 8l /g/
по определеi{иr должен делить на две части

Ф;

, кот
^9r'
орыit

BlecTe с тем разрез В

з
цикл К , то есть Mollдtocтb lK ПRt>-2 и по построению 9*ПКflR+/.
Следователь!{о, с}пцествJiет ребро 'tslС9оПКП,?. 

С учетом /3/ имеем

{raral . {*iial ,

а с учетом /9/ имеем

{rrсЬ > {ryt|l,
Принимая во внимание последние два неравенства, окончательно с уче-
том замечания I имеем, что л"р""о 96 получилось иэ су;раФаС$П|Urх|l
путем вычеркивания ребра Фg1 из цикла К , то есть а17,,= 

-fusd 
,

ф;,: з 7L.,л . Теорема I доказана.Ч'' n " !"", " " " :. iý,cTb Ф0), 1Q'+4) две соседние крити-
чсс}:ие точкrl для даiJного графа a(il,) . 1lиксир}€м проиэвольное ,а*иэ

интервала ( О@), &О+1) ) и с помощью аJtгоритма Прима вайдем оптималь-
ное д9рево 9* для залачи /4/. Тогда 9* являепся такке оптималь-
ншм ре.iцением эадачи /4/ для всякого

L е (ФФ', o(N+l) ).

РаСсмоТрим отрезок Саr67 солержаlliиir критическу,,l точку a(N)
Лусть 9о 98 - свяэываюцие граФ G (И деревья, фигурируюцд4еу,

условиях теорешл i, и aii - лп""л ребра U'l € aL . Пок9кем, что

а;;с\-7 _ tl;6Ц U
Для этого рассмотрим fра9ики {r,,cdl , 

- 
'lйе 

1L к их точки пере-
сечевия, то есть критически" ,6u*" ф(N), L= lr2,,..,пъ (см,рис. I}
Согласно предполоJЕению I и аамечанию I на отреэке СО, 

'J 
пересека-

етея только пара граФиков {ri,rn' , {цir(а),, . 
то есть {цrСz0l=

- t, . 1*tL)) Последнее равенство сог.riiсно ,/3,/ оэнsчаетlЧz
Ц,л" ftц,fr(t)- lun* РцrаО - /п/

+,
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t ,czl,ц

1Ф
l,J'

о 8с(2) Z

{iцr|'' r рсли

. Следователь-

/ !4/

Рис. 4

^""::tri"i"'уп!Уi?,,';;,'iL;":,:::;{,ц'!',1,
но в силу а<Ф@)< б получйм

ti;,-tr;:;:t:,:И:'
Последние два неравенства оэначают, что Ф-а)Рйi> {l-D&i ,
то есть Р;; > Р; : откj/да с учетом /ii/ иlleeM ',ч| l цЬ

|йlп '!iцr, /i2/
Согласно заrfеL:ению I оптималь"п" д"р"""" 9о " 

9l ОтЛИЧаDТСЯ

только пароГr ребер Шiri, ilbj, . Фгсюда с учетом /I2/ слелует
спрааедилвость ссстноJения /\О/. В процессе обоснования /lO/ мш по-
казали, tlтo

f р.,)- Z р.,: . /lз/Ф;е96'Ll а;;е9з' а
Такиt"t Об,.эзсt;, есл!4 сa,,Оз"оч",п, бОf : Ьл - 2^ 2.. - сумма весов и

L0'-Lg_=",Э^ !,, - сумма on"" o"i?r"glHr^1""o"o " слмсле /4/

дерева Йr-"Хt" 2 r(*'"'rЭ'"*')), то для на:лей последовательности
критических точек

0< оU). GQ). . . aо(t)a...< g(*). I(rta+4)- + оо.

t

ila основании /IO/ и /!З/ можем записрть:

d(l ) > ё"3 " , > 6'О' ", u, ё(*) ,
/r(') < /r(2)<... < /.,'Ф-. ,.. < lon) .

При .,том эамечания i неrlссредствеt{но следует, что для данного гра-
фа 0(Ш ил:бого N-f,2,,.,, m.

10+l)- 7{r)4 rц?frlч - ffъlй.= 
о , /rc/

Обоrначим 9" -оптимальное дерёво ,"д6,r" /l/+ /2/ 
" 

!о 
" 

6"- соот-
ветстве,{|:о су,.!лJ длин и весов ребер дереЕа ff . Согласно /|4/ ц

/rc/ 7,О такое, что 6(Ь- ll, С >- d (ао) .па cBoficTB аадачп /4/

_?



+ 0 задаче ь:еr:оlкдания r:ратч-аitцего свяэ;.lваюцligJцj]рева 4э

/ l6/
и кроме того с учетом / t4/

lro < l,

Следовательно в этом случае

(4о)

д(С; l). Lo < !!r")
Таким обраэом, если найдем дерево 1a{lol , тс
оптимальное дерево gо , либо р"""й" 9о{сr)

/ I7/
получим ли5о искомое
будет отличаться от

искомого оптимума не более, чем нэ величиdу /:5/ .

Отыскание этого дере""Ф*{Nо) ос;ществляетср по этапам:
I. Дпя кахдоf,t пары ребер иэ I,L нахолится кl)ит!lчеекая тсчка.

3атем наfiденные m. критических точек упорядочиваются в последова-
тельность ,/5,/.

2. При flахоfrдении искомоГt критическоft точки JL) 
"о"по.,tьэуемся

свойtством последовательностей /lЦ/ и применим дихо,томи;о. Разобъем

ряд /5/ пополам, для средней точки O(|l) с поrчlошью алгоритма Прима

построим оптимальное в смысле /4/ лерево QrСrrl , проверим, явля-
ется ли оно допусти.\i[цм, то есть удоБлетворяет ли соотно,лениlэ /I/.
ьсап 9-q)сп, то искоillая критическая To(lкi.,. в !tяде ,/5,/ находи,лел

"п""",*""пл 
9n{+; УПЬ , то справа. Далее улоЕлетворяюцryю нас по-

ловину ряда /э/ снсва де,lип; пополам и псвторяем этот процесс до вц-
явления искоr!.ого допустимого дерева Фп(О")

Трудоемкость первого этапа сос,г8вчIя€т -,tl/Пп эдешентарных опе-

рациft, а второго этапа - -П2/ПП операциii.
в целях эконо!.iии памяти имее,т смшсл рассматривать не все rfu

критических точек сраау, а группами по rL2 точек, в этом случ9е при

той ше эфФективности память булет - rL2 ячеек.
Теперь расемотрим с,пучаflt, когда предлошение I не вцполняется,

то есть равенство, аналогичное равенству /ll/ в точке *(') булет

иметь вид:

{цiпсоО')- {rjr,ФQ))- ... - {orirGDl. /ls/
При эточ,пусть

3аме ча н ие 3. Если вграФе а(Ш) cyl!:ecтByeT liнofrecтBo

ребер фi,_;. ( 1<Р <Ф) (+> 2) такое, что при любом значении о
и!.еем Щi_'r*' - {iKpj\(Э) Р-|r2,..-,Ф, то вне критическrrх

ý

t



9qь с.А.ilоDоэов

точек будеlи условно полагать:

|irrj*o", ' ,|'*rtn 
j*r*r'n) p-1,2 , 

_,, ?- 
!,

Пусть критическая точка l"' принадлекит отрезку rа,С7 не содер-

каЦ€.lУ другr!х критI4ческих точек. Тогда в точке 4, упорядочение ве-
личин l; : _(D соотноluения /iB/ б;п,ет иметь вид:lЧlО 

{rrlnror,{irlr(a) <, . ,, {,rrr,ol ,

о,гоttс,пествим его " ""о":;:Тт]l, r r,
К . }го ше упорядочение в точ-исполь_эуя соответствие ( lz* ,l*) *

ке l,"r"о*еевид
{o,i,{И '|;ri"'6l,

отоадествиш с перестансвкоfi
l;rlrc 8l ,

(s,ý-1,...,|). /2|/
Далее обраэуем последсsательность перестановок, первшм элементоl, ко_

Topol-'t яtsляется персстановка /2О/ t а последниrr - перестановка /?2/,
причем перестановки ь послеДовательности таковш, что (l) +l)- я обра-
эуется из i, -:Ч перестановкоfi в последнеft двух соседних элементов,
если((7 r .., K,prP,j, Ко*5l...rКз)- L -я перестановка, To(\r", r4"9rj,

РrКо*з, . ,K),(L+/)-g ПеРеСТаНОВКа, ПРИ ЭТОМ Р'j
Пусть образованная последовательность перестановок состоит иэ

+ элементов. Сопоставим перестановке (r(, , К2 , .., , Ks ) упорядочение

li*,ir,G|'):, , . Iiкrjлr, *t\ l гд€ о _ ношер перестановкч (x,t,

к" , ... , Лс ) в образова:Iно!, последовательности перестановок, где
обJзначени" a*' мы сопоставим упорядоченuе /22/.

Пус.ь 910 - оптимельное дерево эадачи /4/ в точке r!) .е^"-
смотрим соседние точки ОQ " '|О| n, ; упорядочение в них отлича-
ется ьэаиtrнýм псрядком значениП |rrСО только для двух ребер
ФЧj'' " *чjq 

i,-i_,i,ъ, , !ь,i*(Ф:\,
{,* lа' "|,О] 

,, , | ,ric *ii, l .

При этом с учетом /l9/ uuееч

д

Пусть

реlьш I сле,цует, qто

ром, и при этом
9:

,(Ф) t (|)ок ,И uK

о)

,.rч!#'+?""*Чlа.р_чбер дерева Ф':' . и,а тео_
9Q') отличается ., 9;:l не более чеrr одниrr реб-

9!],- |*nr, | ,9::|rr#:'-|uцir,l .

отсюда:

и в силу

!lO мо]ьно

ё|?, " бQ)
'!l,, 

= ur' ' Piorjo,* Рчiо,
того, что Pцrj"r'i,P"rlo 

,rf,ru""'покаэать, что OKi.t) Ок ,

аналогич_

t

l
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Далее, используя этот Факт, что

Lf )+ pol. о?'= L'О\ r.0). бQ) к = 1, , . . L
поJIучим нера9енстВа, аналогI4чные неравенстваМ /15/-/I7/, то есть

еели ё@) > с> 6@+4) ч llQ+'|)-LQ)> д,то существует К такое,
что

[I'\r'"'cn'!'- r)< /,О " L'!'*, ,

n|r"', ", О::'*, .

Этот метод гарантирует точное реJение в случае, если все веса или

все длины ребер граФа а(fu) принимают только два эначения.
Рассмотрим тот случай, когда веса равнш 0 илu '| . ts сuлу

того, что 6(О)- цель!е и 6(Ф>- b(l'+l) ( У, существует К такоеrчто

бО = а(К]. оr"rд" Lo - Д(К). Аншогично в случае ln С |Or 
l|.

Неслошно построить пример, когд9 огисанныft алгори{м rrе будет
давать точное решение:

|r-2, ро-2,
Критическими точками эдесь

-(,l) ,|* -т,
соответственно

l, l, =4 , р"= !.

ъ(2)-6, ъG)-5, ё(0-5,
L(2'-5, lP)-€t L(e)- 5.

Описанншfi алгоритм дает рещение при С - 5

|у:5, Ру--
будут

n"': + , !

,cl) по - о.
/,(О - 3',

7t0-5, бG)- J
тогда как оптимальное дерево имеет длину /
бо= 5 .

В ааклшчение вшра.lшаD r4скреннюrс признательность В.А. Перепелице
и Н.И.Глебову эа постеновку эадачи и ценнце замечания.

Поступила в ред.-иад.отдел.
II июня 1974 г.
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