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С.Е.ГвсiЬдев

3адечу о рgнце как эадачу целочисленвого лшнейного програм!rи-

рования.моfно рещать riетодом Гомори EI] и методоll BeTBefi и границ

Е,3J. Приrrеневие riетода ветвей и границ к sадече о ранце с допол-
нительЕцr.и ограничения}iи paccriaтpиBaJtocb в работах Е+, Э, 0J .0дна-
ко оценке трудоешкости иавестнцх к настоящешу времени методов точно_

го решения аедачи о ранце в общем случае является неудовлетворитель-
Bof,. Есть основания предполагать, что принципиально не мошет бшть

соэдвн е.rIгоритш, гараltтирJrnпиfi реrцение аадачи о ранце с объеriош вш-

чttслительнцх операц: ft, являпцддмся степенЕой функцией от длинц аапи-

си исходноfi инфоршаliии [Z].
Иногда для задачи, в котороfi коэtфициентш riатриtlш ограяиченпfi

эаданц целцми чисjiаlrи, !iошет бшть приrrенен метод дина!rического про-
грашмирования (л.п.). В рекуррентяшх соотноrдениях (р.с.) l }tсполь-

sуешцх в шетоде д.п., приliеняDт приЕцип оrrтишальности, поэволярпDtfi

сJrцественно coкpaт:,tтb объем вшчислениfi .

В данноft работе показано, кек шоIно приriенить шетод д.п. для
вадачи о ранце с дополнительнцraи "блочtfi{lf,и" ограниченияraи не пере-
шенЕ!е. 3десь ра8вивеDтся 14деи под(оде, иалоrенЕого в ЕВ, g].

под обобщенвоfi эадачей о ранце пониrrается вадача отlлскания шек-

сиIýrriа Функциш: f,
Fo rЭl - 

,Э 0 ', - r?|оz /L/

при соблтдении ограничениfi

h

t

0э, а /z/

/э/

/4/

/5/

j-'
z/ € |o,1|, 1-П э

4^' АЭ' 
|rr , 

"= 
П ;

l^- |/,2,...,п|; ЛrП/*r- /, кlф Kz

3десь все Cs,, | - неотрицательнше числа, lJ, - u"^", а огра-
вrrчения /4/ r/5/ 

-покЪзцвапт, что перешенrше f, равбитш на z/ блоков
Dt что иэ ,( _го блока влоптицаJtьнцfi плаrr долtнц попесть не более /r,
перешенццх и не leнee /о* , t( , /V.

Вев ограrrччения обlщ{ости шоrно считеть, 
""о 

0rф ,/rr(t-S,V1-
_ цеJЕaе.

Обоэначиш ilr- |Лl, r-/r,l/ . Для определенвости деJIее будеш
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Об одноl, обобщении аедqчи о ранце

liноrество допустиt цх троек (dо,d-| ,/r)/О<4 <d, ,4< / }

l?

бор переше""п*f, i-/,ar пр}r Koтopot

Е. - Frrо,) -iЭ' э| .

Для построения алгорпru" О| рецения эаiачи /l/-/5/ наш пона-

r
предполага ть, что/, - |fr_r* |...,fx}, "л" а -r4 rtzr,(К - l7l4- О-

Алгоритм решения эадачи /I/- /5/ состоитJ4з двух этапов. На

первоti этапе находится оптишальное эначение Гп целевой Функttии

/|/ gадачu /l/-/5/. На BTopolr этапе устанавливается допустиlшй на-

добится рассмотреть следуDцýд) вспошогательнуD эадачу.
наftти набор a-rlftrro, !ааL . .., a/}ral аначениfr оптиrýrмов

эадач /6/-/9/ мя Р - О,/,..,,6:

йrr, в r7zаz Еrо , /6/
nL

Z /r"1 * р, /?/ё,/

'" rlr,z, 
1 /а, /з/

с, с |ol| , l =/V ,. ,/g,i

,, Нипе будет описая алгоритri l' отцскания эначениfi оптимумов
J,!_r. r4l целевшх Функциfi соответственно изrrененнцх з8дач /6/-/9/ rпрп
iiЫе""r*7'/Й ; аСо- О/, ; ф- /Z; P-OP,g такfiе приведено конструк-
тивное докаэаI,едьство того, что оценка трудоеriкости вцчисления вабо-
рб d ишеет вид:

t- Prrrt -|+.D -{t, -| lt r 0 ( операциft) /Io/
при требуеrrой паrrяти

t/* 0 хlfi (ячеек) , /II/

"ле 
.а{, l rаи?? |4, *-4, + /, а<4 -|l +/| .

PaecrroTpиrr шноаество Bceвoat{olнIrx троек 4,q ,/ по следщеfi
схеме:

a

ф|'
случай

бlп l oL1 ф<ас,
l

/\
ф,/

случеl 2

oQ<f
с;ryчаf, 3

ф>/
случай 4

dt< /
случаfi 5

/\



I8 С.Е.Гвоадев.

0пределиш величины
d,.,ф,/

I. аr, l.

обоэначиll Г! ф' -

'!rrrР' для всевозшоаншх эначениfi

[-r., Р' l{, 
i, - 4 /, /lz/

le/, P'?,

дег,

где СФ - достеточно болыдое число.
Непосредственно uЕ /6/-/9/ следует, что

lrr, - r??oa {i'rrrr, "lrpl, 
i -0,/, /lsl

Jirpr--an.
z. f <оl.-ф-&l-/
Если число перешенншх равно аС ш в оптц!rальное решечие ,необхо-

диио включить не шенее че!i о4 пеDемен}lцх, 'то единственное рецение
sадачп _ это вклDчен![е всех оa переrrеннцх в оптимальншft план. Тогда

f;cpl-
-С-, F .l* ,

Jtj/n_orp -t")* coL, F >8, .

Э.f<*-dl</.
При рассrrотрении перешенноfi с ношерош / есть только две воэ-

мо!ности:

либо не включать переriеннуD с Horrepo}i /
эадачи /В/-/9/, т.е. е/ ,0 , тогда

. а!*р, - {-jс!зl;
л:,tбо включить ее в оптимальншй план1 т.€.

'/- 
f , при эгоь! не-

i

в оптишальный план

/ l4/

/ l5/

/ 16/

обходицо вшполнение , и тогда

{,!по,_lQr-фl+сr./-ц,
р,0
,'Р) -

введя оOозначение

получиri р. с .

J ,о, =t-r-, Р.Ф,
4ф'r' 

Ul-r*-r(р -4)*о/, Futl,

о!*,р - rflQl t{*'rrrr, ф.rrr|
4. а,r'<аr, /< 4
Если число у иriеDцо{J(ся пере}iенншх не превосходит а47 , то при

вцчислении Lф' ограничение аС, на число входяЕрtх в оптимальнtлfi

план переIеЕнцх шоано ваrrенить на // :

ф,rF, - фр, /lT/
s.0<4<dl</, /.d,t
Перешенщrэ с ношероri "/ чоrно либо не вклDчать в оптимальншfi

план( х'- о) , тогда d,'р'= 1ýrP l либоrвключать'?= n) ,

при этоu необходиrrо вшполнение неравенства F > О/

i



нии о

I

мальное решение может воitти любое число переменrIшх, эаключенЕое

меfr,дl о(, " d, , тогда OJrr, отвечает эецаче, в оптималыtыfi

план которой входt!т ровно d/ -еменных. Из сказанного ясно, что

для нахотд""", {,{7Э) достат,. .r:o опр€.щ"""r";э|f 
,nrOJrrr'

На основании этого эапишем следуtоцýrю цепочку равенств:
При ф>- /

Продолшая преобраэсвание, получиМ е:;е один вид этого р.с.

Оhр' - 4_i* _, rp - 
.ф 

l + 2 = .na. Е {-/-._ ! ? -' ), of_ |* r rр - /7l1 r
+l7 - rzаzL:* Wr*' Иu-/7l, , {;?-/7lJ*cr, {u,r/4 -
=7-zaz\o!,:,_, ?-' l+9, d.r7зl}. 

' е 
/is/

Раэберем rодробнеГt случаfi,когда перел,енная с номеDош t воltдет

в оптимальныГл п,rан. Из определения {о,'Р) следует, что в опти-

где

{*p - naz{*o" ГУ;|.r_rrr-//), ..., {/ r,э-/7лl*с7,

n az Й а, - r rl -0 ) .,., {J q- r rF фr\r} *, {Й - t и - ф хс", oL,, и r)

.I[ля случая do - 0 и!деет цесто соотrtошение:

оirr r - *Р!*rr l,. . ., lrу r, {о rа} = * оr |*оz Гdпr rrr r,,, { rr Д, о!иr )
!

3десь 
';о(Р 

- величина оптишума выро]гденноfi эадачи:
если имеется / перешенных и ни одну иэ них нельзя вклDчить

в оптимальншй план, то естестЪенЕо догDrстить, что

ф,-

'i 
rr, .,a?az {#Iрr, rr/,rrЪ

-С-,Р'ф'
,,р>ф.

12/,/ rc/ справедливо неравенство

Р =4f,
0тсюда следует, что при включеtВrи в оптишальншй план переменной

/ вшполняется

йФ, - .Tzaz I d;!, re- ф, *?, dр4-,,аzl{irrr-фr?, lrrl
LrР' , вве-

{

в
на основании oirrr, o/rpl,

Чтобц получить обlщдlt вид р.с. для вахо8дения

дем обоаначевие:

при

/19/,

йo- Г?;_,р-и,*о/,:;L
При do2f

{,r, - oror{{rpl, фrrr, ,!",рr]
илu

о/*rр, - *, 
{о/"/rr l, {,,rl, ol*_, И4 /lg'/



2а

ЕслuСо-0 tTo

о!,1р'-rп.ос {r!ri,p', фс7зl,со|r7l\ , /lg"/

no"*o'n"*, й|r r, {' trr.
Объединяя р.с. /l9/ ч ,/|gО/, получиri при фо) 0

о!*,,р, - ,noa|o{:i r7r,,4,7l,аgu+фrр)+н- uц,/*r)|. поt
В реэультвте для всех значенлtfi парашетров&оrdrr/rР р.с.

/lЗ/-/П/, /!9'/, /2О/ поэво.дяDт определить величину ОLrrr' че-

рев соотв9тств}mчд4е величины с меньцими эначения!ди параметров.

описение алгооитма JN' 
"оu""пения 

коriпонент векто n Й

Для удобства описа:{ия алгоритrrа переобоаначим:

ф фrе, *> |о ,

о!.rрr, a<lo,

с.Е. гвоэдев

l

-

для всех эначениfi 7tl-
Испольэуя р.с, /l3/, /16/, /ZO/, /l9'/, иs определения

fr, огде Й, lfirrl, F, 4Z
4,

д- гэ т

сл(дуют р.с.

где

4r, *o{ф', d_ir_p- ol) , /<а < lo , /ы/

ф - о*, tй', t:i_r+ ?,Jrftбф+ r.l- J;gl6){rr4,a>{,/zz/

4--оо {{i,4:rn_/r*?, 4_rr}, e>/,i о. /zэ/

Чер,еэ /r! обоанgчим ""*nopC{,n!r, 
. . "фХё". ou"""o"o,

что набор d полностью определяется компонентами вектора '4 .По-
ка.aем, что для вшчисления компонент этого вектора достеточно предва-

рительного вшчисления ко}lпонент векторов иэ шHoaecтBa:

Н -ld, ,?ё+//c7,a-le й, \(П, LJ а|r)\ ,

йЦ =|иц // ,',2,",,f, i оL-42,",п,а,|7,ф,
й, - |ц, ) /7 -.rz -r |- /о ) +З,,.,,fr , ot 4 + /,,.., / -й,ъЦ- ф nJY,

Щ -(И а l //, ra - l+2,..., п ) а, 4 l,,,., /, rzz -/o+ll|.

Дя этого проаналиэr4руеш р.с. /Zi/-/ZЗ/. Преrде всего эашетrtш,

что для вычисления ко!lпонент вектора S, оо"п"rочно исполь8овать
только BeKToPьt hl со эначениru" 4f'</ , o/1l . Непосредствен-

l



об олном эадачи о ранце 2l

но ,tэ постановки эадачи /6/-/9/ и определен!!я d
при/ <ф< lo задача рещения не имеет, а пр}t €a/a
/I?/ поэволяет записать Dавенство

с"lедует, что
z4 соотношение

/lz'7
достаточно исполь-

Кроме тог0, р.с.
Следовательн

аовать векторц иа

/?l/

ф- ф ,iL
о, для получения вектор9 И
мноаества 4-tПt/V,*)с ilZ,| ,_

ЧТО ПРИ ВЫЧИСЛеНИИ ВеКТОРа /1,4

набооа ""*rооо"lЁ
ц-|Ь!/?,аl с rzJ'

торц

и так далее, т.е. для вычисления
обоl'tтись беэ элешентов мношества
обраэоrr р.с. /22/ позволяет об

пока8швает.
tr-i ,П

: {{/и
,ор"' ,bf
*".*"л '/

al е il|r|

,l

, требуюuше в свою очередь эначения
спольэчются век-

, r/L1 l-m-z lrrr-2
П4 , n1-/,21- 2

//'lЗ ,-|мошно
Аналогичнrtм

оftтись без элементов мноаества Hl=
Таким образом, для нахохдения компоневт век-

достеточно предварительно вычислить только элементц мво-
/рtлс. l/ .

d,

l,

,о

0
о

о
о

о
о

ооо ооооооо

о
о

0
о

0
о

0
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о lп

о
о

о
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о
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о
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оо п,
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Рис. I. flроекция шношества / в коор- Рис. 2. График Оункчuи/t/) ;

диватноft системе Сра ) 
'1 

,5r, 51 - точки иэлоша.

Чтобш вакончить описание алгоритма eN' , о"r^лось лишь укавать
порядок вычисления элешентов !rноаества Н , для удобства предвари-
тельно его перестроив.

Введеrr

1 О п р е д е л е н и е. Мношество |l, элементами которого явля-

| 
оr"" целочисленнце точки вещественного пространстЕа Rо , буд"ц на-

| эшвать цвлочисленrrо-вшпуклIш, если вместе с любцми своиlrи элемента_

|ми О " l мноrество /7 aод"рr"т все целочисленнце точки, лешаrщ/tе

| "" оrр"r*е, соединяDщем а. 
" 

ё
MHog,ecTBo lЙL не является целочисленно-вшпуклым (например, оно

не содершr4т целочисленнtIе точки (fr&)llрu гt7.-rQ-/;+t<7, 1оr!,, леgа-
Iiпre не отреэкеr соединяDщеli точки ( /r1)(m ч, (/lt, ) С йl ),

a



a

22

Прео61l;lзуем мношество ИL Б ЁыпукJrое целочисленное мноrест-
во ilL . Заметиt.t, что при /"/<ro-4-/.)+t элементш qlоt,)еЙZ об-

раэуют выпJ,клое l.lнскэстзо. В случае ,f,-(q-|l +Z</< rfl выпуклость

MlioшecтBa 3| 
^"?уrч.ется 

пстсму, что из мноr(ества У7| удалеш{ эле-

меаты мно]кества /l|, . Поэ:ому любоl't элемент (/ril ( tr7 , для ко-
торого ф > ф , где (/lo[') С trVZ] , отобраэttм на место алемен-

та /,,о -((/, - 4l -.о +7 ) +/ )
3амети:.:,,qтo пirэ:,iзведенflое отобра.шение позtоляет описать связь

}rешду элементами :,,t'oжecT'a Й=li!\V"l' rХТ| при полlощи р.с. /2l/-
- /24/:

/*о- -*{И2,Ц-!r1r,Jgп| Цr* G-4l./пффl, /z4/

/r*-ёr-|l +z .т.е. объединить р.с. /22/ и /2З/ в одно при

Прои_аведем перестроftку tдноIеетв, fu
(,l/rоQС fr при/>z П-| +.Z отобразиш на ше

фlrllС Ц получitrшееся лf{ошество обоаначим

с..Е. гвоадев

. Ддя этого элемент }

сто эJI

черсt
емен

l,
та t7,1-r|-rz+
; нетрудно

проверить, что oilo цедочислен!{о-выпукtо.
В определении мноtrесrва О|;, i -Q/,2, пераrrетр ar' эевисит oT7t'.

Через {;?, i-q/r2, обоаначиш максимальное эначеяие парашетре - прu

эАденilоlt / . В дальнейlшем будет удобно рассr.атривать фувкциu tV),
i=Or/l !, при эначениях аргумента /-/r2, ,rrfl . Исход' t{a определения

шноrеств 77ty', i=Q/r2, доопределиш функции fr{/, i,4,t,2 :

т,р - Mrt|7,|rl ,

йу) - r"LoN {цr- пъ+(Ц -Ф - /l,
hр tilrot |os-rrz-(1-1|,

где / моrеЪ триницать зна,чения от | до rfu

Поскольку rдноIество il сФорцироlаяо на основе MHoIecTB 77lrriЧ42
эапидеч ддя llего аналогичнJrD функцшс Гr/l :

I yl - fi ср = frФ - Гr' t l _ 4,r, /, | .С/ -у + r /а - /) - / 7+- t/- r,п - /о l -,t 7 |

"д" 
под Са7+ понишается л7rаu {Оr*|
нетрулно видеть, что кусочно-линеiiная оункuuя fф мошет иметь

не более трех точек иалома lrrП4r,/")+/, rтz,lо+/ . Обозначиu

€l,Р? {lr, rП-r/,-lo)+/, r*-€'!l, -Ь 
- rrat1/r,.Tz<|-Р+l,п|+/|,

l, -{/r, rTT-( /r-|)+/, fl-/. +/)х (il Uбg).
График функuии rР иаобраrен на Рис. ?.

Укаrrеш порядок вцчисления элешевтов tlвoпecтBa Н -
-|i!сР'v/Су,а>ей|. для этого рессшотриш сечение nor""r"" F
при фиксированном па

раэJпOтся ""rр"- i4
ра}rетре

/- /,2,

tr/,q,. ,1/n,

/ . Нетрудно видеть, что в сечении о6-
,,пl, , строкши которцх являDтся векторц

3аrrетим, что " "nn, р.с. /2l/-/24/ ч отобраrения алементов
аества 77L параллельно оси ф мя вычисления элеr.ентов r.атрицц

}lHo_

F/

a



a 2зоб опном обобшен ая пяч u о Dя нпе

требJrются толъко элемевты матрицы i|-1 . С учетом пролэведенной 
_

перестроrtки мноаества 7/L свяэь [lешду элементами стрск матрицы Пl/
и матрицы П/-П бедет осJпцествляться по р.с. /2i/-/Z4/, иsмененншм

следующим обраэом.

Мя/-rtt-lо +2,,..,rtэ-{/r-|l + t р.с - /2i/ принимает вид:

i$- *оп{Й,Е$!r* c7l, /25/

прч/-|t1,-(4-|)+2r..,*-/о* / р.". /2z/ нушно заменить на p.c./Z4/,
Tlpu" / > rrtаZ {п-С| - | l+,t, rтъ-t + / } Blrecто р. с . / 2 l / вушно ис пользов9ть

р.с. /25/, а р.с. /24/ вухно эаменить tla р.с.

Щ- n,o, И;, йл-9,w€[h+ а-rtrа.€)ф| /26/

Таким образом, алгоритм отыскания коtJпонент искомого вектора
состоит ив последовательного вычисления матриц ЛЧ Zrt 'n.,

/a-lx,,/rp;p=4l, ..,6|,/-114..,п2. furчисление элементов о,"iр"ц, Hf
ведется сп_оава налево и сверху вниа иа l.,!атриtlы F/-/ по р.с. /2i/-
- /Za/, и по формулам /I4/, /l7l / в уависимости от значеýиlt фrN
При этоttt вновь вычисленtiыЙt эJrемент Е!р записывается на место эле-

Тr"" Г!;' , эа искJтюченt.ем 
"r,у.r." /-< l, , когда иэ элеuентов

hip, l = ч/,..., В, Формируется дополнительная строка.

докаэательство оценок /IO,/. TI трчдоеrrкости а.llгоритша l'

Вспошниrr, что алгоритш решениq _эадачи /6/-/9/ состоит иа после_
доветельного вцgсления метриц F'LТ/"-lr2,.,.,Уr7)} . 

'" 
нАхох-

дения вектора Ц достgточно поря4к9L В аддитивных операциfi, по-
скольку для вшчисления ко!i!по"""rо- rt$ требуется фиксированное чис_
ло sддитивнцх операциlt, определяемое,р.с . /2|/-/2Зl. 0ценим совокуп-
ное поличество всех строк цатриц 41-42r,..lfti

Е
rytsl-а

{,l,-rЭ*

tr-l

r/L rt?

{/, /,} - 
fiV,r*-с/г4у-lJ';Jrl-,*-/,)-l7+ 

,
rfr /7а

(f-rr* - |l-t)-
+,

}

- h(r- /) _ /, rrt_/.)_ 
( й-/,7)(h- / ,

- + 4-4r--;-/bat-4):

По4учаем оценку /IО/ числе операциlt
* - В r ||r. 7p,-4+l) -G- ЦJ.

для докеаательства оценки /Ii/ покахе!r, что Й' /_ff_:jr/).
fiеftствительно, {rll - кусочно-линеftная Функция, вогнутея по ;' ,



a
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имеDщая не более тр9х точек излома lr, ,*-r/r-|)+/, rп-/о+ 7
непосредственноlt проверкоfi убечдаемся, что llаксимальное значение

Функции ГCtl достигается в дв}гх соседнrх точках иалома 

' 
ц lz

(рuс.?), а следовательно, и Еа отреэке, соединяDщем эти точки, и

не превосходит Дr" . Таким образом, колиqество строк uлrр"*If
ограничено ""п".,""Ъi ОГt,

__Поскольку при вшчислении матрицш П/ достеточно знать матри-

:"{::"",: j":,:ж:;*"ii-т"тт,":1ж,{]":т::::;;::::_

с.Е.гвоадев

мgтDиIш.
Л/' 

"оо"р*", 
0 столбцов, получаем

J/,0x ф,,
Тем сашлм оценк, /lO/, /IIl докаэаяш.

. Земе чан и е.Для облегчения Елчислительноlt работцшошноис-

Inon""o".r" F,аадичные модиФиквции алгоритм^ i' в аависишостt{ от эна-
- 
|чения величинш l,' Укахем некоторце иэ них.

,-.",': Перестроftку мнохества 17| моЕно производить, отобра.8ая элешент
.(s,0 е Й в элемент ( 7-a,+fra,), Д". параллельно оси / . Полу-
чившееся мношество обоэначим череэ rП , а €оответствJrющее мношест-
во векторов череэ i, П={П!е P6+a/C7,*lc й\

Учитшвая осуществленное отобр8.певие, р.с. /Zl/-/2З/ мя свяви
элементов мно8ества Н эапrаrrry,тся в виде;

Ц=rflаФ{i$/,4_rr_lr*?l, /-1а-<|; /zz7

Ц - rlyoz lф', О!_r_/r*r,rИr4:Ь а-ч4r|а>| tzBt

-4 - ** {E!;'r. t$! 7r- с/, Ь!Уl| , ., /, t о . /zg/

В случае $r- m.-/о+ / 
""о*""r"о 

Й представишо в виде:

Й - {r/,.i 1 n - У, 2,..., 6, ; / - 4 2,.,,, пz!,z |rа -|+ l, m| +z-zо|\,

а Lh
П-( н ci) v("!,r,ф,,

где

{ - {й, t /7'l, r,.., *- 4 *4 а'|, з,..., Ц, ф W| а, - |+ /, /or2,.-, /,,

О 
, (hl , /-l2,",,r,-(4-4 )+2 -&;

г' |tr!, / - r"a-(lr-4)+2,&,21 Jчl-/,а,2,,-,|+/,

мять для хранения ве более одноl'l

С учетоrr того, что матрица
оценку /||/ велцчинш памяти

,

t

г
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,

Julropn u о/ будет cocTcEITb в последовательном вшчислении эле-
,f, laментов матриц 0iГ по р.с. /2?/, а аатем элементов матриц Ь; по

р.с. /28/, /29/. Прu работе алгоритма по р.с. /2?/ всегда получаеш
шатриtЕ[., содершадп{е r*-/o +f строк. Перейдя к вшчliслениD элементов

матриц q , первше m.-(4 - /S+З-а строк пре.щдпцей шатрицш пе-
ресчитцваем по р.с. /?В/, а строки с ноrrераrrи

fra - ( /, - ф+3 -&7+ 2, Еr* - ( ll - | l +Z *)+ 4,. .., tп -r /, + /о ) + а
у8е по р.с, /z9/. !;сли окаIется, что t*-(tr-|)+2-a< О, то при
вцчислении элементов шатрицы ф необlодиrrо пересчитшвать только
строки с Hoмepatilи * - Г,а - Gl - |о )7, а,- |rп -(/, - lo \+ 1,,,.t, - ( q - /о)1 о,

поL-/lrатриIтЁ и2 . &loBb шIчисленная справа налево матрицs всякий

раа эаписшвается на место предддщей.
Нетрудно видеть, что шаксиriальное аначение величинш пz-(N+|)+a

не превосходuт rt?,4 + / и,достигается при ot - 4 . Такиrr обра-
aolr, дJtя работш.алгоритма а' достаточна пашять для хранения мат_

риtlы раэшерностьD В Х rrа -4 *t) -

Вслучае 6r-rтЪ-(4-/о)+/r 4-2 , мноаество V| представишо
в виде fr-|С7,а) /а -/,2,...,/r; /- /r2,.,,,fl-/r+ l| .

Соответственно аJtгоритм будет сос_тоять в последовательном вц-
числении элемеriтов !iатриls{ #{й - i!//, /,7,.,-,rz,!r+ l|, a,4l, ..,/1

по р.с . /Z8/, причем 
"r,ч""п"""Ъ'"rr"rr""rо" 

llaтp}tllш t, ведется спра_
ва налево и сверху вttиа и вновь полученншй элеrrент d ааписшЕает-
ся на место элёшента tr'| матрицц i*-'
, Если €r- /t 

"_, 
*ffi" ,о"о, _а. !о либо t - 0 r то fl| =

-|qr&)/&-/r2,...,4i/-4j,...,ft-/,* LL -. .Алгориiш булет состоять в
поЪледовательном "r,ir"n"""" l!атриц Н/ 7Ц/а,42,...,/r),7-1Z,..,,пz-/.+/,
по р.с. /2?/, есаu tr-/, , ц по р.с. /28/, еслч /.- 0. В процессе
счета вновь вцчисленная шетрица запI4сшвается Еа шесто пре.щдrulеl-t.

Отllетиш, что при .mбош аначении й , если /l - /о либо 4-О ,

в процессе работtл модиФицированнцх алгоритriов булут получаться rJtатри_

Iп! одинаковоfi раамерности, что удобно при програrryчой решиаации.
Нетрудно видеть, что во всех случаях оценки /lO/, /l I,/ справедли_

El.
0писаrrию алгорrtтца рещения аадачи /l/-/5/ предпосцлается эледуD_

щая

; Л е rr I а. Для нахоIдения оптишаJIьного эвачения целевой Функциl,t

l"*."" /l/-/5/ до"r.поч"о / раэ пришеншть аJIгоритш 49' , npn 
"roul

lнеэначительно rrодиФицировав его.
Дока а ат ел ьс т в о. ПроведешиндукцttD гlочислубло_

ков. 0дноврешевно покаЕеш, что достаточЕо внести. следпсцЕ/tе ЕамеFения
в р.с /l2/ - /lЗ/| дgдяпt'"€ в основе алtорчтuа }';

fr-,l+/ [ Лч'f'' .Рк-r+/ I
й 'r, - 

rTzaz|{i)* (/Ф, ,rй r) t, i -0,| , /lэ' /

,
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где к-.|

/:;i!,r, - 
зlЁr' rЕrtkп', 

о о! rrr,F!),
|,,t

(r , -oo{r-'n 
r_rrpl -оС- , 19< !r"_rl ,

/{irkr.l о 
ООr'lа!К'1'|-- --Ф2 

i-0,1 ,

|ОLiOr-,'r-h-rу)-'п-,+/, Р> h-.,* /,
а

/;1'1r, - rt -t,l{*-/4^_/(r) - it- , l'=0, !

Модифицированtшй алгоритм обознgчиt; чере9 О|" , В

его применения для первого блока получим набор аначениft

:Цr
!), причем фrаl - Fzrr(al . Предполопиu

раа применили аJтгоритм i" 
"оспедоваяельно 

для
х,. . . nl-/ !r получили набор вначенuп{-/ gr*_rfZ),.

/ l,z' /

реэультате
lfrurol, ,

, что мш yIe
блоков с номе-

,ofi-|/,,-,'l)

}

реlш'' |,

Применим этот елгоритм к t' -му блоку так, чтобш при вшчисле-

мtгорuтм Й я эелgчи /l/ /5/

На основании леммш алгоритм первого "r"n" ф реiления этоl'л задачи
состоит л" 'f шагов , 1-42,,.. , /У . 3аключительная стади,я расчетов на
(/ - t ) -ш шаге является начальяоit для последrюшего / -го щагс,

ний величи " ti/rro), /-f,2, raK - 4f, ,/о*, d1"- /r2,,.., /r*,оa.ок

учитшвались и все переменные предшдvщих блоков. Если величинш,стоя-
цие под энаком Maкc}lrvfytv:a в р.с. /lz/-/2o/, содер)шат.9 себе инфориа-
цип о всех переменных из первых/r-У блоков, то и {rrrf' будет

учитцвать переiйенные с ноlйерами /r2r...,./*-/ . Таким обраэом, доста-

точно переопредеJtить тольt{с величины /;1)Nrrr, " {:Z"rrr,
чтобш O!_!i'rrr' содерgало, в себе инфор:иацию о tlредшдуцlих перемен-

ншх.

Поскольку iйно,i(ество |Зо 77--42, ,,/"_n + /l принадлеýит не только
( -му блоку но и блэкаr,| с Hoпrepav:a Уr2, ... , К - /, w мошет и}iеть мес-

то Jсловие {;1'r|r7r' * О , то естественнс определ!lть {;;;-'rр' -
-o[j;!nnr_r r7r' Дl..я sl=42,..,flK; F=4/, . ,6.

^-'ОбЬюЪа, в чtстности2 слр4;r;т с:Iраведлrrвость соотношеалiit 1lz'/-/lЗ'/
Применение алгоритма ,rOО дr" К -го блока дает набор { фr*rО),. ,

{^ errrбll , прrчем {lrq*rLl - Fio,
В реэультате дg"тьнеЙшеl,t работы этого а.тгоритма поеледоваl,ельно чrl

блоках K+/rK+1r.,. rl/ получllм велrtчину f,?Zt опти!дуrJtа вадачи /i/-"5/,
Докаэательство леммы законче!{о.

t
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благодаря чеrry проиеходит rrсклеt:!ка" блока с номером l со всеми
пред{дrщrr.и блоками.

На l -ц Iц9ге работает алгоритм "/ вспомогателыrоr*{ э8л8чи,
причеI прп !'2rrr.,.r/У его шодифшкация эаклDчае,тся в адrене соотно-
цеспil /lz' /, /Igl / на соотноцения

/l-fl _У1;14.;'r-,
' t'tluF-tлr,t*

фП , z.аz

L-,

?nrI

l/;,
if-] _/rur/|,оф [,

F' фл.r7,

, Fr/А-ff ,

-it-, i-0,/.

i- 0rf ,

гдспрt{ l -J полагаец

ф'-',а,лф',
:-

4,На послелЕеtr щаге (/ - r{) получаеш величину

ввачениD оптицrrtе r; аадачи /l/-/5/.

котоFlх

, paBH},D

Переходиrr к pecCIoTpeHиD второго атапа реtдения ocHoBHol аадачI.
Поквrеш, кек наЛти одIн и8 оптицaJIьнt!х наборов €r/'- |7, прч

,

п
|! - |ra'' - 

;Э9 {
Тав как в процессе работц первого атапе проt еЕуточнще реаультетц

Е€ эепоIDlпgлись, то второfi атап будет сосЕоять в последовательвоI пов_
торевии О реэ алгоритша ЙJ пер"о"о этепе, где fl _ ч}tслоrцt8гов1

равное числу перешеншх, входяцOtх в оптrlшмьtшfi плая, з 9 < 
I,rUц

Расчетш по алгоритrry Й ве каIдоli шеге второго 9тала ааканчивеDтся
только по!л9 вшполнения условиf, /4/ , /5/ , поско,Iъку оптиllшьное ана_
чение целевой функции loteт соответствовать и набору перешенrп{х, не

удовлетворяшЕtх "блочнцч" ограниченияu.

Допустич, что перече""""'аПrj€}р, Р,К* , входяllие в oIITll-
чаllьвцfi плая, JEe наfiденш. ОпшдЪм влгоритм нахоtдения переменшх 4,
глеjе/rс . Щlсть _Р _ число у8е восстаноьленцшх алементов " r !,
блойе.-3начение целевоfi фуакции на невосстановленьщх "n"u""ro {9'}
j -|rLr.i,,/* -"р , в силу принципа оптиrrальностх д.п. v"""o f}-j-
-Ё -r3-orr rj €, а аначение правоil части ограяичения /2 / psBlo

ае::';};,|' 1, . обоаначиш ,: # a_u . отаскеяле {
м" ) .,/K-i*Z... 

, fr -/ ос}ществляется при пошоItDt е,tгорrrгма 
"+ 

.
'В-случае /i a 6л вцчислбния проиsводятся до того rrorieнTa, поке

не получи)r Z-n il,-|r-|i) строку матрицц /'//K't+l, в KoTopofi
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необходиlдо определить лиtь элеше "rr 
r!;i' p-4l,..,,fu_,

При N/, lл расчетв по алгоритму Jtr прод_ол[ак,,гся до тех
пор, пока не получиl| /0*, -ю строку шатрицi У'u' , гле7!7rlfu,

/r, - ,-lГ!i-,{4//ч*О|, ,
Дальвеfiщая работа алгоритrrа .й, в обоих случаях сопровоrдает-

ся проверкоfi вцполвения равенства

Ца-п-F7.'-r, /Ф/
гле | соответственво моf,ет приниrrать аначения оrЛ_r*Z до/*-/
uлч от У' лОf* -,l .

При вtлполнении равенства /ЗО/ пОJtагаеll q| - /, lztr-q..rji-/,-O.
В случае r>/^_/ проиэводиш дальнеftщее восстаяошение элецентов

в ,( -rr блоке лрlr. r-r7,r7 + / . Еслп |<.R_l , то все алементц

" ,f -ч блоке Jrае восстановлевц, и переходill к Олоку a rlоr"роlr l ,

где t определяется условuемfr..п.|<.В . СоответствJrDщее аначение

,l" полагается равнцм l2-Z* l .

Оценим трудоемкость работы первого и второго атапов.

F

об оцеlir,е емкссти а.тг Ma:,c::jij.tl{я зодачи /l/ - /5/

Т е о р е !{ а . Лри поt*tощи. описанного алгорчтма.10 эадача /l/-/$/
шошет бшть решена за

12 - п,z/' пI/
алцитивнвх олерац/rt'{ при наличии пацяти

Иz * 8 '*-r,f1,"t r, /sz/

ячеек, ,о" ! -*_ff1,y/n ; о#r^- *.{/r",rz^-!л+4 пz*</rr-Ql*t| .

До к а э ат ел ьс т в о. Оценишчислооперациfi {u. Пgгвшfi

этап рещения зяlачш /I/-/5/ состоит в посJtедовательноt{ приrrененпи

exelоl алгоритма решевия вспомогательноit аадачи для блоков с номера_
uч lr2,,,.,il . При аточ дJtя осJrществления 'tсклеfiки" блоков при r-
- 1,5,...,д/ ссотноtцеЕия /l2/ r/lэ/ 8ашеняются на соотноrценuя /iТl /,
/rc| /. Это иамененше не шоrет привести к какоrФ/-либо существевноrry

увеличеншD.оценки числа операций алгор"пuл al' при приценени;с его
cxeEl для бдока с ношероц К, к=lr2,.,.,lV. Оценку числа операц"й 4
первого атапа MoI'нo получитъ, склад!вая трудоешкости прицеЕен}tя схё_
rд! алгоритуа ,lg' на каrдоц шаге.

q - Р, Г4, (*r- /^+ l)-Cr; #Jr B

на каддош цаге второго атапа, состоящего иа повторевхя алгорит-
ша 4 , определяется ровно одна пере,,енная со аначенt{еI, равнц,

t
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frr- йr+fr,

,Об однош обобщеЕии sадачи о Dанце ?9

:"::Н: ;:; J' 1# :Ч iI; il !" ]" Н, Х; ffi Ч; :: :il Ъ;Ч Z,"; Ц:
i3 реаультате получиr, искоrФгD оценку /Bl/ чuсла операций

rl

'п(ZР,rrпr, 
/*+ ,r|;|flfu s-пl/t! ,п2И

Оценим объем паlrят" fr, . Свяэь меадl К -м п (К - |) -м
цагами алгорит!tа а*1 осучес|вляется только при вычислении векторов
,2-+llГ -, 

/ = Уr2,..- , fuк; Р, 0r/,", , 8 , да,лее работает cxer.a алго_

ритriа решения вспоrrогательноfi эадачи на блоке с номером { неэави-
симо от (К - / ) -го tlвга. Такиrr обрааом, nrn r" Q, необходимая

д|-tI4

для первого этапа решения эадачи /l/-/5/, рл""о8!r_
Поскольку второil этап это лищь повтореЕие алгоритriа
его реалиэации достаточна пашять не большая чеш 4

пzaz
l2,..,llr,

,rh
то дJIя

. 0ценка ,/32la

э

объеriа памяти tVz , необходиltой для решения 8адачt1 /|/-/5/, до-
ка8ана. Этиrr аавершается дока8ательство теореriц.

| З а м е ч а н и я.
l. На практике часто встречается случай, i;огда число переriенншх

блска, которше моryт попасть в опт!rма.lьнцй план, не превосходит еди-
вицш, т.е. /rr - / , l* - О uлч /, К-42,... ,lY.

В этом сдJruае оценки /3l/, /Э2/ примут вид:
lE* rurl/!, iD - ! .

0тсюда следует, что нал!!чие "блочньrх" ограяичениfi поаволяет ре_
шать цадачу /l/-/5/ ( lrr. /, Nor- 0 илч !, К - 42 ,... , r|) ё мень-
щиt и эатраташи liцIинного врешеви по сравнениD с обIrчноfi вадачей о

ранце tIОJ
?. Описанная вшrце схеша алгоритма приt енена I,f ддя рещения 9ада_

чч /l'/, /z/-/5/, целевая Функция которой и!iче вид

! |С6;)а; + t,tz.Oа , /Tt /j.ttl а с

"л" /r,r$,S, 7'.|2,...,fu - произвольш{е вещественнозЕачнце фувкциlс по_
лоаительного целочисленного аргушента.

При этош все скаааЕное относительно мно8ества / " "npy*nyprr
в8аи!rосвяаеfi его алементов сохр8яяется. 0днако, поскольку оптиtlаль_

q ) , гле 8l,-4!,", ,В,ное аначеllrrе целевоf, thrнкции ФорширJDт il
необходиlдо во всех р.с. алешен n фq + 

,
цексиrryча, эашенить на велшчину 

4ff?,e I
Тогда дJIя вцчисл"""g gятлого алепента

сr, стояrшдй под эЕакош

'ii;,o,!:|,ц)
raнolecтBa Н поtребуется - 8' аддитивнtлх операциlt.

обц9я оценка трудоешкостлt решения аадачи /|' /, /2/-/5/ булет

иriеть вид"

,}
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ilil
r;- r2r-Еh(^Эl|-t-;€! D-чr |*l1l , а'

,/tr;, ф--l I r72аz
|-|2,,,,,l

величиноfi

Необходиttше для расчетов величинш

1 операчиf,),

при паliяти

та

где

Iп 4ячеек).

3. Расеrrотренншft елгоритLl так[е мошво исполь8ов8ть дJIя рещения
аадачи о сеfiФаr<, которая аакл9чается в следпощеш. Нqfiтш

) С, _ а;о /эs/
!=1 '

при огр8ничениях: пс

Zаа )- А, /u/
ё,lvо
lra

2 lr., > !, /s5/oUё,l

qс |4l|, l-Й . /s6/

3десь все 4 неотрицетельнце целце.
BrrecTo задачх /зэ/-/э6/ рессцотриll sадаrrу /S5/-/а8/,

где й,

5 - ,Z_, 
Orn, 

- 
rx,at , /э7/

ft n -. /. /SS/
l-f Э

При поrrочпr описанногэ вцще под(ода моrно речцть эадаlу /З5/-/S8/,
однако знак > в ограниченuп /З5/ требует эешенш во всех р.с. элешен_

hf,! j, * r, Ё'* ',

ý

,t|-{cr,-t7attfror,

лиlцьвслучае l.
4 определяDтся р.

g{r)l,

0
с.

u,,-LZ:, l-'{,
рr 0,

i-4/

3амена одного элеriента другим не приводит к иаменениD трудоем_
кости алгоритша.

Далее, приr.еншэ дихотошиD по / , найдем ,л*о" | , uTnfr>r4

" Q_r..| , ясно, 
"no | явля9тся решением исходrrоfi эадачц-/3Э/-

-/э6/.
В аак.mчение евтор вшра8ает бJtагодарность Э.Х.Г}lшади аа внимание

!t постояннуD пошOцtь при написании данноfi работш.

Цоступила в ред. -иsд.отдел.
I апреля 1976 г.

ý
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