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Пусть / -поле рациональных чисел, / -кольцо целшх чисёл1

Р*- .n _мерЕое 9вклидово простралство над Р , (аrё) - ска-
лярное произведение векторов 4 , 8 из Р-, /- -мпохество
векторов иэ,(*" ц"поuисленrrыми комповентаDtи.

Рассмотрим следуюцýrю эадачу

mа.(' tJ) /l/
(a),,1,c)<cl (i= /,, ,,nt /2/

'чс/'4

t\усть ,4=aL/) - матрица l / _olt 
"rопО"ц 

которой о"""""'
4.(j=/,,.., Й), C=(C|,..,,Crrz). л =|de/j|,
'3адачу /|/ - /З/. булем наацвать элеriептарноft задачей целочис_,

ленного линеltного программирования ( Э3lИП ) , если
aj(g'n (i'=l,. .,fr), С€!'Пz, л+ 0, 8cl^, p=,|-/t>a.
Булем говорить, что Э3ЦЛП /I/ - /Э/ имеет каноническиl'л вид,

если

4ir0 (i=l,,..,й), oi"o (ilj) /4/

J'| >о /5/

0 r-о /6/
МЯ приведения ЭЗЦШ к каноническолry виду шо8но польэовать_

ся перестановкоft 7 неравенств /2/, что равносильно умноаениD ll8T-
рицш Х справа на ,матриtl)t а перестановки й , и аашеноfi пере_
меннцх а=Р'О l.гд€ Р - унимолулярная (т.е. целочисленная с

|detP| - l l riетрица, qто равносильно умно]еению l ва Р слева.
Основншrr реэультатом данноr1 работы является докааательство тогоrчто
этих средстЕ достаточно ( теорема I ) . Аяаl:огичtше вопросш рассшатри-
вались в работах А.А.Вотякоаа [1,2_] , по,:учивцего соответствуюЕие

реаультатц, если.отбрасквать условия /5i иJIu /6/.
лемма Эрмита [З,4] . .I[ля всякоii целочисленноli невыропденноft

швтрицш ,{ сJrществует такая униriодулярная матрица Р , что элешентц

0, ( i=lr...,rъ ; j-,lr,..,rtъluатриtlш б =Pl удовлетворяDт условияц

8rl (i- /,,..,fr)
Ci>7 )

ci<7 )

/7/

/в/

/9/

>0
-0tij

o"l,j <8.
lJ

a
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Неаначительнцш иэшенениеш докааательства пре.ФIдпцего реауль-
тата xoteт бнть поJrучена

Л е ш ш а I. Дя всякоfi целочисленноi{ невшроаденноl,t шатрицtл

f существует текая униliодlлярнея rtатрица Р , что элешенrп ty
(!' - /r..,.rt|. I j = /,... , ф) шатриlщ 0=Рl удовлетворяDт

условияrr /?/, /8/ п

"oo""n условияtl /'r/, /:)О:

.ltдя докааательстве аашетим, что элешентц шатриtlý 8 удов.пет-
воряDт /q/ п все ее главнше шинорц полоIительнц, что, кек известно
fэ], обеспечивает неотрицательность алецентов шатршцл в'| .

ни€ теореt{ц следует иэ лаr.}щ I, и рассшотриш случеfi оlfi о

Прu tп- '| достаточно полошть Р- (l ) grги Qrr 0 п P-rt )
при On< 0 . Предполоrиш Teoperry докаэанноf, ПРПrtr=/' - / и рассшот-
риш случаfi l?L - п

Не ушеныпея обдшостИ, будеШ считать, что t-de, , так как в
противноl| случее достеточно воспольаоваться леIцоtr 2. týсть б, по-
лучается и8 oj отбрасшвениеrr первоfi коr.понэнтц(i-t...,rO)u Pi

ill i !,^"!"*

Хорошо иэвестенЕ2, З] такае следmчп.tfi реаультат.
| Л е ш ш а ?. Если наибольшrft обциft делитель /НОУ кошпонент

|а; ti-|r,.,rrzz) вектора l равен d , то существует такея унишо_

|лчr"R"""llатрица Р,что Рl-И lгд€ q -BeKTop,yKoTo-
l рого первая коtiпонента равва l, а остальнне-0.

| Л е ч ш а 8. [О] . Дя всякоfi ЭЗllJШ сJrществует вектор t! та-

!койl что вцполняDтся /2/ u /3/, причеш

' 01C1,-(a1,,1')<6-t q,|,",,fr), /|l/
| Л е ч ш е +. fiycT"' i-lОцl(i=3,.",.,tп;i-4,,,.,,ttl)подuатрица

| ,- -!)-го порядка цвтриtý[ 1Jcaol (!!,..',,rо; j -fr...,ta),"=!''rr,
|Мл"i-Ъ4удовлетворяет услоьча /i/, ,,l'>o , iEo , то l-|>o.
' Т"* *r* i''>g , ж наfiлутся такие |z,...,/п t что 7l> 2

( j - 2,...,f, ) " Za,;i?tr} (i=2,.,,,|O) . Не ушеныlая оФц-
ности, lloEнo считать, tтЪ lrZuorjtj I a У , так кек в противнош

случее $ Ч'-2,....,ftl) шоrнЪ поделить не достеточно болыдое чис_
ло. [ýсть aj - J -ея коllпонента вектора 2, L+ !t. О,

$ - 1 * 
И, 

(j -|,",,f,) . тогда Ii> o " п"iVjr 
Oci,|,-.,rtz2,

откуда по теораltе 6.з иэ [5] , следlет тробуешое уtверrдение.
Те operte I. Если J целочисленная неЕlроIд€нная шатри-

ц8. порядка пl , 6 -BeKTopl l__ая кошпонеята которого $с /
t i, /,...,fu) , TeKot, что р -.!'|>а и нод{еr,...,lпI-dtпрiо 

'-Oa0-0),то сJпцествуDт такие униllолулярнея чатрица Р и шатрича а переста-
новки ,7 r ЧТо ,l'= Рlо удовлетворяет услови яу /4/ ч /5/ ц- Н =d,er.

Д о к а э е т е л ь с т в о. 3аllетиш, что при /r4 утввр*де_

,



0 Dешеаии олементарно!! аадачи 7I

a

j _"" коrrпонента вектора Р , тогда

Дpiъr, б /lz/
так как ,у невшроо"денЕеяматрица, то равг систеriц векторов

йr. ., б" _ равен а - / ш, следовательно, найдется такое к ,что

,Lrona"'' .tr= с,й,,,., Е^ _r, аб *r'.. Z/, )нешIрошде:а 
" р- =i't-dr) D О, tlусть

dl - НОД|tОr* ,, ,а**| uаu 0 а Q ' съ- l )- мерншfi век_

тор, первая ко!iпонента которого ра
по предполоiен"ю индукци}t найлутся

шатрица Е перестановки й lчто

вuяч /4/ ч /5/ ч Рd^ - -44 .

týсть е=('rЬ
вящая на I место к

вна I, а остальнце -нулl,t. Тогда
твкие уни}rодулярная шатрица Р и

,4: - Fiа удовлетворяет усло-

q
l0
0F( )

так да.лее, на к -ое - (к - | ) -цfil и оставляDцlая остшьнце столб-
ц{ на своих шестах; l, =| l02q " 4; -алешент матрицц .Ц
(i =|,...,ni j =l,,..,to). 'l

Как и в [2.] , рассмотриr, систему неравенств

)

о..
ц

1l,i <-о; (j=2,,..,fL)

4, _ rrатрицеrста-
-цfi столбец, на ?-ое - I-шfi, на 3-е - Z-оfi и

/lэ/
fbта

t. -2

t
По леrrше 3 она иriеет целочисленное ре,tц€вия r'=(q,..,,Оп) .Гýlсть

f -"д""".,"ая шатрица порядка fr, |, €=(i Ё), 4=?ц.

эач /4/. Деfiствител_ьно, при oi +t , j + t это верно в силу вцбо_

рашатриц Р u 8 iпрчi=l, j*/ _таккакt2удошетворяет
систеriе неравенств /lS/i прч i,+ ,| d в/ иrrееш а!r--4aО ,q;- Ol!"-2,...n,

Осталось покаэать, что aj. > О . 3ашетиш, чтоJ[а равенства
0 .,|р и вида шатриц q ;' € следует, что d, -i rj О;. , где

Р; - j -ая коriпонента вектора f'-а;'аr-'Р ri-r,.J..,'*r, и предпо_

лоtение 4, < 0 привело бц нас к противоречиD с теш, что d> О,

'!i'-:у'"r:!r":О 
nr",|о!":r"r;;/", всем предполошенияll леririц /4/,

то Д;' > 0. TaKiu обрааоri Teopeшla доказана полностьD.
Кек обцчно, неравенство

(&,e)<f /l4/
на8овеч правильншш отсечениеш, если для всякого У , удовлетворяD-
щего условпяч /2/ п /3/, неравевство /14/ справедIиlо и сJ,чэствуст
удовлетворяыц|l /2/ вектор U' такоfi, что (О,ОО') > У

_týсть РС=(Ф|,,..,,&r)- решение систешЕ уравнениfi ./lf* = С ,

di.V:1 - наибольtдее цýлое, не превосходящее u: (i = |, ,,,,пL),
fuя решения Э3uЛП /l/ - /3/, прпэеденноп к каяоническоlry виду,

предлоrиш а.rlгоритri подвиtки (ср. EIJ) , основвннцfi на следmчшх л€ll-
raax.
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Лемша 5. LZ,T7. Если наftдется ic {l,.,,,.rt | такое,
что 1ri / Е l то oi * d: - правильное отсечение.

Л е ш м а О. ГIустi dlC dr, ..., d*) € 7-. Если неравевства

Ч,'d; (i,,lr...rfu ) вtлполняются для всех d , удовлетво-
ря!аlих /2/ u /З/, u существует j такое, что ( аd. , d )> сr, lTo

Xj 
_' dj - l -правильное отсечение,

Д о к а э а т е л ь с т в о. .IIrтя доtсазательства к Ееравенству

lаj,u)ёс,п?:4бавим Hepaвe-rcтBa ,ч;ьdr,у:dноtеняце на неотрицательнце чис-

"{' 
'c-Lgl (irj).Получим олч Z 2 -P_iaua;=9, Zr,d)*ajjdj

откуда с учетом условия /3/ u 'неотрицательности oji еледует ут-

d: -VЛ Р.|,..,а).llо.доrить d"-d| ,..,,dio)

шаг ý . Если (q,,d'-| )<с; сi-l,...,по), то drLИГ! ,,.,d:') -
рещение /|/ - /3/, стоп. В противном случае HaftTui-taiпll/Ч,dhll>Cr|

и полоаить d!- а!-/С i#7 ), dr| - d;-'- / . перейти к rцагу !+ |
Т е о р е м а ?. Решение ЭЗЦШ /|/ - /З/, приведенной к ка-

ноническоtf,у вилу, требует не бgпЕg d(А-l)шагсв, где б есть сум_
ша элешентов шатриtlt{ J-r .

Д о к а а а т е л ь с т в о. По-леrrше 3 сlшествует вектор t2-(t2l ,

...r{rn 2 такой, что вцполняDтся /2/ п /З/. Так как все отсече_

ния, испольэуешце в алгоритме подвиЕки пРавильнце rто ts, <С/r| для

всякого J ,откуда,каьи в LI 1 ,слелует оценка для tlисла щагов t sл-
горитме подвиIки t sZ r d,? ,41 .

пусть f =(/,,..,| ) и Сr: = (оа,, ') .тогда .?:ai{i)<Za/roi)=
=(ио- tl,/l =с lrс tl,'-o), l'l/)=rc - с', ,l-?) <(А -l)q l'|)'=-'uco - , , ,
что и требовшось.

J

верIдение лешшI.

Мгоритш подвишки.

Шаг 0 . Наllтu 71,o и

ц ý=l .

Поступила в ред.-иэд.отдел.
23 сентября 1974 г.
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