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МИНИМДКСНМ ЗАДАЧА СТДIДДРТИЗАЦИИ В УСЛОВИЯХ НЕOПРЕДЕJIЕХIНOГo

спрOсА
Ю. В.Шамардин

среди классов задач, появившихся в связи с проблемоfi оптималь-

ного управления проиэводственно_экономическиuи, технологическ!lми ::

другиt{и системами, значительное место занилrают задачи выбора опти-

шаJrьных параметрических рядов1 Т,€, эадачи стаfiдартизации типов и

основнцх параriетров технических издеJtий. Рвэличнце постановки этих

эядач, методt реrления, литературу мошно наr(ти, например, в статьях

[l-+]. Коротко суть эадачи стандартизации эаключается в том, чтобц

иэ некоторого мношества требуешых типов иэделиlt вцбрать Tak.orl конеч-
нцfr набор (параметрическиЙ ряд)l с помощьр которого спрос на требу-
емше изделия удовлетворялся бш полностью и с.наименьшиши аатрата!rи.
Пэи этом спрос предполагается известЕt{м заранее1 т.€. до выбор9 ря-
да. 0днако, в некоторцх практических прилохiениях спрос на иэде.тия

становитья иэвестным только после выбора рядаl а до этого иавестнц

лишь границt{, в которцх мошет реалиэоваться спрос. i] настоящеГt ра-
боте исследуется одна иэ воэriоfiншх постановок задачи выбора опти-
!i[ального однопараметрического ряда именно в Takoit ситуации.

ý I. Постановка эадачи

Пусть имеется м типов иэделиj"{, занумероваьншх числамч 7|?,,..,,
tl по возрастаниIо основного параметра. decb процесс создания

параметрического ряда представим как трехэтапныfi лtгровоfi процесс:
I)Сначала первыlt игрок рещает вопрос о выборе рядаФ-(!tо,эlrаr,,..,h).

Здесь0=3о<Сr.lr.,,.<lоr=М , n - целше, /<rtl 4М . Мнохество ря-
дов при фиксированном lrL обозначrrм череа !|n. Одновременно этот
8е игрок выбирает веллtчины 7Е - колrlчество произведенных обраэцов
типа aк , K=/rtTz .

2)3атеш второfi игрок выбирает параметрц 3. - Фактическ}}.r !IoT_

ребность на интервале (frк_r, ал7 . При этош предполагается, что
эначения переriенных, выбранных на первом этапе, известнш иу(а*_r,а)€
_( lK -( Р(a.-r, ftл ) . Неотрицательные ФункциИ f (а*-r,, а") ,

?r.Z*_l, 2*,) эаданц. MHoirecTBo всевозмоrных векторов спроса
Е-4, 1,,..,Il при (Риксироваявоt{ ряде a€,|4 обоэначим череэ ?rа).

3) И, наконец, первцfi игрок, эвая эначения ве.:ичин Е. ,к=li,
делgет перераспределение проиэведенншх оOразцов. Булем счr,lтать, что
обраэец типа z( моеет испольэоваться только вместо тt{пов lr2r...rn
Цель первсго игрока _ минииизировать эатраты, свяэаннце с созданием

ряда, цель его протt{вника-максимиаt{F,оаатьэти эатратц. Под эатратами



L*J k.. Б. iilэrrаод;,rg

будем пониtaать cyl{My

S - z|c?z* ) т с (2*) 2 + d сс.,эк - цrкr1
K,f

lrL

Здесь lc.-| l*rр|zк,z.,) , где р(lк,с.-) -колич€ство
i,K

сбразцов типа ак , которые моает заrrенить один обраэец типа q, ;

€*i - часть произведеннцх обраэцов типа {. t преднаsначенш!х

д,тя использования вместо обраэцов типа ак в интерва.ле (n _lrr.1,
при это!i

r -f
Множество всех наборов l -l1лrl , |<К< t'< r77 1 т.€о lrнor€cT-
во всех вариантов перераспределения, обоаначиr, череэ g .Фýlнкция

d{C" , d ) имеет смысл цпраФа эа рааниtцу в l единиц меадý/ спросоt{

и пr.,едлоr,ениеl, в интервале (ак_ l, zKJ . Неотрицательнше Функции
СО(ав ) , CraK, оэнач9ют соответственно начальнше эатратц и

етоиtiость проиэводства одЕого обраэца типа ал . Сформулируеш 8€-
перь основную эsдачу: найти параметрическиfi рядl на которош достt[га_
ется величина

aai?L 2"л..'п- ""tl'a_ a|4Е 2_,rз4 t ., /l/
f <;<Н zсIц 7cQr gс3со Bi'| -

ý 2. Некоторце об:lие cBoficTBa эадачи

Дя сокращения эаписи, если рассуlдения ведутся при фиксrровав_
ном .rСЦ4 , величинц C?z. l, c(z.) , p(2Kl1.),fr+_/a.)
?LC*_,, 2, ) , /l.z", / ) булеш обоаначать соответственно череа

'i, 
Сд , /lo,, f. ,1, drCll , .I|длее, rrусть

na
Н r1/, 

"'= tr! ,?r, 
(зх- ,сrв ) , /2/

Fr",vl =Iffr//rB,y,E). /з/

TeopeMaI. IýстьФункltия drlrtlr/</ZH, tcPl ,

выпукла по ё при любом l и

любом Фиксировацном '€ 
Хп|

I. Функция Frz, / ) вцпукла n.o 7
з. frз,у2 = rqz Hrzry,E/) , глео j=й.
и

7l=rз/,1, ,/2c!r-l

,'= |а , lKo.> О2 lr,' 7о' '

gJ'
к Ё
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Д о к а э а т е л ь с т в о. I. 3апишеш выра.аение /Z/ в сле-
дпсщем виде:

Н(17,r,= #!о #"а |^54,rr,ir-,r.,,:ir'^1L, - 7,)i.
/ < к <i<tt"

3десь aKcTpe!tryrfi{ моано брать в эпобом порядке в силу известшх тео_
peri о мивимаксе (вапример, по теореме 2 иаL5]1, поэтоцу после пре_
обраэований получим

НС4 pz s = ffi_ i r( 
S^c z",а(^ )+ ас* z"- z. у. ),

где

dK - .пL, = к, t-rz

t" ( Е", d, )=п,аа'/z
,"lK

/к. , К-П, /4/

Подставляя получеяное вЕра.шение для Функциu Hr4v{/ в равенство
/З/ п шеняя места}itи riаксиr4умш, получаем, что

Frа,7'= -:;_ ZъrЕ(!*{Е,,а")+е"зf а*7* ). /5/

Таким обравош, функция Frа,vl есть максишум иэ функций линеftнцх по

У , откуда и следует первое утвершдение теоремц.
8. Фrксируем некоторое а-С,(*. Найдется такоir Borrep 7' ,

О</"* , что о* 4 О псu .r< 7i u dк> О пр!t К, 
а|.

Обоэначиш череа t(dк ) такJпс точку ( конечнJrD или бесконечнJrо),
на KoTopofi достигается величина

ý* ( q, d* ) -- ffi, (d*ё >-а-", / ) .

Так как фrё't - вшпуклая фувкция, нетрудно покааать, что

аg+Sсв .\ |a^rK*) пр}t Вк<ё(*),
к к ,к *,d.)= l

[{a.", d" )+Ф. е* прu Д" 2 / Саr).

Из этого соотgоrцения и условий теореrш следует, что функцuя drXK+
+ J*Сl.r&r ) не воарастает по Z" прu d* -< О и не убrrвает поЕл

при n,4 О . Фгсрда шаксиrqрм по € в /5/ достигается на векторе

CEt, З2r..,,9л ) с кошооненташи

х*=
ПРИ К< /,
пР}t К, l

ч,

|d^ctl- ол/]

YK

Е^

Иэ последнего равенства легко вцтекает второе утвеDtдоние теореш[.
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.Щокаааянше своftства поэволяrст пришенять rreTo.ФI вцгуклого
програrir.ироввния при поиске минимума 1о 7 в аадаче /|/. Мя вы-

бора re оптиriшьного ряде в общеш случае пока не удалось найти

шгоритша а(DФективнее аJIгоритriа полного перебора. Однако при не-
которцх ограничениях для поиска оптиша.львого ряда llolнo приriенить

динашическое прогреriшировщtие.

ý 3. РеIдение эадачи в одtlом частнош случае

Цусть функчия штрафа

d(cr, ё)-пzааGZ(rr).ё, a(t.)./ ) , /6/

где С(2rr) ч п(zк ) - полоаитеJIьш{е функции, определяDцI/tе штреф

соответственно Еа иэбшток и аа нехватку одного обравца типа zr в

ин,гервале (ак_|, ск1 . lýrcTb, далее, rDункция prz;,z/ ) пред-
ставиша в виде

P(ri, z1) - ,"# , /?/

где ?r7 l - поло8ительная Функция, и вцполняDтся неравенства

со:)?Q') < c(;+/ryd + /) , i= ф1 , /8/

N(i)!(i)4/(t't/)|O't/), i-lTt, /g/

аО)rQ:)<пd+О9d+/), i-t[-7 /lo/

В этом параграФе будет покаэанч, что при вцполнении условпtt /6/-
-/lO/ Ое.лача /l/ УпРоцшется и для вшбора оптиliiаJlьного ряда ста$о_
вится воэ}tоанцш примеЕение динаlrического програшкцрования.

Препде всего преобраэуем равенство /2/ l условивцись пr.rсать f,, ,
Пr, , ?о, вцесто 

'(ёr,) 
, п(ч,) , /(1,) Tarr, где ато ве вш8ц_

веет недораарrениfi.

Н(з,?,g2= пtlп i о*.arzlrr-ек),а^(Еr- 7.rr)) =
6( Е к=/

2ta

.""2a,Q<*"3
к=|rz

В последнеш вшрslениlt экстрецушr шоIно брать в лrбоrr порядке (cra.
т€ореlry I в [5] )r поэтоrtу после преобраэованиfi получаеrt

Н(lv,"'цff3 Z,*^"_ - #'п+ч,/; ),

t[усть r'r - ?f Ч. 
'" 

: Испольэуя cBof,cTBa /9/ ч,/IО,/, последнее1.4r
ревенство нетрудво привести к ви.ry

raCR
lc! хо|

Z*^(a<-€к)
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poв}Hвori ряде СС I^,

на шноtестве
Y=

нrz,?,rr- q.fff.u,* 2*# ". /ll/

т е о р е м а ,. i?r!Ъ1?""irh?Й r"по"пft /6/ - /lo/ и Фикси-

бз

шиниrýrм по у в эадаче /l/ достuгается

{rт,, у,,..,!,at I 
u.H <t, i -r*|

Д о к а э е т е л ь с т в о. .I[остаточно покаэать, что для лЕ_
боfi точкп trе К? наftдется точка ? rY такая, что

Е9 .?'

Z ," 
7^ 

+ Frr, ? l , Z ,. v.+ Fr а, 7l. /т2/
F-l r-J

Все расс5mдения раsобьеш нв три rrункта.

,4 I. týсть f 'Pr " ilrТ . Рассrrотрилtточку;/=а,а,..
=(Т, %, /r,...,r/). Испольэуя равенство /Il/ , для rщбого tcIrrl
получаеш

й)=

Нr47,D=(g - zr)-/n +

Н(4t,Е)=(Т-чl о, + 
уz ._{!1.u,* 2Т ".-t914 Ф"-<Qgr

Ь этих равенств вштекает, что Нl.,с, vrЯl >- Н(z,?, Cl, откуда
Frа,V) > Frz,!) . кроше того, очевпмо Сr/r2 Сrt . следователь-

но
rfL rrl

Z ,*3^t Fro,?l * Z о" 7, + Frz,7l
r =f K=f

2. Iýсть r Kr и Еекоторая коlfпонента fr.rt , |'22
}tспольэуя /I I/, по.lучаеш

,+t

п14lа 

'
{r.dt <....r* а-1h< ll"-< п.9

Як-Vк
/.

dк

l"a

Н(t,ц , )- 2ааz ( rr.аrr- .г, t| <4 <,.. <'l_tsor:+l<.,<tlл\?o._r<t/i<4.*,
ýа

K -,f
)?.

-||r<tlr:<a, 9. -1h</;<1.9l

€к
сr -r. Е

,

' r,.,, uta{n*^( }.# *-(#, Т)!,)""
.rt-). коцпоненташи 7, - !х при

а,- t .Тек lе, как вцше, находиц,

Расшотрчrr точtry 7^ - ( Л, Д,
,::-r', Z: 1_1Т,эi-F,,

,
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нrч/, в l- 
оr r., .ц.f- l } |, - 7-*. у*( а;-г.|lы. -Щ)r.) rnt

,r,9,r:r!:.7!*|*7,-,1'* 
-К' \ Р;'-

С.эавнивая выраrения /7З/ и / А/ п замечая, что

fu*t+=**ф,
получаем, что Нr.r,7'Z)-НG'йF) длiЫех ! e'"l(z,,' , откуда

F4P= F(1/l - раэность

(r, 
-, 6l-r*c; 71)- Gt-t Л-.r*Co.z ) = Т ,, fl- |u /r,_n)>. о,

тек как uэ условuя /8/ 1 9;, 4;_r?r._, . Следовательно

,rL |r+

' 
rr^+ F(4 ? " 2с. 7, * Fk, ч2

к-| 14
3. Воэьшем проиэвольн)rD точку 7, ?: и построиrr для нее

точку i 17 ,_ введеннуtс в начале докаэетельства. Если 7rr ,

то полаЬае" r--/ . Если Fa r , то нЕкодиш первое И, "о 
своfi-

cтBorr 7r, t , просшатривая компонентц в пОРядке X*n,/--,.,., V..
Так це, как ато делалось в пре.ФIдпц{r{ rryвктах, отстроич точку

/ -rv;, а,.. , /л), причец П = t il
ln ао

Z q v, * F(э ?l , ) с, ц+ Fr,c,7l
l(-t K=l

3алэц описаrrвьтlt процесс приrrеЕяеш к точке

рез lrэ rдагов будет построена точка irГ v . Не более, чеш че-
, удовлетворяDцlая ве_

равенству /lZ/, что Е докаашвает теореr,ý, .

В точка:< T(r вшраfение дtя Фувкчич Fra,7l yotнo упрос-
ТИТЬ. Дя ЭтОгО Функцvп H(r,V, Е) шэ равенства /ll/ подставиш в

/З/. Полryчиш цепочку равенств

Fr4 vl - #ь т -1-Т | = ru;F_T r -

?. '-}ffil,+фz
o<€*f.,1{,-

t^ 1 ак?*
- nt?3 (
|- "7

-trhc ч...,<цо K.f

,+ааз
lýл

= r"2а2 (
0<е'< €<rа\ Т r r-,1 :3 

- !, )о^ )-,,щ ё; q ),
a

I
Кз4

.t,lr*Z Ч-7r)о*, |-о7, /|6/
FfL

где

t;ry; -!,#
r.с +l



Минимаксная аадача стаЕдарт!tqецц![ 6ý

приче!a эдесь первая су}iша обращается в Еуль прId i - 0 , а вторая

ПРИ i- tП
Т е ореша 3. týстьвшполняDтсяусловия пре.ФIддеfiтеоре-

шци
lпrft

Fr(,|,r l* * F'q 7l = Arr li * Fr a, 7, ), /l6/

тогда Fra, 7') а r/zot i (7ч - $с7.).
,,qr"o

док аа ат е, ьс тв о. гýrсть t-|r|ё;{уЧ-F{аgfl| iff'
Предполошшl4, что Fra,yr)> toryl) , тогда 7;l / . компоненто 7i,
|; , . .. , v;' не могут одноврешенво равняться нулю, так как в этоl,

случае бшлб бш 9 rrl < to(/a) , что противоречит предполоаению.

Следовательно, нdfiдЪтся 7r',0 , /'l,.j . Раесrrотриriточ-
IGy V-(E,71,,., ?*)'-- ?1 - 7** при K*l, Fa.t-e
JIля всех itt

l;r/l-ё;r7,)- r '
и при достатоtiно малом €> О

Fсз,7 2= Frz, /* ) - ':9' ," .

r,
0тсюда

ttl пl

Z r"/,+Flz,/)-Zc^7l tF(з,!, r-(сl* 
Тr. , .

к-] -:
, Zc*li*Frz,7'),

| --J

что прст%воречпт /16/.
иэ докаэанноt"l теоремц следует, что

2с |r'

trr 
(:, Сх 

FK+ 
Fa,!)-ycr,6r7!tiv, 

,-srQr+ * q)

Исполътя равенства /l5/ u преобраэуя систецу неравенств ёоtуl>.|tР,
i'Г.tЪ , получаем, что поиск минилdума по У в эадече /i/ прп-

условиях /6/ - /lO/ есть след-юlц8я еадача линЬf,ного програlо.ирования:
rll

Irrri*с*7*+Q-r.)пr)_r+лim /tz7

il СТ + оr) с1 - !i)> о, к,й /rc/
i-J

+tс
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0<yK<t
f;,QQt+ Q о;r;

K-frrtz /|9/

3десь fr? '
Теперь для вшбора оптимшьного параriетрического ряда шохно прице_

Hltтb динаr,rическое программирование; Ддя этого ааФиксируеш аначе-

нис С|, /<оr<П и введеri функчип

ý Сё)=па'а rта,.;r, ,п.оiСсо:+сrу+t|-у;)\.|, /2о/-| 
ftL> l 

'|< 4<..,<rй=К 7 l.=fzz,_ це.шле
где шинищru по f, берется при ограничениях:

Оп"и" t i,Й,
,|,tТ*п,) 

{v,t -l,)> о ,= й ,

3 r |,2,- *ц) q: - v)> tЁ,' k

N,|i4N;

ýrCt)- + а , если лrиЕиrrуш в /2О/ берется по rryстоlry шlо-

G ra l о rTl|tr 2rаZ Г
!(r l,л> О, к -,,* 'i )rсl*q,2tЧ-л; )п;) +

-1

Полошиrr

хеству.
Очевидно |COl - миttиtцуtl в sадаче /|/ по Bcet{ рядач с фик-

сированнцr. членоr,l е, . ЕЕпицtец рекуррентЕ{е соотЁошения дJIя вцсис_

ления 9лrОl , опуская обшчtше для д{наrrического програшraирова-

вия расс}пlдения. II;lсть

R{!, х ) - (е,к ), (r. )+?t к)пк
а(ч)N,(tr, + a{K)9(.r )

Т( Q к,t,л/) = пzаl ( Q t + (ff * о6)Сrl-rrlКl) .

Тогда ну8нце соотношеrlия имеDт вид

tr ft ) - r, t (* o r*hr, . 2 РО{* ) r 1 ск l, o+c?cf, к ) -r)п (к )+' ( Г(!, к,ё, r'fJ,

t t ё ) - о . rР#r.о,., |c"r q п с rql,, + (? r ао, С, ) - tl ) е rar|
' 

Pta, bЙql1 (l k, t, )-а)>ё
Такиш обрааош при ограничениях /6/ - /IO/ аадача /l/ рощается по

приведеЕноfi cxerre, правда, с полншш перебороrr во перешеввоf, 1|
Есди в условиям /6/ - /lO/ добавtлть ещё олЕо достатоrлrо об_

щее условше, то поиек опти!lального ряда в 9адаче /I/ эначuтельЕо

упрощается. Чтобц покааать это, обоавачиri череа 6(а) еначени€ Ец-
ниrryца, в задаче /l7/ - /l9/ п сдедее!, следrD!тле преобравовдпq

- frцri,rТ-d(у,-!iliJ -
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2' Еr-)(+ 
- oi) 7i * 

1,,,, 
- t о,il

'47ffi!,7 fr Г,i'п -о-(Т-о)Я+)н

|О при t> о

lE, при ё< 0

Полоrиrr п

hrft) =ota}t G 1)=

14ýз
K-i

х*'

в атих обозначениях

0 ra =o r,u_#F ." |Р:- r 
о * h; G; - а,, Ч *,) п) - ( Т * о ) 7 ц]. пт t

легко видеть, что

'О''rп,rry:r,*irГ l , /2z/

где в кв9дратнцх скобках стоит то ше самое вЕIрsдение, что и э /2l/.
Нетрудrо подсчитать, что максип4ум в /22/ достuгается при

Fi-,**P,Ж)
и равен

ЯРi+|п;-(Т,f; 
+ п;t )/i) /zз/

týсть теперь

{,0=йЕ(r,ffi
и вцполняется слеýrЕщее условие:

7rt,o>nr?,K-!), /<!.х<М-|. /24/
0чевидно Пl- ?(q, ai ) и при условuu /24/ ишееш неравенства

o<F;. Ц_r. . ..* ц' .

Следовательно, Ееравенство /2Z/ преврацается в ревенство п Оlz)
равняется су:Uшlе /2з/. Обоэначим l -ое слагаеrrое в этоfi сушrrе
tтерез

/tq, "r_r, 
q l-о?zо,1+?rz.._r, а; ).пf 4; ) +

* (tfal)QLt,l,, 2,rff'FЦ,f, 
z; )+п(q)?{ап,,r,1,D rrcr,4,),

Теперь последниf, реаУльтат параграфа мошно сФорlryлировать так: при

вцполнении условшй /6/ - /lО/,п /Z4/ аадача /l/ свод{тся g rя\оч€

I

t

t
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lrt
r"ч;п пu'а

/<r?l<H 2СЦr, ,=f

При фиксированноli эначении Z, ата эадеча эфФективно реrлается
диrrаrrическиц прогреr.r.шрованиеш Ссш. [а ]).

В аак"точение я хочl вшраэить благэдарность cвoerry научноlry

руководителп Р.!{.ларину эа постановку эадачи и постоянное вниша-

ни€ к реботе.

Поступила в ред.-ивд.отдел
23 сентября 1974 г.

Лцтература

I1,tшадл Э.Х., Дечентьев В.Т. 0 шетодЕк рещения некоторщх эа-
дач оптиши9ац}rи парацетричвских рядов. _ "Стандертц и качество",
I97I, внп. I?, c.I0-Ia.

?. Гишади Э.Х. Цбор оптишельньtх шкел в одво[t классе эадач
типе реэшещвния, униФкеции и стандаргизвции. - В кн.: Управляе-
role еист€rсr. Вlп. 6. Новосибирск, 1970, с.57_70.

3. Вереснэв В.Л. 0б одноfi ведаче шатеuатической теории стан_
даргиsации. _ В Ен.; Управляешше систе!!ц. Вtп. II. Новосибltрск,
I97з, с. 4э_54.

4. fuеличев В.А., Ковшев l|.M. Рецение некоторшх э8,цач вог-
н}rгого програltrlирования шетодоrit построения iTосл9доват9льньrх пл8-
нов. - "Иав.ДI БССР", серия Физ.-мат.наукt l9?2, вып. I, с.65-74.

5. Гольlrпеttн Е.Г. ittпуклое прогрsмtiироввние. М., ''Наука'',
I9?0, 66 с.

Z /r.,, n_l, а; )
D

J

,


