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В настоящей работе рассматривается следуDщая эадача. I]ycTb

эадан Z- верчинttшfi неориен,гированtшзl граф а-(\И), в Koтopor.

каfi.lому ре6?у aijca, /<irj<п, лрцпuсан вес рц , гле paj - в€-
щестзенюле полоrительнце чиела. 3адача состои,г в Totl, чтобш наfiти
Taкorl наборК,lСЪ,rJебер граФа d] (покрытие граФа d) , что кslдая
верцина граФа инцидентна хотя бш одноlФl ребру иэ набора { , при ко-

Topot{ егс вес Pr*r;o2rl, минимsлен ft] .Точнее,требуется построи,гь

достаточно эффептивншt'i ал;оритLr для решенilя поставленноfi з8дачш.

в рабсте приводятся эквивалентнце постановки исходноft эадачи

и предлагается приближенншf, 8лгоритлi А, д.ля которсго априорliая
сценка относительного уклонения получаемого рецения от оптимJпrа не

превосходит l/З.
ТIlудоешкость этого алгсритrrа составJIяет порядка -Пt dлемен-

"арнцх 
операчиfi (под элементарной операциеfi понимается ариФriетичес_

каа операчия, либо операция сравнения ) , причем в класее всех дву_
дольных графов он приводит к точному решению.

Вее терминш, относяциеся к теории графов и испольэуемце в на_

стоящеft работе, моц,нс нgйти в книге [а].

ý I. Эквива;еатнше постановки взвешенной аялачи о покрштии
или 33П .

Очевzд:;о, что при рассмотрении задачи достаточно огран;дчиться
связншмtl графами. Пусть f - свяэншfi граф. ОбОзначиш череэ f, -( Хrа)
полншй l, -верцин:-tшfi неориентированншfi граф, в котороц верш,lнаt

вэаимооднозначншll обраэок приписанш аомера верщин грчфа е l 8 к8:Е-

дс,rу ребру ilц с Гt приписан эес fli, 
^, 

равншfi весу кратчаfiщей цепи
rrех(ду верцинами l л j в графе О.

3аме ч аБ и 
"oI. Вграфе а-(хrа) вцполненоверевенство

треуго.,:ьаика:

Pg Р.; /|/
Л е м rr а .I . Срели всех минимальншх llокрштиlt граФа G сущест_

вует ставдартное покрц,гие, в котором лDбая свяэная компоненте со_
стоит не 5олее чеti иа двJгх ребе_D.

Д о к е з а т е j ь с т в о; [ýlcTb
ное покрцтие граФа е . Тогда, польэуясь неревенствоч /l/, НеСТаН_
дартнур коl|поненту l|ottto расLЕнить на более !iелкие без увеличения
веса. В этсr. легко убедиться с поDlоlцьD рисунков I и ?, где а)

a

Рl^ +

к - некоторое нестандарт-



свяэная ко}iпонента покрьlтия i до раещеплеЕия, б) - компсненты

покрt!тия, полученнхе иэ F после расщеплеtIия.

Рисунок I,/ соответс,]зует случаЕ, Еогда в ком:Iоненте покрцтия

F четное число верцин, а рисуноý а,/ иллюстрирует случай, ког-

да числс вердин в,. коlrпоненте покрштия нечетное.
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Рис. 2.

Этот процесс расщеп.тения компонент мини!{ального покрtт"я ,{
г,раФа б шошнс продолаить до тех порt пока не получиDr требуешого
покрцтия Ко

Леtлша l докаэана.
В дальнейцеr, под Ъ будем пон;tмать любое минимальное покрцтие

графа d , в Kcтopori каrдая свяэная компонента содершит не более ?
ребер.

2.
'6z,|,

тиlt

ству!

р- rr; - Р (К ). /Z/
Д о к а э а т е л ь с т в о: Дltя докаэательства неравенства

7{К ) С /CFrl достеточно вшестс кАтдого ребра 4., € 4 рассмот-у

I

f



54 А.И.Сеtr.lmков

ре.сь кратчаltпуп цепь ме8дl вершинеriи i п j в грsФе 0
тогда }rно8ество таких цепеfi обрааует некоторое покрытие ц гра-
Фв 0 свесош p(l|)<fCK|l

Пока*еш обратное неравенство. Дя атого заметиш, что всякое

ребро, входящее в мини!rальное покрцтие К, является кратчаfiщ9й

цепью меаду сво}t}rи Beprдt{Haliи. Построиrr покрцтие к1 граФа 6
следlDцрtll обрgаоrir :

Zo/ ' R, тогда и толъко тогдаr:согда а;1 сК . ПocTpoeHrloe
текиli обрааош покрцтие К, гра9а d уловqетвЪряет равенству:

р (ir1 - р(К ) . но Рr4l, it Fr) п лемша 2 докааа-
на полностьD.

tl;rсть Н=(tV).- полшrtt ruz -верчшtнншtt (r+1.-2гс) неори-
ентированншfi граф, в Koтopori каадоrцу ребру 1rс). С r, l 1 i, s 1 |ф,
приписан вес Р,|, l гд€

Fi1,, если 'r|, /<fr,I Fij-п,есЛu l< i4rЪ, п+ /<j<t+z, j * i+rz_
р:.- | 

rУ-П''-^^ 
.- .- 

о Jfэ, 
/з/-а 

l n, если l<i<п, /-l'+п,
|, О, если п+/<i, /'<п

Обознччии череа r - {- } u"o"""rвo Есех соверденнцх пцросо_

четаниlt в граrф rt u alo С tХ - киниllвJIьное coвepNlteнHoe перосоче-
1lание.

Т е о р е ш 9 I. Дпя всякого графа е вцполнено соотношениеj

р'(ц) -F(K;). /4/
Д о к а э а т е л ь с т в о: t-ýcTb 1 с V" -паросочетание в

графе Н и пусть о<|r-tакое паросочетание в греФе Н , которое по-
лучено иа Ц после удаления ребер с нулевши вэсоll. Iýтеш попарного
склеивания верщн с номереши i , l'+/L,l<c'<t1,, в граФе l/ , пароео-
четание 4 преобраауется в некоторое покрцтие r| графа а
Тогда иа определения вэсов ребер граФе Н сле.ryет, что

р'rrооl - p'rczrtaPri l> y'ri,l /5/
Докапеrr обратное неравенство:

p'rrlo )< F(ro) . /в/
Дя этого построиш следпоцее соверrденное паросочетание urсV

таri_ое, что Р'(Ц1- Pr|l . tфr,цоfi свяэноfi коr.поненте покрцтия
,{,1состояшеfi иэ двtrв реберrсопоставиll паросочетание в графе / ,

кек пскаэано не pttcyнKe 3) , где s/ - свя8ная коllпонента покрштия
ro графа а , 6/ - п9росочетание в графе l/ , cooTBeTcTBJm_

ulee рассшотриваеrrоfi кошповенЕе покрштия ro ..
Рисуноt, 4/ соответствует случеD, ксгда сЕязная коuпонента покрц-

тия К, графа а состоит иэ одного ребра .
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Тогда вес перосочетания 1rW, с yl:iTori /3/rуяовлетворя€т
след/Dщеlry веравенству :

P'|-ro)<l(arl-il,|)
Неразенство ./6./ докаэано.
Иэ сопоставления нё1,1ц9ggg"" / э/,/о/ пс.туч8ем нерьвенстFо /4/.
Теорена I дскваава.
Такиtr сбраsоrr, В3П в z -вердиннсм rраФе б мскно cвecт}l к

эадаче шив}tllаJtьного созегшенflого п9рсссчетаБия ( ЗШlСfl ) в Heкoтcpota
rta - верlцуlгlном графе l/ , t+zп2п.

}го сведение эаклюtlаетея в еледующе}r.

Рлачале по исходноцч гgа9у а строится граФ 0 . Дпя опр_е-
.целения весов ребер граФа d Mo)Iito ,:спол}.зсвgть rtетэд Дчrfiкстрб ф'
.[алее, с учетом/3/, ст;lоится полншft l?a, -зерUi:лнны!'l неориентхрован-
tшft граф Н , в Koтopol, рец9ется ЗlvlCli. llo иlrнимшьному еоЕерщенно.

}ry ЕаРОСОчеТаниD аоСV строитс9 покрштие граФэ е путе}l удшенп,
ребер нулевого веса и попарного склеивания.верii,t{н е ношераrш|

с, 314 t f<a<fr_.
[!инишальность построенного покрштия на греФе d гарантируется теэi
шой I. 3етеш шr/tни!!шьное покрцтие в грвФе е перенсс]lтся на граФ Д

без увеличения весе.
Припишем теперь ребраш ai€U граФа € новце эеса Ро=Ро+

+ п. t ra?2... . Если '1' - riинr|мальное coвepJeнHoe пgросочетанtrе в

"р#i'Uъ! ""*о*пrи 
вес8ши реоер, то это хе пвDосочетаяие al аэл,

е/

i,
J2

ll



е,tся мин!rмальны}l совер:IrенF:шм паI,)осочет8нием в графе б с новцми

весеми ребер и наоборот. Далее, очевидно, что всякое мriнцмальilое
покрытl{е Е гр9Фе 0 с новýliи зесами ребер является миви}lалыrцм
соверrлен!iш;; rrаросочет8нием в граФе а , ес.ти число верrцн в гра-
фе б чет:чо.

Таким образом, В3П и ЗМСП эквизалентнtI, !t если }lц умеем дос-
татсчно эD}ектr:вно реша,гь 3ШtСП, то сколь 8е эФDектlrвво смо)rем ре-
щать ВЗlI и нl)обDрст.

3 :заклюlglt:|е добав!.tмl tlтo Э3П и 3МСП эквrtвалентнц вэвешенноlt
эалаче с миниriЁ.:ьном обходе ребер графа [4J .

ý Z. Мгорит[l рещения вэвешепноfi эадачи о покрцтии.

По-преанему paccмoTlJиli J3tt для грЕфа В . Оlrицlеu влгоритri А

реj.iеfi:4я этоl1 задачи, которшЙ еостоит из четырех этапов;
ПервцД этеп._ Строится полнцi{ z -верlщtнttшfi несриент!|рован_

Hшjt грgф е- ()(rа) (см. ý t ) . На это!,l :rервшlt этап эаквнчttвается и

следует пере:(од ко второму этjlпу.
tsтороfi этgп. tia граqlе б р€щеется аацача о наэначен}lях на ши-

ниrrум f3] . týlсть ! '{a\, K&e<|a2l , решение аадgчи о назн8_
чен7ях для грвфа Е , э8ланное }!нопеэтво}t uиелсв { в 

"раФе 
d

.I[a.Tee, пер?хL]диt!i к третьешJ, этапу.
TBeTltlt этап. TpeT;,rfi этап состоит }lэ l щагов, t - """no

циклов решеаия а8дачи о наэначении на !иБимуме для граrРа d , пэлу_
ченное н€ втором этапе. lia z -orr шаге, t<l'<l , по циклу f на

гiафе б строится цикл q нs граФе е не сбязете.тьно элеше}tтqр-
шrli следуrсIцtrr оСразоl,(: ,,6 цвтдо!l} ребру й.rос i; строится кратчаf,_
щая цепь !/еаду верцмнеми р ,| 9 на грефе С

IvitloxecTBo 11остроеннцх цепей и обрааует цик4, которшlt обоэначиш
череа Сr- . .j конце третьего этапа буJiет построено / цикловrr,на
граФе ý . Далее ,lереходим к че:,вертому этапу.

Обэзнэч:лм через t; , l<i-<€<([f, число ребер в ц}rиле С; (алесь
учитцвается кратнссть ребер в кепдоli цикле, котоFая воэникает из-з8
тогэ, что две к_сатч9lrlцше цепи могут пересеь:аться по одноriу и Tori7 ше

ребру' .

четвертцit этап состоит цзl шагов. На кsпдоц С -ом шаt,е,

о

/<i< t'r/a , аrлается эfiлерсв обход iэебер цикле |.(маоuэyт!;),
а эатеш прсверяется четность tl

I/ Есллt 
'i 

нечетно, то в цикле ti вцбирьется ребро с мини-
rrельнц}it весом. Иэ остэвttихся ребер Цикла вдоль марlлрута 4 ч€рqg
одно ребро эшбираются Ц/ ребер с ljiинпugльнцr, сумr.арнцtl весош.

2/ Еслu l, ,че.тно, то в цикJIе 4, "доп, 
шарлрута 4 череэ одно

ребро вшбиреDтся 4/э ребер с QiиЕt|иельЕцм суммернцш Beco]l.
Четвертцfi этап эаканчивеется на l -о" tлвге. MrrorecтBo всех вцб-
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рsjtншх ребер на четвернои этепе образует покрштие \ . Пусть ( -
rбинt{ша.,tьное покDытие граФа б , тогда верна слеý]оt!,ая теореша.

Теоре ма Z. Мя Ескогоисходного грефа G rr€€ м}rни-

rlального покрIтия К и вес riокрчlтия (, t пол,;ученного с поьiоцью

алгориr,ма / l удовлетвор.qt)т соотноцениЕ:

р( Ц) < !/5prKl . /1/

Докаэательство.Гýсть
рещения зgдачи о неэначениях дJiя граd,а

Ie}! следrр;ýrр леliDry :

связная

d,o - вес еtиlrиliшьногс
. Предва}:;ительно дска_

цикд допустииого рещения
эадачи_о нааначен;,lях для
графа 6

..*t.
hJt

цикл допустишого реlл€ния
аадачи о р:аэначении для
графа 6

i
Л е rr ш а_ 3. .I[ля всякого исходного графэ а вес шинишtально-

"о no*pnn"" ( граФа а удовлет9оряет нераве}_ству:

Р(Ко)> (|/2 )d" _ /s/
Д о к а э€ т е л ь с т в о: На греФе б рессмотриlr t!{tlишаль_

:{ое пG,срштие Ко , по Koтopo}ry построиr.r допустимое ре!цение эадечи
о наэваченttях д.пя граФа е следпоtiиш обраэоt;t. кцедоrt евяэногr <ott-

rtоl!ечте, а ови llогут бшть двух тllпоЕсостсять либо иэ одвсго ребраrли_
бо иэ дв;гх ребер, сопсставляется цикл на графе е , как поt(ааано
нs рис . 5 /а16/ .

':о2
,.

02

'ч

"',

покршгия
коцпонеiIта, _

Ко грефа d

а/

связrIая
покрцтия

;tоliопБевта
{ графа 6

6/

. Prrc. 5.

Это воэшолно сде.lrсугь в си4у того, что грв9 б полнrлfi, причеш иа

неравенства /l/ слелует, что ве_с полученного дсrlустиliого рещения эа_

дачи о нааначеflиях для граФе 0 не превосход!{т 2Р(Ко) . Следове-
тельно, н9равенство /9/ вuполнено и леriма 3 доказааа.

Доrааательство теореriц ;

j_l,
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Иэ построения покр,Jтия

вость сле.LчDUIего неравенства
к1 яепосредственно следует справедлlt-

,-| L-l
Далее, уч!!тшвая /В/, /9/ и /2/, получлм /'7/.
Теорема 2 доказана.
Т е о I) е !! а 3. Л:я веякого исхсдttого двудольного граФа 6

вес :тскрытt{я Ц удовлетворяет равенству:

Р(Ц)=р(К). /lO/

Д о к а э а т ; л ь с т в о. Известно, чтс Есе uuкмС., /-<;<е<

a r/r7 , в этом случае имеtст 1!етауlс длину_( доказат9льство легко про-
вести ин.ччкцией по числу ребеrr в циклах С1 ) . Тогла вес покрцтuя К,

у,цовJlетворяет яеравенс тву :

р(К|) . d,/z /Il/
ТеперьrсопостаЕ.цяq /I!/, /7/ и /2/ t получим ,/I0./.
Теорема З дэ:<аэаtrа.
Таким обр€rэо}r, Mrn обоснов9ли атгоритм А решения tsзП, кэторlлЙ

наJ{сдит приблиш:енное реше:lие с отнссительным гараlrтl,:рованншм уклоне-
itиелл от тоqного рецения не более чем на I,/З /теорема 2/ ц точнсе ре-
шеý}rе в классе всех двудольtlых графов ./тесрема 3/.

При оценr.е трудоемкости алго:)итма А достаточчо аа,{етить, что
Ёа кашдом пз четшрех этапоа требуется порядка -lt,| операциlt или мень-
ше, при этоil требуемая паиять порядка *П,2 ячеех

Автор вшрахает благодарность В.А.Перепелице, под руководствоti
которого бшла вцполнена настоящая работа.
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