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0в однф зАдАчЕ oпт}iл!Аrlыtoгo уIIрАвIIц{ия в линЙнф систtrlЕ
гиIIЕрволичЕскOг0 тшц
0.В.Ввсильев, А.И.ТятDrдкин /Иркутск/

Рассчатривается эадача поиске оптиr.ельного управления в линеrt_

Bon систеlrе ýрсе-Дарбуrкогда упрамяDцg{е функчии входят кек в cиcтerry

тек и в грвн}rчнце условияl аад8ннц€ в виде обцкновеннцх линеfiньтх

дlФФеревциеJIьнцх уравнениi .

ý I. Постаllовка sалачи

IýcTb на эад9нноч пряlrоугольнике П.lО,Г;О,ý| определен упревля-
еrшf, прочесс аlёril€ёfu; ulе,ё)(ёа. olC)cE',,(ilеЕа вuдез

f;bGro)lolёro)ar(a.rt{.clё,ltrrlёorrulfl,rrl!,r)+0ft,ll)uft,t)+/r{ril, /l/
a,l(t,ot -4ilrr( с,о + 0rol olJ, l f!lt), 0clc /,

2r(4rr.llrlюl4 !, + В2нtur(., t/tll, pj! с t,
а(40 :аО.

3десь llёrr' , 4G) , lrlll (п х lo, - Iетр}tцц с огрениченЕцuи
И К}СОЧНО-НеПРеРЦВНЦЦХ ПО СВО}rЦ аРryUеНТаI ЭЛеIеНТаПaИi 8(lr)) ,

0rtll , Q(лl , |tt,ll , frctl ,lrtll-(ttll+t: ,(пll),
(пхОУ , (oxt) , (фrJ) , (Plt /t _ шетриццтекtе с огреничённt|-

Iи l, кусочно-непрершвнцши по своиra арryIентац алецевтаIt{ rollril-rnxnl-
r.атрица с ограничэнЕrraх к}сочно_н€прерцвнЕr.и Ео J tt кусочцо_д}rФФе_

реЕциру€lGlшl,f по l алечентgwц С|ё, J) - (ll ttt, - rrатрица с ограни_
чбннцr.и к}сочао-непрерцвшrши по / tt кусочно-дпr!ференчируешшr.и по J
ол€шевтаra}t .

}1эвестно EI ] , [а] , что 8алече /|/-/S/ д.llя лэОцх t{эшэриlшх и

огрениченпrх упревлениl ц о u(l, ll), ,р - oft), tэ с о(!) ицеет едrнствен-
ное рещ€ние в шасса абсолэтно_непрерцвнцх t|ункчпf,, определенное на
ьсеu П .

Предполопиш, далее, что шасс допустиlсlх управлениЛ представля-
ет собоl к}сочно:н€прерцвнше фнкции: ud, !) l G, )) е Л i octl ,

tc |4Ц i ,a(r' , ll |o,8J , стесневнце огреЕиченияuи

*(ё,,rс f,l_с Fа, оG)е чсt', uн)счс €|, /4/
гдэ

ц,.|vсЕt:|пl<tr, lro, i-Гjl , j.,l,t,N.
Срэди доrryстпЕlх (4 ) требуется ваf,ти такпе управления

рС-а,О(ёr!), (ё, llco ?oloo(l), tсРrr1; tоозt?(!), lc|o,t)n

tcФToptlc достевляDг Еапrrэньце9 анвчеяие фrнкцпонадl

/2/

/з/



l2 0. в. ильев.А.и.
_ý fu

Ilu,,lr,ul2. rJ ] п!,цl,аоl'|r, /5/
Эти управления будеlr наэывать-оtiтймальнцrrи. Под оптиriальныriи управ-
ленияци ko, {О , ФО будеш понимать ]]3 l стр. 56] обобщенlше
оптиDlальнне управления. т.е. такие последовательности 1 i, ai,oi|,
i.!,2,... , для которцхlttоlОL,аri)пj?|rчrlо,ццrr. ВЪли в укаsан_

Holi классе допустиliцх управлений су.цествJmт оптимальные управления,
то одно иэ обобщеннцх оптимальных управлений совпяп,ает с ниши.

3адача оптимального управления в системах гиперболического ти-
па /l/ при ааданншх начальншх условиях ГУрса рассматривалась доволь-
но часто c!it., напришер [с], [s] . В работе [s] при определеншIх
предполошениях бшло получено необходиrrое условие оптиrrшьности в слу-
чае, когда граничнше условия "управляешле". Таш 8е подчеркнута прак-
т!{ческая звачr!!.ость этой звдачи. 0днако, как покаацвает општl редук-
ция поставленноfi эадачи к краевоf, с пошоцЕю необходишцх условиЙ опти-
шальности, особенно в уравнениях с распределенншtlи параIетраraи, не

приносит rелаешого успеха при численноrit рещении. Вдесь в еще большеfi

степени, чеш в двJгхточечнпх краевых аsлачах для систеш обшкновеннцх

диФФеренцишьяж уравнениft , скаашвается и вцчислительнаh неустойчи-
вость и особенно отсутствие способов укааания первого приблиIения.

В поставленноfi аадече цоrно TaKIe по llaвecтHnr, 
"*"n"u fбj, [Z] вш-

числить градиент Функционала и органиаовать градиентншй спуск в tPyHK-

циональншх пространства:с. При Teкori способе решения аадачи /|/-/5/
реалиэеция итерационного процесса по шеньцrеfi шере требу€т э8поliин8-

нпя ||l управляDllих Функциfi на дв]гхпарашетрическоfi сетке ц l +.О

управлениfi не однопарашетрическоfi сетке.
В данноfi реботе рещенше ааlачи /|/-/5/ сводится к шаксиriиаации

вцrtуклого функционала lP,!7 , определенного не z - шернцх функ-
цпях ,-rlr) одrоft переценноfi lc |0,{) . Этот реаультет Jп]е поэво-
ляет более эконоt но органиаовать вDIчислt{тельн}rD процедуру на ЭД[ по

сравнениD с градиентнцraи шетодаrол. ДополЕительнце исследования (Рунк_

ционеJIе ,lrlr9l поэволяlrг TaKIe укаsеть алгоритll отцскавия оптиraаль-

Еого Jrпревления в одноI "нерегулярноlt" с;ryчае, когда аначение Функци-
онале /5/ оказшвеется равнцll нулD на,внутренвих" управлениях к клас-
су доrrустишцх.

Такея ре.ryкция посташенвоfi эадачи ока8алесь воэrrоrноfi при при-

rlесении к веf, теорецц о ш}rншцаксе. Дпя эадач опт}rшаJIьного упревления
с терцинельшш фrнкцttонаJlоtl в обшкновенrцD( систешаlс тЪореша о lсини-

шаксе впервЕе приtrенена в реботе Г8] , д," интегрального покавателя
кечества - BpaOoTe[9.1

ý 2. liiHorecтBo достиtиliости

По аналогии с r.етодоll [IO] вайдеш интегреJьвJrD форlry р€шения sа-
дечп /l/-/З/ прu ааданЕ!х управлениях. Еслп !п,fu) - ltaтplдц Хt ёrtl ,

YСц€) , удовлетворяDт r.атричнцш уравненияш;



il - -I(tl (сr, l l,

|(!,в, = -Y(!, ctlr(Br, t 1,

ltё,tл-l(1,1l-Е - едЕничlая цатрица, то граничнце условt|я /z/-/з/
представиrш по форцlле кошr a

, ( ё, о r - Йi,ъ;;i, l kl,tl lQrooccl+ l,co1 4с, I
nri,l, -Yu,or"'rl Olcl,q,, i4(|rr(92 , |rсвiФ | /7/

Iýсть Tci.rlrrrg2, оас, t>!t,0- некотор9я са Et|,r- чатршqнея tРункция,

учноtиш на нее уравнбншв /l/ ч про!tнт€грируоч обе чести уравн€вия

по t u | от О до J и ет О до d соОтветствонно. 3aтerr приченirч пра_

ВИЛО ИНТ€ГРИРОВаЯИЯ ПО ЧаСТЯI К СЛаГа€rОIrlrСОДЭРСаЩira traCTEIe ПРОИ8-

водпrе UL(оrrr, и подчшниl! r(ёrr,j,в, шатршqЕшl уравненияl.:

rозrr,.,t, з, . - (с l, л, l з ) rqdо -
- E?cc.l,qr>CcqcX, +. Yc|,Jrqa)rlq1). /8/

V? о,,,4a, - -YGr!,qlftcqor' I
?, cl, l,ё,|) . -ro,rrar4,Пcit, l /9/
VСё,d,t,!). r l

В реаультете получхll

/6/

&лсо подоте.пr рсшсllш /|/ а ФорýIду /lQ/l полqtflтlэн ее прI |.Т .

Поолс проотrlшх пробрlеоэшrl Фд.I lItTD
,llrOr, g(trr,о+Oр+lУ+F*, /ll/

гдa

s(J, !)r- VtQ t, о, о) а' lO, n rq, о, Cq,q о l -

- d | о )эс| olJ lу ; ircl, l, 4 0, Га0 rolc r Р r q с r, ( о, з 17 Jз +

,ll Yсцr,qс, E cl7, rrci, t |rqjЛ4З4о.
00

Ia
еr- 

t 
?с |, t ц ct |Гl1 с t t - с lо,о 11 l l с r, с, 4 с" r, с cl do + оо с., *l, | ц

Ъ, t Щ r, 4 с l {0| tg л,9t4t п| v в, 1 l q с 7 t э с1 l Jy" 
Q с з 

l ч g ] d;,

F..tlucq цл) 
'(a,|) 

р(a,a)Ссd.,
е,

ilf,l,оl - роЕOвrс оllстсш /|/-/Е/ э l-T гrw*l1il.оlttd)зо fйtl)зо .
(Еэ эчл ш ]8пrсшвать вс булсr ). Далсэ будоr счштать, qпg,t,.toa|:l|
lo|4t1 , прrвалдэrrт IМьборtовý/ проотр.ястэу |Eat7 1 чао вс ttpo-
тпворtrхs yra.aяBolýl щ.ооу рэшэвшl oпcтorc /l/-/g/, В {свЛ
aвсдоra шOаэстtо. доотшlIIостt

/?. |ас| . l: 8lr:. ) . з( 1| ., ol + Оl + Гё + F.з,

rilr0c ?-, ocl)c||, rl rjlc |r| .

В сrду /l!/ ч /,l/l шосостrо l цщllGло r огранIч.во. Еслr шrасо
допrсsrшI упрrвлеаrl лополхrтD IэIорrшш упра!лaшrш1 то по 8оо_

l



реше Арцела шноtество R кошпактно.

ý 3. Линеfittая вспоrrогетельная аадача.

Дя упроценшя 8еписи в дальнеf,щеш введеш следIDшие обоэначения.
týrсть дIя проиэвольшх функциfi О (.,.t - а(trr), (ёrr) с П о

aG,t)c ЕЗ tr.,.l - ltё,!)1 (ё,о/;r, /{ё,llсЕО,
(а(.,.), 

'(.,.Dп 
- t I а:G ,) t(ё,r)d,ldr,

01
(а (l,.), t(ё,,Dуо,s) - l а'tё, l2 tp,l2dl,

(о (,, 1), lr, , i)rо^ - j o'1l, J) lrё, a2dt,

0('' - оаначает трвнспонировение вектора.
Теперь для проиэвольного yr, lclf*n определиц вспошогатель-

ншfi Функционш
Irra, о, Ф) = 9 (,r, 2аГ,.))14,л /lz/

и поставиш sадачу поиска таких управлениft ?l|rilcaaar lrr(ilca, ,
utoo)c ао , которце доставляDт функциона.,Iу /I2/ не решениях с}rст€-
& tV-tЗt наиriеньшее 8начение. С учетоrr /||/ ота лине!tная вспоIого-
тедьная задеча l{шеет вид:

' 
9, "r,rr) , zffic,e (r(,), '( C,D чл ,

- (r(.), .с(С ., or)corl *ufflu(r(),o{) 
Eq17 

+

* ,ffrq t?t'l, ГЧl,,f*тfr;r"ь Fъ|4л, /tэ/
Такиц обреэоtl ддя ее реt!ения необходишо речЕ{ть три аад9чи, стоячие

в превоfi чести /lЗ/. Рассllотриш решение атих эадач. Нетрудно пров€-

рить, что
(rr), Fa) го,!з 

, { F!, чh .))r7 ,

Где tf!rt,o - е?4il! rr| ё, l, !)!G)dq.
Тогда в c}lJtý/ специФиrи шасса .!опустишr:с (<l(,,,lc llol

*ffI#'' " 
F*)co, л'*ffiiioj F?, *(\, ))п,

- -Ilr'r,,?.Frrb. -l lF?L,*о ,

2 
il, ё ; а ).+ -,l !Ф r7 Н, r).

.[,ля упроцевия

|G,l) ,
и наf,деш уравпеЕхе лля

управленхя ,лё, 
t, вчрдеш в€tстор_ФrЕкцlD

vlС l,ё,ilrс|)dс, рлё,ilе Еа, /l4/
подобно тоцу, кек ето делеется в обцкно-

веннцк д{(фер€вциальнцх уреввениях f,З , cTp.8{l . В спду спраэ€.[fil-
Bocтtd уравнэншl /В/ r/g/ lrетрltчЕея фrвкцпя t/'(l; l, tr r) удоэл€творяэт
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уравн€нияtl:

rё'/ 1: q, С, а1 - Lol l, о) rl Г t, ь lЛ t, Vi е, л й lic, t лц+ tt t, л y| п з, t, ! ),

ч' t т в, t, 1 l- - Ci t,6l ll? |, l, с, g ),

Ц' 
П:с,|r, - -lrтлV'r|&ц ll.

Иэ ревевстgе /l4/ следует, что
ý

|, 
(ё,!) - 

! Ц' rr,а, 1,1l1r!йJ , v'rs ц Lrra)

ъ(ё, 
r, . 

! чl' €, t,цrlлф, l/il|r, /, ц(r),

|.(О,!) -l'r',r; l,ё,оlr1.1dg .

В силзl соотноtдвниП /l5/-/l?/ u /l4/ Е{рвfенrя /|В/ прпэомтся к вп-

д/:
frntt, ll.tldr)PH, ll - tЭ'rl,о|(l,rлс - tс'll,ilr( t, !)71, /lg/

й(tr ,) - -9'r|oи|,,) -r(!r, о<!с Ц /2а/

уt4$эq 0.1<I /2l/
Дя эадаllного,Н)}0 , озr< f, , решеrпе 8адечи /l9/-/2l/ не TpDt_

BttaJtbнo, с!цествуот и едltвственцо не пряIоугольаuке П . Тогде

ъrl, 
j, J) . -ll!п Й!,ilул!, l), /2z/

и дJlя подучэния это'го Jrправления нообходиIо при заданнош ,-, rr)
речrить сопряl.€ннltD эадачу /lg/-/Zl/.

Далее переf,деш к огшсканиD оптltшальшtх управлениl ва гранпцЕЕ
пряшоугольника П . Сделав неслоlнце ЕlшадtGшl llotllo убедстьсяrчто

(rl.),ror*o- ce'rro(t) р4 ,
где _т ,

/15/

/16/

/17/

/18/

a

?trll -еr'G) 
Чraоl 

V,tol -cцo7'tr/|l,qolxrodl +

, 
tr'r С l, ё, o)xoldl | .

.[еf,ствительво,

(,l.), rоrцп - |x,rr t!v,То,t,о4Г4сёl-tfc,oll l
l t l t l, о erql о lo d€ + 8?G rarlilldtJ /! -

т cJ f l
.t Еlr'сФlуi f,, о, с,оtgrlйЛЬоldи l{4'o tI'|ё,ill
l !. 0 - Сrцф tr' l r,' о, t, o)1t roiadc|' or?)d?.

Тогда
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,tr :", r 7 r, Ь 0а ) 
ц gJ - ffir' е;, / n D 

г4 r f - l |сj,,Ф ei, 
Ь п - -! di, 

tlц r.l,

?(l,ё) 
- -llфae7r0.

Дя упрощения вшчислений введеш вектор-фlнкциD
тý

l - 
[ 
I'cc, t l [,l. ccl- cc t oJ' lt0

В силу с

,
-J

0
оотн

v'|t a,t,olNtlldl,

ошениfi , /16/
/2э/

рrG):-,lr'tё) t'rс t ё,olgrlldl -
,

- )',(ё) l'rqlt Цo-crc,olJ' !r'rq 44 ol7tllotldc,
f
J
0

где

P|t

.f

V't С 1,o, otxtt t t olod.c +

ptilc Еа.

р(г)= ll'l Ц l, Г, оlgrайl

Г|оl
$пr,

ilЦцr-Оtо,4r.t'r- 1?,
,

J
t

, tй|t,цtlсltdу/с + y'|гl,qлхrсiВ|

Тогда

i|?ur'|',\ 
Г-)соrJ', ! lГОr, tgа Гt )",л' - О !"' \э цл.,

ry(1,11- -ltlia/|til ,

Опять д.,tя упроц€нхя вtlчислэвиl вrолоI вевтор-ФшrцЕ
, .|

?( ! )-lrц, !) Ц, с, - псо, сfl tП r у, о,фr?)сFв +

t lVtцв,о,lrrarСв, |tllcEП.
a

Д,rФФ€рэнцируя ото paBBBcTDo по , ti JrtrитцDа, cootвщBrl /а/, /l?/ l

!

ПОJýrчаеl.

9rН1 - - -t'olgHl , T'r |, 4 ?,,)rfr), 9rýl- о,

l

u



.[алее, lrycтb

gltr l l - Г'r Г,L t,,),Ht, | О' € fП.
Тогда, приняв во ввиtrание равенство /16/ l дtя на:(оIдевпя ?lq ')при ааданвош 

'(r) 

, ОЗ ! 1 
' 

, получl{u следrDцOlD систglý, обцк_
нововлDш д{ФФеревцпальнlfi уравнэншil :

?, ft, !2, , С'(С, il ? lt, ,),

2 tI ll - tlr)
Флсэла дJtя наrсоIденпя ?(t) HJлtHo HaiTtt |(ort) , рещив систеlry
/26/ l u далее реr.!ать сис,геr(у обшкновеннцх диФФеренциаJIьtп.х уревне-
Hltfi

/2в/

9rl1l 
, -.| ro9H)-?l4r,

/27/
,lfl - о,

После атого н9трудно вцчшслпть
,, il,r) - - ltфаа/tо7саl. /zB/

Такиlс обраэоlr, не одвоэнвчно вlчt|сл€ннlв( упрАвл€ниях /?2/ о /2$/ l
/28/ лпве}.кrft функчrонал /l2/ достигаэт своего ваиш€вьщего эвечэ_
нliя, прt|ч€I

Irr"r,rr,o, ).(rФr, зl|.,оItЕл- ЦVl |*ХOlЦ + |rtl),

ý 4. Шстод рощония

Iýсть

t*h
*ll,rrc а.}

'lart 
ue

ý(r)о ?о

о lc03 dь fgr, l gС|,.D l lilЗ 
'f/,O),illc,tir.o зl|.)аl lrrлJсl ' /Ф/

oTrroTиrr нскотоFlо своlстэl Фнкционrлl lf lr1) ,

Л э ш rr е t. Прп Фrксшповаваоу l точваl вошвli грalь !на-
чспuh lll, I l цостrгестс, ва грlвllцэ шарr l|rrV t ,

Д о к а з е т э л ь о т ! о. Продполоttш прот}rDвосl lrycтb

ff.|frr'Фоr'' 
l(1,1'), lr's<l,

k4!r7l.t,2ll|.,ohtiOШrylqCrlrnrr|). /2g/

fu,лu o(!rxt,t, )-эtlrlrХ,-ll, *QЛ, - р€Е€в!!в вадачl,t /l/-/З/ прп

упревл€ншiх, вцбира€lщс по Форrулеr. /2Z/, /Z5/ l /28/, то
7//,1i l - r?h), з(4!,rr r)вл.

Так кев rсслвдryешrtl Функцrонал /5/ uuевт вид iroprcr lrlГr.' !в прост_
lapallcтBa !l- 

Еq а , то пс опрsдэл€вliD Hoplл линеttного Фшкциовала

lzrГ.t ll- пtаз qrr, 'ltr.rгiл.' Xlt.lnc1 l

rогда ссгrасно Taopera€ о шивttчаксе

rrа,ц nhfrr, affr7 rrrr, 8 fC . )) -
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Тогда лтя элемента i-аl,, а,{^r' t , ишееш

ltl,/lhlrZ,r), t'f1,7t"), lli п, ! .

Иа полученного противореqия вЕ[текает спрвведIивость. лешriц.

l Л е ш ш а 2. При фиксированноц / (Мкционал tll,r)вогнут
l

|"о,' -лок а з ат ел ьс т в о. Дпя проиэ_вольныхr'=r'(,)(!Ъrз,

!'Ч'r,l' trоп и алеriента. j-a7l+l/-aly2, B*<tr"ue"r,
tu,i). Hllr., + ( / -d)!2,

2lT ., Ф-/, |IF'Ъr!,o-il77tt-lto'|a !,, п-nu|lt * Хг' фч rа''f7ll| >

> * |xt. l, з l r, ., о D - t |t rV, |l * Ie'r. п+lГ7t x|ra l|f с. t, z r1., оrl fir V Ь
, х 0Т lЕ tl Г'хз пj| - а 1 (lst ) + ( /- ot ),l0,!2).

t

Лешма докааана.

| Л е ш ш а 3. Если riнoaecтBo ,? строго вшпукло, то Функцшон.аlt

| |ll,xl дифференцируем по 

' 
и

l ltadlll,yl , zru,N,T,).
Д о к а а а т е л ь с т в о. týсть !-r(., " i -' /., _ проиэ-

вольнце эле}iенты пространст", Цсо,"э . Тогда лри оl> 0
l//, y+ay-l - 1/1,7)= r!(.)+o(?-/.), эt'/,7+ау-, | .r9 r.4 , ru,,, С.)) >

> 9r. п a?r.), zru,! + аt!-, 4 . )) - ?lJ, 2r4, -rj, Т .)= aFr.)l .эru,'+ах} |.))
С другой сторонц,

l //,х + ajl - 2 //, ? - r! r )+ d il. + zО, /а!, Т. D - r, f. ), з l!, 7, a . )) <

< rxr,пajr.), zl/,7i, a,D-r!/.),2rl,r, |.tBt{r,4 zrl,у,| .D.

Иа полученнш( неравенств сле.ryет

ljt.t,э(1,9+оi,a. l -< ф <(fr.l, з( 4r, 4 .ll.

В силу предполоаения о строгоft вцгуклости liнorecтBa l
zll,п+аtr|, |.l-zil,7ц|,.l а- о .

Следовательно,

!З" Щ - g|r,l, сс/,2, |. t2.

Огсрда псаd 1lt,2) - z (/,7t, t .).

леrсrrа докаэена.
Л е ш ш а 4. При фиксироваgпоrr t ф}шкциове.л )f/rr) линеttно

убшвает по l , причец дJlя sаданЕ[х !(.), t> 0 и вцчис.iенного
l /1,9l , ]'{,.?,' = О 

_rrrry,|,;o"r* 
тогда, когда

о|- 
ф /sl/

Д о к а а а т е л ь с т в о. Первое утверIдение леrrrщ следу€т
непосредствеItно иэ Форr(уд /29/. Доквхеш второе JrгFер8денttе. I\ycTb
ааденц l' О . , ! -r(.' и вцчислено cooTBeTcTBJrDцl€э аЕечение (hrЁкци_

l



онала

ишееш

Ив условия )//r,х)-0
lr-

Q другоfi сторонц, если

следует
l 0) ,t l/4r)

V'xll*llej У+l|Г'хll 1/4?-1/4r)'

,l, ll, ql . Тогда иэ Форrry-JЕ! /29/, представленноЙ в виде- 'а til,у) - 174yt+lПr,ril * llr! п-[}l0 ;

t //,, 7 l - zq 7, -, ffi fr r'уп - tto1tl-u r i ll}l re у l - о ffi".
то

лемrrа докаэана.
Теорема I. Если llноtество 0( l,) -|!, 1//,!)> 0| непусто,то

t i/, ,) - i l/, N). /s2/r?uIъ Irur4al')зф4
tlr.)X=lu(|,!)( Uп

7rп' lVа
|.r(7)с Uъ

0птишальное управление :

ч7ё, r) = tt* l l, f,, а), t|'Gl-{"71, 42, tlc(!)- 4rl. /l, t).
Если хе шноIество ý(l) пусто, то сJrществует текое /,o,<t <У, и т8_
кое х-l., , что .zrZ,jrГ,.l = О , т.е. упрааление

tПft,а)= ur l trr ё, л), лr'ё )- lrtr f/r/ ),,аО(r) = oi ft, r)
оптицально.

Д о к а а а т е л ь с т в о. Первое утверпдение Teoperщ следу-
ет иэ соотноrцения /ЗО/ u иа лемш Ir?, Справедливостъ второго yтBepl_
дения теорешш основцвается на соотношениu /Ю/ и леш!fе 4. Деf,стви-
тельно , если управJI енце u 11, l)з О неоптиllально (тривиалъrшft случаf, ) ,

то существует,( )l дJIя которого ,1lorr)>0, непришер, ,(,). F(.)
Тогда на осЕовании лешцш 4 с;пцествует и верхниfi предел l, o<l < t ,

дJlя которого справедJIuво /32/.
Теорема доказЕнао
По теорече I l дJIя отшскаяия оптишельного управления в постав-

леввоf, аадаче неэбходиlrо наfiти экстрешаJь Функционала l/1,1D. Этс
llolнo сделать, напришер, рвалиэуя следуDцýlD гр8диентIrуD процедуру:

!^*'r,' - ffi, j"'r,r,,!'r,п nxoadl0,!'),
а* : 7 l l, х { al' rшad Х (l, у" D -;i&ъ 7 /l, 7tK 

+ at gcad 7 l l, yr sj'
/эз/

tl т',r'l'фrl
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Дя вцбора первого приблlшения в сlбласти еil) предJIагеется
с.lедrDщиrl алгоритш. Гýсть g|c.t -tc|,,0). Еслu 1(4!|Kol то по

форцуле /Зl/ ttpu хt.л-у'l,t нФ(одлlш о.4. J , прu Koтopoll 7ll,,gl1.o .

Реа.тиэация итербционноlt процеJryрш /33/ при t - !, поаволит наf,ти

тсiкое !'r, , что 1(lr,!r)> 0 . Далее по форrqуле /Зli прulЬl-Х2о,
1- 1, вшч!t.-..{}ril t, t, , гри t4отоIюч lllr,1|2).0. Есл;л lr| l lTo

!2r.l с etll , ес.,Iи te lr. ! , то фсрtrулвц./33/ ищем 

''С,,,дляt:оторого 2il2,r'r>0. Такиш сбрааош, продолЕая отот процесс, полу_

чаеr. посJедовательвость чисел lra lr. , для Koтopolt харак_
Tepнot что Jибо не Kaкoll-To р -ш шаг€ lo' ! , либо ата последо-
ветельвость стрешится к Г-. t . В первон 

"ny""" yPt,lcectt l во

BTOPC1,1

|1!,'ci,|l 
, t rliro

ttбо в протrвнош случаэ Iolllo бшло бц продолItть проц€сGо 3десь д-

gСТЬ ШШНИIеЛВНО ВОЭraОЦtОе ОГРаНlrЧЭНltЭ Не УПРеВЛЭНИЭ, ПРИ КОГОРОШ UО-

teт бшть достпгвtrmо нул€во€ энечениа (пункционеJIs /3/ l е вр€шя r ,

оч€Еидноl явлrQтоя врехсноч бryтголэtотlия реосчатрива€lrого проtlQс+

or ,рr оггlаичонIls l7.il,!ilеЦ j-t7; lc..Ot|ctr, i,f,|; v!0#!, /,П.

ý С. Рrrлшllцtii Ht OEl. Пршчlр

Наиболео трудоqrвоt оперецrоl l rЬлоtснllоll алгорштllе я!ляэтся
оперецilf, !шчислэнltfi авачснlt, фввцшовала 1l!,7l по валýlвоryt,tлt,

О С С4ý7 . Рессrотрtdи олип иа Botlrotgtlx вершшrтов вцполвснля oTol
ОП€РаЦllit о

I) Систэша /2О/ tм,tегрируэтся прлt / - Г от !-ý до !.0 . На

каrдош шаго интегрироваttttя аапоlrrнаrгся внвчение 2('t,Р(С') .

2) Систеmr /l9/l /2|/ шнтегрпруDтся от ё-Г до t.0 , Прп

кацдоI эначевzш J шассив 
' 

(С' обновляэтсlз tQl,Рilrr), По Фор-

ryлв /23/ вшчисля€тся Jrправл€ние 
'ё' 

, t.t шошонтц, в KoтopDlx вто

УПРеВЛЭНИе ШЭНЯОТ ЭНеК, ааПОll}ltlВDТСЯо

3) Ивтегрируется сzстече /2?/ от с.8 до ! . 0 , Дя етого
при каIдоц фиксированнош J интэгрируется систеча /2а/ от ё. f до

ё - 0 . По Форryлв /?о/ на каlдоr. шаг€ по 
' 

опредэляgтся управ-
лсвие 1' (а' , и тоtlки €го пaреклDченIа вапоll}ttliD!сяо

4) Ф 1-0 до У rJ srнт€гриру€тся систоuа урэвнсниil опрэдо_
ляDцвя состоявllс процэсса при l-О z yU)-a(Qr'. Впроцэссс
стого интогрllровенr, пспоrlь.yс!ся упраDrенхс urН t , tЁаlс tсоsоро-
ГО r|aНЯеТСЯ Э РеЯЭС аgПОllаaННЦI ТОЧКВХ ПеРaВЛDЧСВllЯ.

3) от /-о до J-7 одlоврarrэнво интсг!JирJrDтся ct(cтorц /l/ u
/l9/. На каlдош цаг€ по l рсшенпя отих слстэш эапоlltiваryгс, GooT_
вэтств9нно ! Iасси!оlс ,la' l Эtll i упрвЕлsние r(t,УJшчшсляот_
с, по Форцrлэ /22/ l а грсничншэ эhачэния 'il, о) получtD8с, ! рa-
,ультет. хrтэгриро!овs{я псрlого шq уравнэниi /2/, Мя опрсдэлэниi

a
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анека управленця оG) исполь8уются ранее запошненнце точки пере_
клDчения.

6) При ё- Г вшчисляется 8начение функциовала

t(l,!) = tg'Hlyllfu.
0

При численноlit решешии эадачи /l/-/5/ аначение функционала 1 0,yt
будет вшчисляться в итерациях rI, следоват€льно,, систешш /l/,/2/,
/19/ r/2o/,/24/,/2?/ будут многокрцfно интегриров9тьея при раэлич-
ньЕк зriачениях l цru)

Поэтому раэнсстная схеша численного интегрирования этих ClrC-
Telt дслшrа бшть, с одноtl . сторонш, доста,гочно устойчивоfil а с дру_
гой эконоrrичноfi(в сшцсле аатрачиваеriого вреиени для получания реше_
вия с аадаяноlt точностью) .

С этоfi точки врения наибэлее работоспособrшrrи на практt{к€ окЕ-
вцвеDтся неявнЕе схешц численного интегрировения. В качестве иJrлDст_

рацид приценен!tя веяввоfi схеlш к !ассшатриваешцш вшце задечаri вцве-
деri, напршшер, фор}qулу для интегрирования систеrrлl il/ при sадаяно}t

УПРеВЛеНИИ ll-u(ё,t) И ПРИ ИЭВеСТНЦХ ГРаНИЧttШХ УеЛОВИЯХ 2l/,O)t Z(qil.
týlсть З(l,!)=Zi| , 2f /+.i, ! +h)-1|r,j*t , Zl/+4 !) - "r'rr,r. '

'|l,!+/t)= 
Zr,r.,, , Т/h,< / . Дяа.llэгично обоаначим и коэt}фици-

ентц систеlш /l/. Тогда раэностншfi ана,lог cr,tcтerrm /I/ uчеет в-,пдz
l

* ( 7'+,t,1+l- ' ,,/,r-";rl,J,*1 ,J ' 
- ; f,i*l,j*t('l;rl, 

/,а!- 
zoij+! )'

*t''*f,1+llti+t,,1+l-'i*t,j) * li*r,trrltr*l,tr*п*';*r,l'r11*41ъ/|il,r,,r,

Полученнуr систеlry линеfiнцх аJгебраических ураввениfi рвврешиш
относитедьно векторе неиавеСТНЦх t1+1,1.+f

ГЕ - h4ч,;* 1- /Cir1,1rr- 
"hji*r,j,*r)"r.*r, j*, = ГЕ-Ъ,9rrrr:r13 zi,ri1'

+|Е- tt,,1,r,*!7 4'tr,l' - 1/ + Г4'*1,1,+l * Ч'*r, 1,rr*|*r, 1,)Тh,
týrсть Е - Е'hgi.t,or*t -t4.*r,r.r, -thli*r,1*,

Тогда 1,*4J,*t " l-/ |V -h\,t,/,7Jzt,j 
* ! *

'' |Е - tt; +1, i r rl'r, r,or,' 41' Ч, t, s, 
+ t ЧьQi* :' l, t, 1, Jгh, / ц t

Полученная формула обеспечивЬет достаточнJгю точность только при rra-

лш( t u h , что сJпцеётвенно скаэшвается на длительности расчетов.
ддя ускорения процесса интегрирования liofяo применить "принцип фlнге":

, (/, , ) , 2 n|( /, , ) -l(/,, ! ),

где Э'(lr!) -,решение сllстешш с LцагашIit € ц h , "'r/,!) - с шагQ-

uп Zt а 2h . Приrrенение этого "принципа" позволяет обеспечить

iеобходищrп точность вшчислениfi со аначитеЛьно больчиш шагош интегри-

роваяия.
В эаключение приведеrr приr.ер, илдDстрируDцгtft rrетод. Прпшер ре-

щен на эЕП[ "Бэсl[_6".
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Пример

a|ot t, Jl - arl ( t, ll-zj ct, Jr+ оо ( t, J ) - !,

лlrtt,lt , to- l)а|(t,,)rt,(ё",,
э| ф,Ф , gkt,Or, z!сс, о>, l,ft),

I to,1l - tll(t)+| -2о, {rq Jl, ф2rll+ 2э - t,

|o(a)l<l, о<ё<!,l7J(ё,t)l1 1,o,J)e П {Ql; o,t|, ltoiHtl<!, 1,'с|r!,ф!а1,

f(urtlral) - 1oic Г, J ))2d,

Дпя чrtсленногс интегрировsния еисте!i примеrIялась неявная схе,ча /З4/
с шаг&Ntи: t = 0,о! , h. Q02 . Нулевое ааачение Функционала в дан-
Hoft задаче дсстигается на jrправлениях, "внутренних" к заданному клес-
су iil.lпустиlоtх. Процесе !)9щения отоOраf,еа в следуючеfi таблице,

к

i
z
з
4

5

6

1ltr,1ll Irarl1,1)

!

0, ?89
0,59е
0,6I4
о,0Iб
o,61 7

_I,I70
0, I87I
O,cIc5
0,00I ?
o,o0I I

0,0оо5

i,664
0,эIб
0,299
z,zB9
о,:?7
о, I4з

В результате были полученц близкие к оптима.тьньiм упрsЕления следm-
:цего вида:

иО(Цr) l0,6t7, lсП; чСrtlэ0.6l?, ес Го,!7 .

4otll' = 0.еП, lc Г4il; orlr, = |,o,otl, Or!<2,'
l+0.6ll, ?9зt з l
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