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Часто в процессак, ишешщпх riecтo в технике, управлении проиэ_

водствош, военнош деле присутствует эtФект аапаэ.щвания. В свяэи

с атиr, воаникает проблема нахоадения оптиrrального упрамения таки_

tfи процессаци.
Условия оптиrrшьности для систеш с аапаэд{ваниеш в виде прин-

цIЕпа шексишуша .Ц.С.ПонтрягинаЕ I] вперше, по-видишошу, бшлш сФор-

цулировенц Г.Л.Харатлпшвили f2 ] . Рассllатривая аадацу Ьйера со сво-
бодшrш правцri концоra траектории, авторш книги f 3] докаэали, что мя
систеч с эапаэ.щвениеri принцип шаксиriуца Л.С.Понтрягl4на является
необходиIGIrl, а в с4учае, если эти систеIц линеfiнц относительно коор-
динат траектории, и достаточнцli условиеll оптишальяости.

}тот факт поаволил автору настоящеfi работш tсследоЁать некото-

рше качественнце и количественш[е херактеристики оtlтишаJIьншх управ-
лениf, процессаши в линеRклх систеrrах с эапаадцваниеш. В рсэультате
установлено, что оптишальноltу упременип линеf,ншli процессош в эада-
че liafiepa со свободнцrr правцrr концош и Фиксированнцш вреriёнеш своfi_
ственнш единственность, релеfiность и конечность числа переtsлшчениЛ.

Kporre того, в частнош случее вцведене оценка числа переклDчёний оп_

тиriального управления.

ý I. Постановка эадачи }t обцDrе эацечания

рессrrотриш управляешцfi процесс, описшваешtfi линеfiноfi систешоfi
порядк9 п диФФеренциальнцх уравнениft с аапа8.щвашд/tш аргушентоll:

irct - Д.z(сl -В,.zrё-ц)-2.ц(l), /с |ul, 7), /|/

э(ё)-9(С), /€ Еqц, 1, /z/
где А, в, 9 - шатрицц - константц, цомент врешени r фикси-
рован, на правшfi конец траектории оrГl не наклrдлвается никаких
ограяичениfi, а вектор-Функция 

'(t 
' кусочно непрерцвна.

Следует эашетить, что 8аданиеш начальной функции gr(l и уп_
равления r. (ё' обестлечивается единсrгвенность рещения .(ё,' систецц
/l/-/z/.

.Щопtrrстиlшши управлеяияrrи будеш неэцвать кусочно-непрерцвнше и
непрершвнце справа Функции а (t ) l удовлётворяпщие условпю /З/:

tэ'(/) - (?/,,f (ё),. ., 'z(t' 
( U, / с |u, 77 . /э/

где а - ограниченшлй, аашкнутшй, вшпуклшfi rrногогранник t4з €вкJtи-

t



t довапространства Ez l * -транспонирование.
Ставится следrющая задача:

среди всех допустимых управлениft наftти такое, при котором Функци-
онал

J-с'.z(Г). cso, се Ео /4/
принимает свое экстремальное звачение.

.Щопустимое упрsвление, при Koтoporr функционал J достигает
своего riаксимуriiа /минимума/, будеri наэцвать Fр., ( a.+z 

' - опти-
малышм. Так как эядача riиниrrиэации функционала ,f сьодится к

эадаче максимиэации иэriенеяиеш анака функциовала на противополоа_

ншй, то все теореrщ булут сформулированы для случая шаксимиэации

функционала ..f

Введеш Фувкции
Y'(t)-(Yrc),..,,у4(ё)), ё с fu, гJ, /5/

Hl\Yft), zt/1 эr!-ш), 4(ё)) . Y'сёl. СА.2(l)+а z(/-Gцr. +Ю .u-сёl1 , /$/

где вектор-функция /5/ уловлетворяет систеше дифФеренциальнцх урав-
ненd с оперехаDuим аргуDrенто!l:

,.t!rD-,л',У/tt-а'.?(ё+..,), ёе|чl,-7-u,э, /7/
?Gl = -74'. F{еl. t, с Ег-ц,. 77 /s/
?rD =-с, /g/

фнкцию /6/ лредстави!. в виде:

//-Hr+Hu, /IO/

где
ц - у't11,7А,з (l,!+ ё,а(/- сэ)J ,2

н =f'rt1,9.*сёl.ц

Принцип rrаксишуriа Л.С.Понтрягина, как условиq оптишальности,

эаклюqается в Tolt, что управлевпе l+П(ё) - fta?. - оптишально для
аадачи /I/-/4/ тогда и только тогда, когда в калдлй шошент вреr.енп

/ с 1l,r, 71 вцполняется условие
н- (F(l/, .zе(ё) aC{d-cls), ,,,О(!)) .

- rslc4 н ( ?(/), .'( ё1 .z'(/ - t*,), lz), /lI/u(U
где aО(l) - решение системц /L/-/2/, соответствJrющее упрашених)
Ц'(t ) . Однакоrтак как Функция Hz (tsG), ,zc(c), zo({-e) g2 аависит

от управлен!ля И l то условие /lI/ оквпв,алентно следrDщешу:

На(У(il,ца(ё))-л,tа r?(/|a). /I2/

веэде далее будет предполагаться вfiлполвенныll следrDщее условие
обцщости полошения:

если 14' - вектор, пераJлелькrl одrоlry иэ ребер raногогранника
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а , ТО BeKTopьI 9 Ц 1,D,ul,_..,,/o''D,z,r линейно _ неаависиUrц.

ý 2. 0 конечности числа перек.mчениlt

Те о ре ша I. Реrцение ?(ё) систеш{ /?/-/9/ одвоаначно

определяет аrа2 - опт}1ll8льное управлевие цО(ё) для аадачи

/l/-/4/. При aToll функчия ц,,О(l) кусочно-постоянна, ее аЕач€ни_

яши являDтся лиtь верцинц liногогравника ? , а число переклп-
чений на Ctn, 7) конечно.

Д о к а э а т е л ь с т в о. В цяr,ryrft rrошент врешеви/еЕц,,тJ
rfiункчия No(Ptl4 а) является линейной по перешен$ц! цr, .. , uх,
поатоrry дJrя всякого /с Еlдr,77 Ешполняется либо случаfi I , либо

случай 2 .

I) ацfl?ft). .1 ) достигает экстреtryма в некотороft едивст-
венной верщине многогранника U ;

2) Нч f?r{l ц ) достигает aкcтperryMa на некотороЙ грани riного-
гранника а реэr.ерности> I.

Покаlеш, что случаlt ?) ишеет шесто лиць для конечного,чисJIа !fo-
Uевтов l r.а;щбош конечноt{ отревке Сr.,, 77 . Доцустиш противное.
Тогда, испольвуя cxer(y дока8ательства теореriц 9 в работе [I ircTp.
IЗф, получаеш соогноrцевие:

Н. (f (t), u) - ?' ctl а,а, = О, / е tоrr, 77 t /ls/
где l! - вактор, параллельнцfi BeKoтopotry ребру шtогогранника (/ .
Последовательно диФФеренцируя (rъ- r,' раs равенство /I3/ u исполь-
sуя вид систецш /?/-/9/ на Е7- а, Г7 , получиr, систеrry линеftнцх от-
носительно (| G,l, . . . , /о rtl уравнениft:

?'r cl . 2zr: = о,

?'rt). l2.ul 
=о,

, /С Г,Г-rр, Г1, /I4/
?'( t) . дО-'. а ар Е о,

В силу условия обп&ости полоrения детерraившlт систешц /14/ от-
личен от нуляyt, следовательно,

l{l)эо, / е g7-ul,7J , /l5/
что противоречит гршrичншr. условияti систешц /?/-/9/. Это и доказы-
вает, что число шошеЕтов врешени / , в которце Функцшr Hu/?rl),u)
постоянна на некотороfi. гранtt раsшернqсти > ./ , конечяо, .Щальнеfi-
пее докаэательство ничеш не отличается от докаэательства вшшеукаэан-
Hof, теорrш в работе ГI] .

l с л е д с,т в и е. Дя_эеlачи /|/-/4/,r2о2 -олтишальное управ-
I

| 
ление единственно.

Дока э ат е л ьс тв о. Так как решеЕие систеш! /?/-/9/
единственво, то оптиrlельвое управление в си.цу теорецц I, единственно.

ь
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ý З. О числе переключений

Т е о ре ша 2: tIусть l/ а - паралJrелепипедrа,<Цr,<F;,
i - П i 2/ эсе собственнше эначения шатрицr ,'| деfiствшт€ль-

нц. тогда реiлениё 9rtl систеllц /?/-/g/ одноэначно определяет
,2za2 - оптиltальное управленше ZО(/) , t ё ГG.rr7 ] для эадечх

/l/-/4/. При этоrr к8т,цая иэ функчиfi
постоянная, приниrrает лшць ввачения
переключений, где

UK-ry а-/,

1-1,x, кусочно
ш иrrеет ве бо4ее,(

с.: (ё) ,

{n,,p, l

I r, п-Е(!)*gа с7-Е(:) ч) -, /,

I n"" u""r, . 7r ;

I

| '/ 
/iL _ порядок сldстецц /I/-/Z/ .

,где Ecyl- це-

Дока,з ат ел ьс т в о. Всилутеорешл I, t/Ctl одноанеч-
но определяется иа с,оотноrцения:

Yё Gtц,,,77. Vtlrё2e ц lр,'(ё)?tl'(f )<F'(t),9цrёl. /16/

fuбрав ео'(ё) - (ц/ rl), ... , uZ_rrё), а; сёl, ч!r, /ё),.,., u| rсУ,
получиrt

?'(0. rdl' ,rэ; c/l ё?'ctl,(2lc'. с1 G),, /( Ец| Т7; <,.<а,.G)<r;, /l7/
ГДе (2)ii- ft столбец шатрицц 2

Отсрда следует, что

Inn, f'r{l .(g)'>о,
,.?(l)=| ,._, ,l..!j-, /ls/' |,п, ?"t),(b)' <о

и аначит, точки перекдDчения Функции а-| rt,, совпадаDт с вуляriи

функltии Y-'rll .(Ю)l , /r la,,7i
3arreHolr /,'- 7- t' систеша /?/-/g/ сводится к систеше.

фrt'l , Д', 7 rl'l - B'. f ,l'-tlll, {'е Ецr,7-цr), /l9/
i ct't - 4*. у с t'.t , /' ( Ео, L<r7 , /zo/
У(О) =-С, /2I/

где ?({,') -P(T-t') - ?rll
Поэтоlry число нулеil функчилл. t ft) - у'(ё'), cbli на Е4Т-u7
совпадает с числоr. нулей функuии 9'(t), (Ф)i на Ецr, 7)

С л у ч а й I. ,7r , ., ., )n - деfiствительнце попарно-разлхч-
нше собственнше аначения д ,

Так как всякJrю квадратн}rD raатриtlу некотqрцri преобраэованиеri по-
добия шошно привести к матрице, иrrеющеit rорданову Фо,рlry, то беэ ог-
раяичения обцO{ости в силу спреведливости рассJлtдениft , приведеннцх

вЕ4 , стр. 156-157], ш Ъулеш полагать, что
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д- ^rо
0 ,lo

е2,

о

0' 

":)
Испольауя шетод последовательного интегрировавия систеlшl /I9/ -
/2l/ на отРеакцк Сн,<.l,(к+!)цr7, покааеш, что для всякого к
( К - о, l, 2, , ., ) еправедливо соотношение

lL

d',усё1-2ri tcl.e4'l, l е tкLо, (,в+f)tдt1, /2z/
i-t

где I,/ l! Сtl - полином степени а|, plz| < к ;

2/d - некоторцfi а -мерншй вектор-константа.
Реiдение систеrrц /19/-/ZI/ на t-o,.4/f определяется по форlуле

.?(ё)-еД''l. р(оr.
lf,ycTb д;tя некоторого к > О вшполняется /2?/ . Рецение систешt ,/I9,/-

-/el/ на LCK+t)lnl,tK+2rg7 ишеет вид:

f (t) - e4'' El-(Kt 1'Ц'7,f (.,лё!r,цr) +

t
* 

|.""-" 
в',9со-<л)dl.

(к+a)с.,

?( J-cr.r), j€ E(r(+t> qrr(к+2)Q f предполоrение индук-
то

g. {ё) -
"Х1 

Еt-(к+!rц!Э ((к + 1)@) +?J

{

J еljtё-l). (В'' f (1-,лl)с!э

la'

Так как для
ции вцполнено,

+

(к +,! )11,

?L

уцt-!i}j
где rcrl - j -я строка
соотвошения /22/ для всякого
что вt!полЕяесся /2З/з

с| Её - <х ё!tцr7
rf.(( к +r)цr) +

+

к

eej( ё-,' (a
"1; 

(! -цr>dэ

(ё),еl'ё* i!*'rt) elJ"l ,t

Br . Это и докаэшвает справедJIивость
( к= ?, t, 2, . . ) . 0гсрда следует,

I

J
а-
TyI
чL

i-/
-Ф

+a ).л'

-|yi

Р. (ё)- f5",
d

"'r', 
ёс|каl,ск+tlulj /2э/
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týсть Р; - число нулеfi функчпи | tl), / е EKcu,71g+llulJ

тогда иа ле}iмЕ, доказаннои в [I l стр. I36-Iэ7J , вштекает

,п
Пi .CZ.r! +ro-!) < (а. к +п-!).

j,t

Iýсть ,y=EL/!) r lr V-€(;:) -1-t.faK как EQ г-uJ=Ео,r,u7l
то число нулей функчпи Фi(tl ё € Гq 7-сз,7, а аначит, и число
переклDчениfi управления zr? (С),, d € fc<l, / ] не превосходит числа

. |-r
l'= } ,е' .ul<

к эо
Суrrмированпе /24/ по к
ливо неравенство

от 0 до с1/- t.l показшвает, что справед_

Р'<К- lъ - ly, /z5/

Случаfi 2.
l/ ,l, , , 1,п - все действительнше попарно-рааличнше

собственнце аначения А , Da < rL ;

d/ л -кратность,?r,; i,F
|7l

з/ уо.g JL

I

/2,4/

I
,ц.(rуr'l),

2

зrL

a =l
8 aTorr случае

д- (
qo
с оа

eQ,

где е
L

/л t о
lo'4,
|??q,\ооо т)

u
дt

е

_c, lе,
о :,- )( где

1t
о

о о

-9r - ',
(9; - 1 ).
t9э'- 2сfit.'
ее; t

,е 4,ё

е7, ё

ё.еl,ё
е4''

Покалеш, что для рещения систешш /T,9/-/2I/ при всяком /(

( к з t, 2 . ., ) справедливо соотнощение

nz
d', ?rr, -Z v,^'Pt-l 

'rr. е2i,ё , ё€ Е(к- /).д, K.,^,J,

L',t

/26/

с

)

,

t
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рещение систешш на EO,,,rzf иrrеет виД:

f{ё)="Д'-'. усо),
[ýrстъ для некоторого К > ! вшполняется /а6/.

Ре:ление систешц /l9/-/2l/ Hs Ск.L,, rI + !rц)) ишеет вид

- д'(l- хц)
f сёl - е f (к.1)) +

l

t" а'(ё - t) 0., 7с l__ ldэ

t

хц)

твк какдлЯ f(!-цrr; JС Скцr,(к+rru7 предполоlение индук-

ции шIполнено, то, испольэуя форшулу интегрировавия по частяllrпо_
лучаеI

?1 сёl - чfu-l rёr,еао'l *

+

+

хч i-t

- ч!r-' (l l . е2р't

,п

уU

i fr, - а l9P', ur*," -7, --l, 
"Сt2;- 

72) !' +лр, l _ 2;. uа4о _

С-r7

.t
+

( -' 
'D-!- { Е I r, - rf, о,:!,,'(, -u,r.ec(), -)р),э +1р,t -1;

I i.. t С,о
l. ор

l

+

+

P-l

,|r" 
ru, 11о<?е

jrl К + tlQp- t, , _ с4, ). е( 2p,I - 2", е)

кФ

4^ Л-'rt), 
"'t,,t ур ')'?р-! (ё ., . 

"r" 
, 
'- (к +

,

Отсюда следует справедJIивость соотноtденuя /26/ t в силу кото-

рого равенство /2?/ вшполняется для всякого к ( к, ,, 2.,.)
а

Ф r с l-| v.|'"l-! (! l 
"'r"', 

ёсЕ(к-l)tL,, ка,7. /27/.-l
j ,,l

Иэ равенства /27/ вштекает неравенство /28/:

лt '-
1-

i,l

Сушшируя /28/ по ,t от I до Р , получаеш величину Х , ограничи-
Baшlým число переклрчениfi управления ui С С ) не отреакеЕсэ, /]

Таким образоri, теорема ? полностьD докаэана.
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