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В работе рассматривается эадача целочисле:iного программирова_

ния, известная под названием обобщенноr1 эадачи о ранце. Дтя двух
rrоди?икаций этоft аадачи построеЕш вцчислительнше алгоритtiц и при-
водятся оцеЕки их трудое!rкости. В алгоритtlах испольаованш идеи ди_
нашического програшмирования.

I.поствновка ая,'lаЧ

Рассrrотриш аадачу / :

пузj-t
rL
уаj"!

+ tn2,T,с.J а.

а. 2, 6,€

/I/

/е/

/l'/

,{

, B|al|, j-lj. rc/

3десь l, 
'j, 8. - постояннше, а переrrенные/J, удойетворяпт

дополнительЕцli ограничениям :

Zrr.ёr, K-f,2,...,/, /4/
пl 

jСlл'

"о" лU а , |f,2,',.,., о |, /rrП/.r, Ф при K]i к2

ЭТа Эадача при t*- !, K-lj,v иэвестна под на9ванием "обобщен_
ной аадачи о ранце". Дпя редения ее испольэуют метод ветвей и гра-
ницl ЕI]-ЕЭ] , которшfi вообще говоря, не позволяет иабе8ать перебо-
par растJrщегЬ по экспоненте с pocтorr п- .

В настовцей работе для случая, когда коэффициенты ограничений
-,целце числа, при проиавольных целых /* ( |/,l lчl]рассматривалт-
ся слелуюцие обобщения эадачи /l/-/a/:

3 а д а ч а Л' . /1/ и /2/ ааменяrстся на

zj,t |i 'tl) - 
rflaа ,

|0

;!n ti " 
ъ, /2' /
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"л" {; 
( yj ) - вещественная Функция от

ти ОJдеli считать, uro |, (О ) - О, j ,
к условиям /|'/, /2'/ , /3/, /4/

под элементаряой операцией п
ция, либо операция сравнения.
начать количество элементарЕLIх
ритма или его части.

онимается либо арифметическая
В дальнеftrлем черЪа-?t/П /Оулем
операций ( память ) какоiо_либо

. 

беэ ограничения обIIЕrос-

добавляется /5/ z

/5/

/2" /

/6/

опера-
обоа-
алго_

lrJt,п
a

l

yi l l0,!,з, ..,, В,а |, j , tV
З а д а ч а'd' . УЪловие /2/ ваменяется на uz ограничений

f "u Э " 6, , i, tj,+ъ,

i.l
где Оrr, О - цед[е.

Для реления эадач д" и А" предлагаются соответственно алгорит-
мы ,i' ч ,tl" .. Покаэано, что трудоемкость алгоритuа ,i' будет поряд-

ка Zn, - В2 В , п"аz |X,,v} "п"u""r"рЕцх 
операц пtiХ/ , гдеЕ - jff!_l s* l ,

J-;721 t* при паriяти Лr, n t(ыil)ячеек, где A-|ra-._(^z^e* ) ,

Дr^ r^ . *.о_|€^, z*- €^+ t|. Трудоеrrкость алгоритма JC' составляет

tа,-РХ2Дl'П6r, .1Гr,,-оП 6r. Слеryет отметить, что задача,/I,/ -
/З/ прп услdiЙи, что /?/ а'dЙенево на /z"/ ц EL-z, расс!iатривалась
в работе Г 4 ] , где предлагался эвристический алгоритм.

2. Метод рещения аа.,1ачи А' .

Череэ Jnct> обовначим максиrryri исходной целевой qункuпч /l'/,
при условиях /2'/, /S/, /4/, /5/.

Требуется определить допустиlшй набор ( yi , .,., li l, при ко-
Topolr

JrtВr=riп/; cyr:l.

Обоэвачиrr lr- ll^J ,, к - i-ly. М, определенЕости далее будем

предполагать, что J^- lh_r* !,...,.рк|, "л" k - z,lr, 7о - О
l.t

СФорlrулируемдля цел{х Z, р l t>o саэNmчýrDвспошогательнJrD эа_

дачу.
Наltти лопустиr,шй набор ( U;,.,.,ui), при Koтoporr достигается

максиlryrr Функции:

|а
2 {t 'И; 

l + Паа,' ,
i=!
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при условии
tL

Lg!

,
Zп,'F,
,
Z ,, . t, /В/

i,l

_ uru: 
tr' 

o,1|"' .'' ,: ,' 
" 
,n , = tэ , ,'r|о',

где /, ,ur' - вещест9янвая Функцuя Ч i беs ограничения обцЕrости

r.o*Ho считать, что { (О )-О, l- t,2 .

t'L
Череэ hie обоаначиrr шаксимJrri целевой Функции в аадече /6/-

- /Ю/. Нетрудво видеть, что эта величина при условиа 1- а равЕа

hir-' , а ПРИ условии О2- ! соответственно

trith!_|,р_u,* itu,lJ.
Отсюда иrrееf следtDщее рекуррентное еоотношение:

h!r- rc-|"bi tr?еГЬ!_-r'е_ч* { tu"ll| . /II/

0чевидно, что рекуррентное соотвоrление, аналогичное ,/II/, rroшeT

бшть вцписано для лэбцх аначениlt/, /-7-,z; a,,a-f,?;r1 ,,l.f,бч будет
иrrеть гри этоrr следrDплitй вtдд:

h!, -,,,a.z|rii щ, lt;r_i i,u"r]} , /I2/

причеш h:^ , П| естествевно поло8ить равншrrи нулD.
Л е ш ш а I. Вектор аначениft оптимучов

(hjo,..., hlр,..., п!с) /lз/
для эадач /6/ - /Ю/ прп F - Оjб uоr'ет бцть вцчислен ценоD:

I, - '2- Azc'orr 6", Zп- Аrа 6, /I4/
где Aze - rrъiп |е, z-€+ t| .

Д о к а э а т е л ь с т в о. Оно конструктивно в тош сшцсле,
что приводится описаtтие алгоритма нёко8дения вектора /IЗ/. Работа
этого алгоритма состоит в последовательном вшчислевии шатриц

Hf- tф) , где для кахдог о /-!,2,..rZHoMep строки d пробега_
ет аначения

,аа.z|!,€-z*llrоil,о1.;t lr,е| trct
прц p-Q!,.,.,E.

а

На осl

*!r|;*t'
новании /.I2/ лри / ( 2} для расчета 4 -tl строки

а]i, ,rатриrщ l/f необходимо иriеть строки 4 ,ior- / матри-
. Так как прп d-ol, Y,<l uuеем равенство h:;'- 4; ,



0 нек моделях и методах эадачи о оэнпе тз

i

то для вцчисления строки d матрицш Hf до"*rrочllо иметь только
(d.-,l) -ю строку матрицы Hf-f . Прп 7=1 единственной cтpoкof,r

ш9трицl! t/r является вектор r h.) l , р - ф. На рис. I покаэаны

ооооооооооооо

максишальнше и миниliальнце номера мношества строк, достаточных дJtя

расчета шатриц
,_

Н' l гд€ /-/,Z.

Номера
строк

е

е

t

о
оооaооо ооaооaоо

?.- +!,

a

Номера
/ шатриц

|-r*a-ln,C-2 +y|+t .

bf,|) uo*"o представить в виде

/16/

.} Рис. I . Схема матриtlы Hf' npn 7. П.
0 - максимальнцй ношер строки; a - шинишальншfi ношер строки.

НепосредственноГt проверкоrl убеждаемся, что с помощьр матрицц Н|'/
алешентц шатриrцr l/l для всех строк d , удовлетворяDllоtх /I5/, мох-
но вшчислять по /l2/, вцбирая эти элешеяты в порядке, обратяом лек-
сикограФическоlry. При этом вч_о,вь вшчислеrrнцй элемент lzlp ааписш-

вается на шесто элемента h.Jp' J эа исклDчевиеri случая a-N,7<f,
когда дJrя элементов nlo, р -ql, боршируется новая строка.

Такиш обрааоt , для любого ! <| з2 rrатрица Н/ вцчисляется
при пошоIlи riатрицш Н/-/ , а при 

-/,7 
матрица Н| состоuт из од-

ной t -il строки (h;, ..., hfB), представляющей иэ себя искоlшй
вектор /l3/. При ""rй"""" u"ii",ro l/| согласно /l5/ вшчислялось ко-
личество строк, равное

О|rr' - ,nrn |/, 0
Поскольку Anr= ttъiп|е,z- С * t| , ,о

l, f . Аzе,
Aze, Azc < | <Z,-A.e+ t,
7-|*t, '-Аrс+ t <N €z

.у
Аrе

0тсрда получиll, что

^rе- r:fr, 
О{'r'

Испольауя представление Oi|' , впде /16/, получаем

/ l?/
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i
ol. !

(l,
Аrе

Дzе,t a-Aqr+ 1-2 yt Z'"
t

лzс * Z (2-f+l l = !+2+...+(л*- / )+
/' a'А2!'Z

z

ц -, ":|' +- 02ьrrсz-л2с,

a

/,t | 'А*
+ Дrr( l-лzr+ t -Аrе+1 1+ ( А"2- ! )+(члr2- 2lt...,!-Arr(t-Ale+ t)./lB/

Так как дJIя вшчисления элешента hJ, согласно /l2/ треОуется-Р
операциft типа сравненJ{я, то для вшчисления всех элецентов uатрцrцНl

потребуется -":|'Яо - 4!; + операциR. Отсшдасучетом
/lB/ получаеш оценкi--/lц/ для Ц :

|=t
иа /l7/ следует, что при последовательноli шлчислении liвтриц всякигt

реs требуется пашять для храневия не более Ad строк. При этош,
еСлП N < z-t ,1 , то ишеет }iec1o неравенство

. r+tiп |t, С| < ftL.n {e,r-l+t }- ь*,
т.е. максиlrальншfi ношер строки liатриtlц 71f не превцщает Aze .

При |> z-t+! имеец равенство *аа | l, l-z *у|- l-z+7, т.9. с
pocтori f увеличивается шиниlrальнцfi ношер строки t{етриttц Hf /"u.
РПс.l/ и в пешяти освобоадаDтся строки с ноrrераши 4, с с t@t .
Поэтоr4у прп / > t- !+/ вновь вшчисленншlt элеrсент Ь!," шоано cri€c-
тить в строку с Horiepor. а-( |-z +у) rt . Это сшецение _мохно ocJдecт-
вить путеri последовательного вшчисления ,.атриц if- (li'), /-<d .<

< Тr: |fi Оr2, z-y*t|, р.Й.аналогиiшх нtzпрц f<|-С +./ ишееш
Н' - Н', при значениях lrъ-l+ 1 мя l,<a<+ - с рекуррентное со-

отнощение /I2/ преобраэуется в

ilo- n*, li:;b, fftоrЁi_'r, 
t f, срэ1|, /l2,/

а при J, > 7- С + t, Z-€+t<t мя a.L-0+./ испоJьзуется рекуррентное со_
отношение

$!, -* а ltl42 {i!-i, r, ft&? г4!i,,е-"

-?

, f tp'l1|. /lz" /

прп/>7-С +t элечентц rrатриt{ц jt получеDтся при поliоtlJи пере_
счета элешентов матрицц ir-t _справа HaJreBo и сверху вниэ.

количество строк rrатриц ir ." эависиriости От /и покаавно на
рис.2а вслучае l<l-t.t инарис.?в вслучае t>z-l+t.

l
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Ношера
строк

о(

оо
о

о
о

оaооо о

d.

ое
о
О z,?,r

о
с оооо t

ооо
оо

ооооооо
t

е

l

r zf

а)
Ночера
шетриц

1

Такиш образом, при всех r=П па.шять, испольэуе]rая для вшчис_

ления 9лешентов t|атриtlц ПУ , не превос холпт Au 8 ,т .е ..Щ- оrс 8,

и 8вачит, оценка /I4/_, а вшесте с эти}l и лешrrа I докаэщщ полностьD.

б)

Рис.?.Зависиrrость количества, строк шатриц // от вначений 7
О_ It/!аксимальныit Hor.ep строки; tl - минишальrщil Horrep строки.

В дальвеftщеш под алгоритшоrr ,zt' t t, t l дrrя ЕIчисления вектора
,h;,..,,h!B, будеri пониr.ать описаншrй rrодифицированнц}-I алгоритш.

?. 3адача /6/ - /lO/ rrошет бцть решена ценоD:

Ц - р" (z - лz, ) Аrс €, \-Atc р.

Лешша

Д о к а а в т е л ь с т в о. Деiiствительно, по лемrrе I, мо8-

Ео получить BeKTov(hlo hjrlrаатоатив при aтoli количество

операциfi 4- р', | - лz?аrrш пЙять frl - AzeF. Последниfi элеriент

Чр "rо"о 
вектора есть, по опРеделениrс,искоlоtfi оптицrш sадечu /6/-

-/lО/.Осталось найти доrryстишлfi набор (ui,..., ц; )rпри которош

Z lr,"1,
ь./

Предполошиlit, что riц у8е начли u)+t,..., u|,тогда U; находится
следrDiциш обрааош. Полошим

2

Fr . !-Z *| , Я -|itц: l о, p+t < i "t I, Q,-tцgzt.
l,.t+t

Далее деiiствуеш по алгорит!{у li,pr, €r). Есttи 2<z-ё+!, то из

uiоr, fti ;:,t!оr'фЬ-ч,* l,(ц') 7 /lg/
находим у' u ll' такие, что

,Z
he

oi,o, - t'!r'- 
l,яl - u, , i,. С u'l

a



Iб С _Е|-л Гяаапея

Еслир>z-е +!, то приl'> z-C+t рекуррентное соотноrценйе /I9/ ёg-

меняется на

и/ и

t

ni,,' ;# Z2, _: о"г 
п!)j,ъ, i,

ц' находятся иэ фr- 6rr_.

(u') 7 , /l9'/

., i,(ц). Так *^*rtчоr,

то, очевидно, что для рещения аадачи /6/ - /,lO/ необходишо кол}tч9ст-

во операций tэ-F2(t.-r)лr|С прu печятп Jl, не более А* Р ,

следовательно, лемма 2 докаэана. Алгоритш рещения эадачи /6/- /Ю/
будем обоэначать чере8 tlr' l р, t ) .

Описание алгоритuа,.i'

Алгоритм "te' состочт иа трех атапов.
Этап I - lВlчисление r.атрицш ( бх|,, 

^ 
- 
'Vr_ /r. ;7 . Элеrrентш

d^р к -fi строки шатрllцш равны вначенияш ЦJ получаеllцц иэ

эадiчи /6'/ - /lO'/, которая является rrодификациёfi аадачи /6/ - /lO/
лрч П|'u;) - /,о*_, ,i 'u;), 

tr- C/"_tri, Цr. -fu._1+i, ''tr, 
?-t .

Zx

Д|r-_r,, 
(Т?л_r,[)- &, /в'/

при условии
a

l&
OK

уч
t'.t

ZK
уц
a.j

-! *i ' Р, /7'/

/8'/

/9' /
/Io,/

/zo/
N

J r8l=l?Lъz Iп|v 
лlrF",€ E,-*F*

t?"_!ri < l^,

tpr-t ,r, e |o, t| , ', 
i}*

72^_r,, С|О,l, ",,Р^'\_r,iI, t,= П.

лl
, Z u^r:

Ktt
осJrществляется алгоритtaоu динамического прогрешширования (ДI).

Этап Ш. Нахоrдение оптимальlюго набора lyi |, j.lj, СОСТОИТ ИЭ

ПОДЭТаПОВ К, !,2,...,,lY . На каддоц иэ них реrлается эадача /67_/ю, /
условии , что /? 7 эаrrенено на /7"/ с поцощьD алгоритriа ,ri^Cp;,Ql,

lK

Z 37^_r*, - r:, /?'/
i,t

при



0 некоторшх tlодe4щ(ll_ц9!qдqх решения задачд о Dанце I7

Т е о р е м а I. Рещевие аа,цачи А' шошет бцть получево с по-
r.ощьD алгоритма а€' ценоD:

qr, - t"ПХ оrааlХ,ru|, ,g,-B.ro*Ml. /u/
До к а а а т е,л ь с т в о. Сгруппировав индексш d, по riнo-

аествац /х,uэ определения опти!4уша Jrctl получиri;

J,.сбl -qоz _Ё,* Z 1,уr, -Л/ 
ý 4,g i, й'Кz! 

Z у,,|^,
jc!^ "

Т. ". " ti,зd!^
jctB

э; с |4t|, 1cs^,

ti с |е 1, ...|f^..r.|, / rl^ .

lKз
cL2 уз оrоr Iэ .(

- !+ L ,*iI
1hrB

$^ 7л
ltL

я K.t .'.'
l, ll

ill
la

0тсюда слелует, что под энаком

сиlryма целевоir Функции эядачш /6'/ -
Отсюда получаем аадачу /20,/ второго
обходимо предварительно вшчислить !la,

Рещив задачу /?О/, получиt величиву
чц

необходиrrо определит

!п'"л-r,i 
< t^,

\_n,, е |О, t| , i - trt*,

ьл_r,irlrqt,...,л:_z_r,, l,' i, ГТк

#ц lо *о 'Fк '-rl-'

су!{мц по К стоит вначение мак_

/lO'/, т.е. алешент Un р.этапа, для реiцения:сотороfi не_

трuчу cdn") ,_к=П,р.о}
оптиlryr.а !,Сбl исходноrt зада-

Д'пнаборtР| ,.. ,Р; ). Дпя полного рещения задачи

lгl

jc[.
,очно

ь оптимальныfi набор переrrеняцх l t l,
у;' , то для определения переlrенiтшх

pacci,ioTpeтb эадачу /6'/, /?"/, /8'/ - /lO'/

z4' теперь

J-П.
|у..IПоскольку р;

jc rn , достат



Докаrеrr справедливость оцевкu /2l/. Дя этого определим тру-
доешкость каIдого атапа. На атапе I дtя кrчисления fi -fi строки
шатрицц ( d,в 

' 
, согласво лешше I необходцшо аатратить порядка

t"or^r"c li- ar*l,") элешентерЕлх оперециf, при пшяти О""е* - i
Следовательно, для Е!числения всей rraTpиlstI6*"), ^-tV, р - г,8 ,

м
потребуется количество опершlиfr 4 -IrFО"^€^'Z^ - О"*е.' .

Так как ка^Iдая строка raeтpиtlц ( бхл 
' 

Еlчисляется неэависиlfо от ос_
тальнцх, то паllять 4 - В ж.'а".r^- 6,а

Не этапе П ишееч обцýrр sадачу динаtaического програмширования

f 5] , KoTopJrD шо8tlо рецить ценою:

tf - 
'аrV, 

а, - t/V.

На атЪпе Ш Iця цsхоrдения оптиllального набора { l; l ,s'- {о,
с учетош лешлr 8 необхqдишl:

il
rr*Z 7i't z, - Оr"€.)е*, Дrо * 4

Ktt

обlцвя оценка трудоешкости рещения эадgчц д' !

q,- Ц * G* Iо i rrt^ - л2,е,) дl.с^, 8',ч ,
11 -fl

,N fi'tt - Оъеr'А"^е"С,,
Xlt

!7r, - ,,u |,/r* .lr; Zп | * 8r д + ,V l,

Огрублqя оценку tr., , аапшцец ее в более коrrпактноil форше:

I,1, - 62Рt.** {t,, |.
Справед.пивость оценки /Zl/ xoKagaнe, этиll ааверцается дока8ательст-
ВО TeoperB I.

3. liетод решения аадачи z{'

Фсть j С б t, "д" i =' 4, ..., 6^),- шаксиrryш исходноfi вgдsчп/I/
при услФиях /2'/, /3/, /4/. ТреОуется определить допустишлй набор
(3;,..., с} ), при Koтopoш

icEl.f + -;j=l
КаК и В, ЭаДече ,{' , обоаначиш tr.|J"l, 

^ 
- tj , и дJtя,(определен-

вости будеrr полагать, что t^.[!^-il,...,?^ } , гле ?* -r|rrr, л .0
сфорlryлируэI длг целцх z,c t о следrDцým вспоllогательнJrc эадачу.

Наfiти доrryстишrfi набор (Оr', ..., 1r; ), при котороц достигается шакси_
lryx функции

t
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t
Z 7, u, r.а-.. /z2/
i.l

при условии
L
ýЕ а,Ч< ,9

.т|

/zs/
i=!

a

f,, , ', /z4/
i=l

|c{et|, c-t,t. /z5/

где ,2L, L-t,l; р -векторш с целочисленнцIи неотIJицательвцци коц-
повентами.

,t
Череа hiF обоэначих шексиr.уI целевоfi функции /22/ в gеле-

че /22/ - /Z5/. Нетрудно видетьу что ата велrtчцrrа пDц условrrп t|r-p
, t-, , t-f

равва hip , а при условии, /о- 1 соответствен'ао fui_rF_ф"r.
Фгсрда иrrееri следrDщее рекуррентное соотноtдение

h}p = ,,-, lф', hji, _4 * V, J . /2в/

Очевидно, что рекуррентное соотношение, ана;rогичное /26/t rоrет бцть
вr{лисано д.ltя любшх эначенпt n, n- F, f, f -/3, i, оrF rЕ,

Ъ!,а - *zа.з |ф', 
"!_Ъ_а/ 

, 6 J, /2?/
при этош полагаеri d:b а 

- i реввцI нулD, если хотя бц олЕа ltэ

величин е-!, у - / или одtа коошпната вектора F- Ф отрицатель_
нц.

Лешша 3. Вектор rфr, ocfcЕ, эваченlrlоптицrr.овsадеч
/22/ - /25/ прu о< i < В цоtет бцть ваfiден ценоD:

,а

4- ,"- д"l, о* П 6,, аr- *П в,
е. | е.1

Д о к а в а т е д ь с т в о. Анелогпqяо аJtгорЕтцу аС, Cp,el
описанвоцу при дока8етельстве лешrоr I, ЕIчl,tсляеI последов€tтельность
riатриц i| у. 1},гле

iL с i!r), / 1а з *о tr, оrr, "-/ 
, rl, o.i n i .

При атош рекуррентное соотношенuе /t2/ ааlеняется gа /.Z7/, а
/12'/ ч /Iz'/ эаriеняDтся соответёвенно на

i:F - ,-". l;::;u, Ё_rr, Et |, /zz'7

i|_r," . r*ц4 |i{-'r_лr, Ц* _ Е, * "t |. /2?'/

В кашдоit строке чатршsI if иriееш П6, элешентов, а так
как для в!числения кяr,цого элеrrqвта треОубЬ'ся фиксированЕое qисло
сперациfi типа сравнения, опреде"Iяеriое соотttоrцениеч /3?/, то дJtя вц-
числения всех элешентов,.атрицц if требуется Ц'l1 В. операциfi.
Отсвсда с учетош /l8/ получаеш оценку дJIя Хr. lВ'

,



|пtЗ

Ц - Z "'i' Гlбс - с 
" 

- А"с) оuПS,
/=! i,r i,l

Как следует r,la соотноrцения /l?/, максиriеltьное

ц" __F равно Дtt , поэтоtry необходичая 4#l(r;l) , о.F.8 ,паDiятьравна ОчГl
лешlа 3 докааана. 

Э'1

будеш обоэначать чёРеа

Функции

Bz (а,С) . Череа ,:j"

Е

чиело строк в метри_
вЕчисления вектора

g; Следовательно,

обоэначиri оптиlryц

В дальнеfirдеш алгоритr. нахоrдения вектора r if, l , о з/ <i ,

при огр8ниченI,tях

л-lN
ýсд
ltd d

j,t - 
rlЩ,

<р,
h-/

тlt
j,t

I

Бi';

Z "j' t. Р, t. t(- !,
j'tp

I
та *j.t

.zпе|4l|, /-/П
АJrгоDитц J' Dещения аадачи ,|'

I атап. На<оцдение оптицуша i.r6' эадащ Д" . gtап I соЕто-
пт ug | подэтапов с ношереraи К, Ко/, i/ , на кат,цоri иа котор,цх Ра-
ботает_ алг орптч ,Д!^'t 6,ё2, к =./Z которцR отличается от &rIгорит!.а

at ( a, С) т"rr, uio в эадаче /22/ - /z5/ велпчtаtчli,,Q, Ч, ' и t
приница,Dт аначения 4- Ф._r,i, 1-С?,_.rra,Ч-24,_rri, t-z^, !-€.
и что прlr,f@рекуррентное соотнощенuе /2?/ прпfсr,л=l аашеняется на

":iu 
,*.- {l,} "Z:i'ib, * l, с?,-,, . t l,

-f i ^-t
-g.4 '

ап9u f-3,t-€л+/, Z-l на

a

jcl

h;;' , -,* |r;;' ^, 
"!: i;|i". _ ,. f 

* о,l"_,,1 l ,

П отап. 0предрление оп.!им8lтьног0 яаtiоflа сz|,..., ci ). Этот
атап состоит Еэ Z U^ подэтапов. Иавестна величина оптим},ца

7. l i l . &roBb ЁЬ"' эадбчу Д' по шгоритtry первого атапа до
теr пор, пока впервце не получиr. величину Оr:';,', pBBHyD iril.
Поскольку О!:';.' - впервце полученrшfi оптиlf,уl|, то в соответст-

вuu с /2?/, /27'7, /z?'7, щ{ееш



a d.'r2!'u". * 
"/, ,

, f': /; к'oai;i 
- а". * Cf ,

Это овначает, что 2rl . ! , а всё пос.l,едуюttие,r/- О прич-7'+4.-.,а.

Далее переходиш к подэтаrry 2.

{."i.- u, 'Ц'; - u",' Y!аВеСТВУЮ' при условиI1 , что tL=./, l/ '- / , к с /, к 4

0 некотоDцх шоделях и шетодах решения эадачи о ранце 2I

Рассrrа,грлlваеli величинJi,

величиву сптиrцу:rа ааiачи А

п что /4/ зашевено на

д - r1l4a ,?7,.'rL

! ,<к <l1/

t

Zj*r^, K=lfi.
/ еrГх

Z ", .!^. -!
i ч|rl

Сшскав следrюциfi х1.,-./ , получиш Zл, - Q Tlpи,?-/"+1Tl
3атеш переходиri к подотапу 3. Расчетц. повторяDl,ся до тех порrпока
не будет наltден оптиllа,тьнцй набор { 2r,', . . . , -; , .

Т е о р е ц а ?. Задача А" MoreT бшть решена при по\tоц.л алго-
ритма ol' ценоD:

.Tur, - ч2Ё r fiBr, fr",= oLir, , /2в/
L=' i. l

г {r*-!^it, /^ iде

Д о к а э а т е л ь с т в о. Сгруппировав индексш f по шно-

KecTвatl J*, * = !|7, получиtij
l!

i,El,r*,',^TT"r.
lLэз_dl

l К.llЧr

х Zq",B,
l -1 jёJ*

Z"r*Or, л-П,
icl в

qc{o,t|, ic[^, ^=П.
ilPK
туЕц с: а.= t7l2Z

tл
ттьц

х./ l=&_l
dj'i 

=
8,

к.! j,Ркцr 1

f са €t^, a=/f,
l1Л-|t

tо е 7О, tl, а=Рх-l*r,.fл, Х = !, /



Деf,ствительно, последовательно цJполняя податапш с номераии

K-lV этапа I, получаеri величинц ,rZ"" , а при /(-,У имееш

,Ь;/ - -л

равенств_о h;r- - to Сбl l т.€. этап I дает значение оптиrrума за-

дачи А" . На подэтапе Р этепа 2 находится TaKoft номер у, пе-
perreHHoft а, что,хф - t l е 'пРu чlо7r.+ |,.,., lр_i/ _2/ - о.Очевидно,что
атап ? устанавливает все те 'j , на которх достигается оптишJпr

аадачи ,,f' . Докаrеш оценки /28/, определив трудоешкость каtдого
атапа. Согласно лемrrе 3, для реалиаации I-го этапа необходtцо эа9

тратить элешентаршх операций

при пашяти

алгоритше

.ilф

'r;Lд"ле, 
(N^- Аz*цl fi 6,

аr- о Лбi 
. При вшполнении -этЬп. a 

r"п:чэуется cxer.a

I,-го атiпЬ, поатоlfу i! ' Лr, q- . Z |" %,

пL 

Х'1 

а
Ir.- Ir*q,<,tt2!2R f lr; ,E,-,na*|lT, ,lTr|-b fl 8;.

i.! i,!

Справед;lивость оцеЕкu /2В/ докаэана. Этиш вавершается докаэателъ-
ство теореrд{ 2.

4. Численнцfi пример

(22r+Цаз+6zr+13r+аý+2zб+'Cl+?9+ýа"+hсit zr|lз!2+9эr76аu+?,зr;а.)..поz

,Zr+ Э,rэ+5.zr+qа4+6.zr+7z"+3аr+ 9а"+ Ic, +

+ 2,zro+ 5,zrr+ 4ao+2,zrr+tzr1 6,2!ý+ !6 zrб ý 2о,

аr+ 2r+Е!*&" < t,

2€+ а6+ 2, 12,
2r* 39* Zro <1,

Zrt* 4t2- El, <2'

аr+*Сrr' Zr" "l
*J.-.O цлu 7 , l - /,2rr,,.., lб

ДтЯ наглядного предстамения аапишеш условйя аадачи в виде
таблиць I.

l, /з 15 & Jg А

/
cj

ai

I r2r3r4
2,4,6r8
I,а,зr4

5,6r7
I,аrз
6r?r2

8r9rI0
7,5 r4
9r7r8

II,Iа,Iз
Iзr8r9
514rz

I4, I5, Iб
6, 7, I

з, 6,Iб zo

t

процесс рещения задачи начинается с I-го податапа этапа I.

Так как Zt= 4, С, = 3, то по определниD, величина Aчe;,alaIert-
-tr+! |. J. ЕЕчисляеш последовательность liатриц i|rf'j= t| l, где

,
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l

j l,rtl - r illll , t <& 1*al!2. {7, z, о--/ |, о.д <эо.

![атрица i 1'No"ro"T ив одноfi стро*и r|lru'l , О <ё < 2О l элеr.ен-
тш этоrr строки находятся и8 следrrсщего соотноrцения:

}co_f О,r'Оr,
IA 

|', р > at,

л[атрица ,jЭ,ltl состоит иа двух стэок ri!la), o<l<2Qu ri!1"2о.э.zа
Элешентш строки ri!;"l, o<Ft <2О , нахомтся справе|наJtево и8

рекуррентного с оотllощения

i!;'' - Е,а4 |;|;'!', Е;!::о, *Е l,
,о" Еуц + Сз полегается paвl{цш нулD, если р - а, < О . Элеrrен-

ri7"'l , о<р< 2о ., получаryгся пересчетоц справа налево

д

тц строки

где

строки ';а'1 о<р<2о , ло рекуррентноцу соотпоцrен,'D i;!" -
.rО' 1i/;"! ", I t гд9 с, полвгеец равншц нулDrес_

пп F < аz . ![атрица 
-jl, lll - rE!2"'l, ,<а. < 2, о<р < 2о,

получается пересчетоI .атриtsl i?,'ilспраьо налево и сверrry вниs по

рФ(уррентншш соотноlценияц :

i+ol - п,а.э l ;;;оr, ilr:-е * са 
} ,

i*u, о ,й2 {i::;,: Бi|:; * s l,

"i,alq2r2""ffi;.u"J;":ffi ',2f,,ioY2:o"rn!;-o",o,
алешентц KoTopoft наJ(одятся tta рекуррентного соотношения

/,!1'r'-о,о. {Е*'': Е; :;, r, l .

на этом l-it податап этапа I свою работу вакенчхвеет.
Таккак tr-З 1 t"-! ,тоАrz?з-2. Вгороitподэтапэта-

па I аакrшчается в Ецчислении последовательности шатриц ,iЦ tzl ,

/ = Ir2,3, где

it,"' r;!;'Pl, | <1 ,,*n'n{/,2,a-/l, o<F.2q

Элешентц !aатриц jlr'zl вцч}tсляDтся по анаJrогии с элешеflташt.t ш8т-

рпц ilrl , но дJiя вЕIчисления 
"rэо* 

ri/la), о.р 12,о ,и rir|a),
О</' < 2О , испольэJrDтся следrDцDrе рекуррентнце соотноrцения:

;:' О'-,*", 
{i/1"| ii{Ц-,, I

;ао' t 2lo2 |;ff', 
'1:rъ 

.Е } ,
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где ,;r'2 +Сr) ,;rЧ * + ) полагаются равныriи нулrс

как толькО Д-ав . О; ,а-а" < а . ОстальНые подэтатты этапа i рабо-

тают аналогично.
На эторl этап I свою рабоТу эаканчиВает. 3 реаультате работш

этапа П, в качестве подэтепоВ которогО испольауетсЯ аЛгОРИТ1,1 ЭТа-

па I, полУчаем вектОр э = (IoII0oIoo0I0Iloo), на котором дости-
7гается оптимум Jr" (2о)= 2+6+8+3+I3+9+6=47. Реаультат последова-

тельного вычисления матриц 
't 

приведев в табл, 2,
Таблица 2

l

п z ., 5 6 I , а lo ll l2 /t lq lб ,6 |7 IP ,9 2о

,,/, iцlarl о 2 2 2 2 z 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

i4
?.а

-о

о 2 ц ч ц q q l/ ц // l/ { с // ./ q t с
q

^ aro
h
2д о 2 6 6 6 6 6 € 6 6 6 6 6 6 А , € 6 6

:,,.аи
a

о 2 s 6 t !о to fo lo lo !о ./о !о !о /о fo !о /о !о !о

а|" о 2 с ,' I ro !2 r'2 /2 /2 /э /2 /2 l2 f2 l2 /2 tz 72 f2 f2

.1r|о

?,о о 2 6 f to r2 t// |6 t, tP 1| l, !'
IlrV, ll /,

:raа
-v о 2 ч 6 I rz !q lё I l, zl ll .а /' /9 ./9 |а /9 l9 /9

:zlaць о 2 ч 6 t to lz ./| tб il /' t? /, ./9 ,о 2о 2о Zo зо

,,art
оa, о 2 ч. о t lo r2 I

I

I

r'q ./6 /, ./' /' f' а !9 ,0 2о 2о 2о 2с

ад, - ,/22- 0 2 а 6 , to te !ll lб !f !9 2l 2/ 2l z/ 2t 22 25 2з z,

-:t' i4l,lA
о 2 l/ о N ./2 !f !6 It lо 2l 21 2/ 2-1 23 z5 еб 2l

-i|,
nry'

:a.,
-r/'

0 2 l/ 6 ? to 12 /ч lб !? .l9 2t 2l 2! 2! 2, 2ч 2ё 26 2,

0 2 L 6 l !о r'2 // !6 ц t9 2t 2l zl з! 2/ 2z 2е 26 zб 2,
-.rА
4 :t|,

Qц 0 2 ч 6 I /о t2 /q tб /t в 2l 2l 2! 2l 2/ 2, 2q 26 26 2,
, (/a
н

-t/4
Ьц v 2 ч 0 ? t5 /' /? /9 2! 2, 2, 2? 2,

'1
J2 ,, ,f ,, ,l 54

:м h",, о 2 ,, А ? l5 /, /7 !0 2/ 'а 25 27 29 ,/ ,2 ,.у ,1 ,? ', ,,
-.itl

hro 0 2 6 8 /5 /' l9 2/ ,J, 2, 2/ 2, ,/ ,' ,, ,r7 !9 ?о
"2

.l,

s, 1 :5,,2., 1 2 с l5 1в /7 zz 2q 26 2|
'о

!2 5l ,6 ', ?с //' |, |'
;А , !,fo

а.v 2 q ll r! 15 77 ?z 2q 26 !f ,о 52 ,4 ,6 ,, ro ц2 l, ?, l/

'l

-a,
|ф

о/
о 2

2

l
15 

|!5
t/ 22 2с 2! 5о э2 ,l ,6 ,, |о q2 1q !6 l,|

,:r|! -r|,
оrr, о 1 i5 /' !f 22 z, ;l) 2l 5о 52

'//
,6 ,t ?о ?2 ?? сб ?7

i

х
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