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ОВ ОДIЙ ЗАДАЧЕ МАТЕIЧIАТИЧЕСКф ТЕOРИИ СТДIДАРТИЗЩИИ. П

В.Л.Вереснев

Работа посвящена исследованир эадачи вtlбора оптим9льного на-
0ора [ I]r[a] , имеющеГt щирокое прилоаение в стандартизации. З пер-
Boft части работш [ 2 J описаrr класс так назцваеliых регуJtярвых lrатриц

и построен эфФективнцlr алгоритll решения задачи вцбора оптимального
набора с регулярноil матрицей. Вторая частъ рабофц посвящен9 вопросу

распоэневания регулярных матриц. ts ý 4для матриц, имеющих попарно

раэличнше элементш в ка.8дом столбце, описан алгоритм, поэволяюциft

по исходноfi lrатрице либо построитьп т.е. установить регулярность ,

аквивалевтнуп elr матриt{у, удовлетроряюцýrD своГtству свяаностиi либо

убедиться, что таковой матрицш'не существует.

Алгоритtл распознавания регулярной матрицы.

Io. Гlусть полином htэr,..,, .i,оrсоответствует м8трице G .Сg".l,
1' о /,,,,*2,7|с7,_.,а, 3апись полинома /z (,tl, ..,Z-.rв виде

т ф-t

hrз,. .,аn)c}l.! - Z
1.1 ё./

ёэ,.a
lcо" -ч

,ё .lгле ir, ..,, r::, lcf, .,, 7, - перестановка мнохества |t,,.,- l i
oj > о , для любых /, t , будем наэшвать представлением по-

линома fttzr,,.,zа). Рассматривая различные предс,гавления пслинома
hf zr,..,, tлr, будеr,t получать раэличнше матриttы, эквt/Iвалентные мат-
рице б . Ес"ти среди этих матриц найдется матрица, удовлетворяю-
щая своtr{ству свяэности, то О - регулярная матрица. Таким обра-
аом, 8адача распоан8вания регулярноft матрицы cocтollт в отыскании
нуxного представления полинома А(э, . , =_) . Далее нам будет удоб-
ней иметь дело не с,!iношествош членов полинома h(21,.., z2), а с
HeKoTopoit совокупt{остью подмношеств riнoшecтBa 2 - lr, , , .-|.
Поэтошу переГ,tдем к иной Форrrулировке аалачи распознавания.

Рассшотриш некоторое представление поливсlrа h c.z, , , ,, , 4n ) и

построим по вешу мвошество

t- |tc.a/t -|,!, , ri l, t,-t. of ,о |uluI
0чавидно, мношествс е не эависит от представления полинома
hrzr, ,,,2,n) ,которое испольэовалось для его построения.

Упорядоченное мношество($). (q,,.|-l наэсвем последователь-

Щ9ЗЩ, еСЛИ ДЛЯ ВСЯКОГО Р, !,2,...,n, либо Jr= Q , лiэ59 8rс 4 ,

lopl - р , Jp Э ýq лри ?< р . 3аметим, tlтo последовательность
(S) задает н8 мношестве 2 отношение кваэипорядка.ДеГtствитель-

Hor ilx , если для всякого fp , кС8р , имеем ;с8р

}



Последсвательности, |rSrl, / = !,,., l7 , Haaoвeri регулярнцr.и,
если систеша отнощений квазипорядка, эадаваешая этими последова-
тельностяши, регулярвая. Если всякое t е ё является элешевтоll
хотя бц одноit последовательности (,f; ) , то будеш говорить о по_

следовательностях, покрlцваrших MaorecTBo J . liHorecTBo 1 бу-
дец наашвать DегчrяDнцц, если сJrцествJDт регулярнце посл€доватёль-
ности, покрlваэчше J

3arreTиrr, что если нgf,дешr регулярнце последовательвости, по_

крц.ваDцие d , то теш сешшм наRдено Hyrнoe представление полино-
ua hczr,..,,4,tr. Иобретноrесли d - нерегулярное цвоаество,
то б - нерегулярная t|атрица. Тsкиш обраэоц, эадача распоанава-
ния свод!lтся к sадаче построения рёгулярнцх последовательностеft,
покрlваDlщdх IHd*ecTBo d .

Рассшотриr некоторше cBoltcTBa регулярнцх последовательностей.
Вудеш говорить, что EHorecTBo .f сравницо с иHorecтBoli Р ,если
либо 9.с .{ , либо ,(с f, .

| л е ш ц а 4. týсть |ca}l|, '.t,:. {- регулярнче последов8-

|n"n""o"rn и rтусть ч"о"ч"пЪ"' /' , ф сравншшц. Тогда rrfiolecт-

l "о t? , ёr. ё" . 12 , cPeвHиrio либо с шноrествош ф , n"Oo

l о u"or""r"ol. rДокаэiтельство.!!яоrества ý! , С;' ,4''
будеш считать неrrустцtf}t, поскольку в противноr. случае утверIдение

о

очевидно. [ýrcTb, дJtя определенности , ,rt
что ýf несравницо ни с * , нч с $'
TaKolt, что t / q', и наltдется к с ýr1l

лу li'=q" ицееш ,rф , ,/r|

э ф . Предполоrиш,
. тогда наfiдется ' 't;'такой, что ^/Ь*'. ts си-
В реэулътате поJryчееш

i*, , K,li l i3, , но эти соотношения противоречат предполо-еtца,
teHиD о регулярности последовательностеfi . Леrоrа докаааflе.

Л е ш I е 5. Если |rSlll, !.4,, ,Т,- регулярнце последова_
тельности, а (ёоrр. ) _ проиэвольная пара номеров, то посл€fiова_
тельности 1t,i/l1 , ё-!,..,7, $'-a$-lf "сч 

(ё,р)<ёо,ро)
регулярнче.

Л е r u а 6. Если 1c,r/t|, l. t,,,,, Т, - регулярнце последо-
вательности, е упорядоченное raнolecтBo ( ot оъ olo-t , ., ,2-f , uPc

n{
"Ро- f ,

+l

последовательн ость, то последовательности (ý:,!!), q.T,
{

$ при (/,р) a ( lo, R,) регулярt{це.
д о к а а а т е л ь с т в о. lýlcTb последовательности {tl!l|,

l($ )} эадаDт систеlrц отношениfi

l't, ,7, 4i, - Ё:", l;

б,
докаа

{f }.{i} týlсть наfi-
дется пера . | к такая, что i l.K Тогдв t, ф'{ ^l$-'сс

^1а' противоречшдие
|з

1,^ ,Эо'
и, следоветельно, r, f к . Если теперь предполоtить существование
ночеров 

'
ё, l!< l < lе для KoToPьI* 

^ 8 
,, к а .,топо-

a,
лучиl. соотнощения {

предполоIениD Лешrв
Лецша?.[ýrсть

тельности, а цноIество

, i 1к ,L+t
ана. -

| с ,r/ l |, l . /,, .. , T, - регулярнце последове-
tc ! , lf,r -e , сравниl|о со всякиr, шноI€ст-

l



a Boti иЭ J . Тогда последователDrtости {r.iil }, с=!,, , Г, тiкие,
что Ё , q при р> 8, , i; -УГ-t'1 при р<Q регJлярные.

Д о к а а а т е л ь с т в о. Упорядоченное мноаество Cill
является последовательностью. Кроше того (в силу лекшt 6), для вся-
кого l rroшHo считать, что {- Г . týсть последов&тельности

lri! ll ., |($)} валаэт систеш отнощениГt {i } , { f } . Предпо-
лоwи!{, что для Heкoтoptlx l , д ишеют ,место соотнощения i flK , кý с

с$л , /!. b.tr. Поскольку $-l , ё-l,..,Z', тоБоа_
ЦОаНШ только два случая: irKCf; цК/ ý . Если иrrеет шесто первшfi

случаfrt, то наfiдутся lrнofiecтBa ф , t;",, qЬ , р<О ,

?.9,, ". О,. , такие, что i€!;l , ".Z,rt , il ti" , *l$r,./*,
^/.S|э, 

*еti. . но тогда имеют шесто сООТНОШеНИЯ irб:, , r!r!i,
,-_i{,, которцеJ противоречат предполоаениD о регулярн'ости послеДова_
Te.ibHocTeit |( S; ) | . i3Topoit случаfi рассrrатривается аналогично. Лешrrа

докаввна.
2О. Опищеш обцým схецу q,tгоритша поетроения последовательностей

|r e!l}, покршваощих rrнoxecтBo J и являDIlихся регулярнцши в слу-
чае регулярности MHorecTBa d . При этош будем предполагеть, что
шношество J обладает следуDIIи!. свойствоц полнотц: для всякого!сJ ,

ý + U , наltдутся мно8ества tt , Sre ! |) |Pl такие, что.{э.f э.{, ,
l q l- t -181-1 q | . /. Отrrетиш сраэу, что если, напришер, каrдлй стол-

бец rrатрицш В и!iеет попарно рааличнше элеriентш, то шно8ество J
обладает cBoftcTBorr полнотш.

Мгоритш вклDчает в себя некоторое количество этапов, gg gяг,цош

иs которцх строится последоватЕл5116915 (fj ) ,ё-lZ,,... Алгоритrr
авкавчивает работу, если построены последовательности, покршвшщие
шноаество J .Процесс построения последовательности t Pf, ) состоuт
иа конечного числа щагов. На каrдом lJIаге по HeKoToFr, правилаш про-
исходит вшбор одного из элементов последовательности. При этом пока_
эано, что если шбор элемевтов производить по укаэаннцш правилаrirто
в случае регулярности rrHoKecTBa J построеннше последовательности
булут регулярнцши.

Введеш некоторше обоэначения. При фиксированншх последоЕатель_
ностях {rýf .l} череэ t(ý ) будеш обоэначать наиrrеньшиl,t ношер после-
довательности, содеравщеii мнош,ество J . týсть Нý).|i€Sl.f\{i }Ё.Я},
Для f,C J rrHoшecTBo Лr(.' ) в силу полнотш J непусто. týсть далее

R(' ) - такое мно8ество Rсt , что |R1-18l , R l f,. Если
шноаества ( с укаэаннцrrи свсltствами не существует, то ,((.f ) = f,

Г.усть Ро(g) - такое мнопество RсJ , что Р сравнимо с ,е(8) ц

число элешентов в шttошестве Р ПП(8) равняется единиtlц. В силу
полнотц J для всякого 8е d шноIество Rо (ý ) cJдlecтByeт. 0боа-
начиц тогда череа с(.f) единственrшlt элешеят шноаества ?оG)ПМ(t) .

Построение последовательностей |ctl;l| начиflается с построе-
ния последовательностч Cei) . Элементш этой последовательности ре-
куррентно вtrчисляDтся по следmUO!ш Форцулаll:

t



6 В.Л. Береснев

цр'
fra

Леиrrа 'i - Krrz . {i rП),rtl,,о-пl-!,,... r.
8. týсть |С ý!l1 - регулярнце последовательности ,

Taкlre, что {- К!, е-?,...^,.йL,
последовательности 1t ý! l|

t<91 чъ . Тогда существJrют регулярнше
, ДJIЯ КОТОРЦХ fi- /о, Р-?,.. ., fr1,. vl

l r Пr-, ), i?Ё1рi', 
t cei х | с| l .

Д о к а s а т е л ь с т в о. Рассшотриш последовательности

|Сt!>l и предполоIиll, что

tcBi_t) l ,1i?еirсспi.,.|i| l,
Воашоrнц два елучаяz er,?il - зi u ПсRil l ei . Покаrечrчто

в первош случае trП9_ l r-.ffirtlru""'k:|l. В саr.оlr деле, gсrи ато не

тgк, тс суцествуDт ношера i! , Ъ€ Н( 1 ) т8кие, что /r, ёr е; \| +I ) <

< l( t;_r)< t сti х |i" |) . lr.
PaccrroTpиrr шноIестсо Ro(R;,l и предполоlиlf, ,1т.о ё(,е;l>tr{{Ь!.
Тогда соотноцени, 2?, irRil , ccPil) ir-l l2l i(R''l прIво.ит

к пРотиворечир. Если 1rPil<te.(l;), ёа , то r противоречЕр прпво_

дят еоотноцtения iiё(R;), i( R;)> i , э' ) i( Ki , . текиш об_

peaorr, lr,?i_ ,l .r?яfr:rr("ё {i 
'S. 

М" докаsатедDства c!,!ircý!oвa-

ния последовательност 
"ft- 1с !! rу остеется ЕосполЕэоватьс} дёшrrоЛ ?.

týсть Пrtil' R;, Покаrеш преIде всего, что rrRil l Ki_, .

Деfiствительно, предполохlll, l r ai t rri _ r, I пусть icЖ$l |i( ?; )l .

Тогда i(R(r;,, и следоват€льно, irP/tc r(e;r. Во тогда равенст-

во K-!eil -,9_rUlaejll=f,f приволят к прот}lюресип. Таки]i обра.оr.,
R(R;) ф Ri_. . отспда сле.ryет спреведrивость неРеВеНСТВа
lGR;)) > l( Р;_} В сашош деле, предполоtив, что tRrc; D< i(R;_l),

вступиlt в противоречие с лешшоfi 4, если рассшотрвш шноrества .{j ,
R ( R; ), lr'_, . Покапеrr спреведJtивость неравенствоёl$r$Dr-Ч ).

Предполошац, что .-(4 lP;D < ёrR;_/r. Тогда, рассшотрев rrнorecтBa
grnol, $_t, R (R;) и приняв во вниDrание только что докааанное не_

р9венство й леrrlry 4, получиll противоречие. Поквдеп топерь спрsвед-
ливость утвбрrдения лешш. По предполоIениD дJ!я некоторого
'ic П(P;lx|; c,eil} ишеем неравенство t{R/lx| ; I l < lrкf;, Рассшотриш
мноаества PixIl|, Pi_,, Rо(е;) шобоэначпrr tr=/($l{r}r,
'r' !,( Ri-., ), ё!_,, ё(Ко ( R;r' . . Тогда получиш соотноrления i 

ioLg),;(Х;2 i , i)_ iCRil, которце противоречат предпо.поrени!) о регу-
лярнЬсi'и последЫвательностеfi |cS!lI . Лемшв докаэана.

| Л е ш r, а !. ttvс.ь |Cý!l| '- р""уп"р"це последовательности,

|такие, ч,го |- R; , r.?< 4 l ц

I l С e/-rl =,ftf4, t 4/ х | l I l

э

о



об одног( эадаче матеrrатическоfi теории стандартизации.п. ?

1Тогда всякое riнolecтBo Ё , ё<ё(Р;_с ) сравниriо с шношествош

| ";-, .

До к а а ат ел ьс т в.о. [ýrстьнекопоро" f, t<trn/_r),
несF,авнишо о Ri_, и r\усть 

'r'!, 
- riнoшecтBo, сраЕнимое с Т; .

Такое цноrество суцествует в силу полноiш t . Покапеш, что
!2 > ! ( Pi_, ,. З сацоrr деле, если |r.

да, рассмотрев шноIес,гва Р; , $:
< l,c P/_rl,

,' lr-, 
"

лешшоfi 4, получиrr противоречие. Тшспш обраэоlitп ё, > /(
тотДа, рассшотрев rrноrестэа
с лешшоfi 4. Лечца дока8внао

Покаrеrr твtIерь, что если J
C.TBJrDT рсtчrЕрнше последовательности

Р-tr.,.ril.

в}'Dт

торlD(

!;, q-,f9"_.,, вступиш в

регуля

1tý/l

то lflrё пi .тог-
воспользовацtись

Ri_r,. но
противоречие

рное шноцество, то cJru{e_

} такие, что $ - '; ,

с)rцествJrDт ре_

{о = '_,. 
Предпо-

Y$,l ,ý; - р; ,

ОчеDидно, если J _ регудярное MHoIecTBo, то
гудярнше последоватеrьности 1Cýll l , для которшх
лоIrlц, что сJrщестDуDт регtrлярнIе последовательности

Р -9 , .. . , а, !<q<rf,. Тогда, пр}tняв во вниDlание леl{tlш 8
нетрудно 8аIетить, что с)плестэJrDт регулярвце последовательности
|tý! ll , дJtя которц* ýi = Р, , р.о - !, ..., а

Предполоrич, чтQ построенш поеледовательности r Pj l, t - t.
l > ./ , такlrе, что если цноIество J регулярное, то сJпцест-

регуJlярнце последовательности |Сt! \, покрlвалшие d , дrя ко-

'i 
- ,i при P.l,...,rrz i t <? . Если ш}Iоаество

.*r- з..j1] 1 ej1
пус.то, то построеЁие последовательностеfi С R! l .,оакончено. Пусть
J'-!.., тогда построиr. последоват€льность Cef,*'l TаKJm, что
!z't1 7z , и TeKJm, что если J - регулярное !.но[ество, то

наfiдутся регулярнше rtоследоветельности { ý! | , покршваючме J ,

дп"*оrорir* $'=Ki при p=!,..,,,nt /<t+!.
Отrrетиш, что регулярные последовательностч |r$l| шошно счи-

тать такиши, что $ r lnulфl ор" l, z . В саrrош деле, если после-
довательности У l! lY Ее удовлетворяютJrкаэанноlФ, своfiству, то переit-
дец к рассшотрениD последовательвостеit |tý!l| , ý!-4 при а<? 

1r;-ri при ё.>l цý}еJz i ý;.t при'/>tч.rf r'Jl ,

которше rlвляDтся t)егулярнl|}lи в силу леrrшl 5 и удовлетворяют тре-
буешIм свойсr,ваш.

введеш векоторце обоэначения. череэ ,цzr3l обозначим мнохест-

ецое Еоследо""r"п""J"r"о ,'$ ) . Если ,ЧZв)r l , то череа iz с ! t

обо9вачш TaKolr элешент ic Hti|) , для которого ,) к при любом
< с HZ(ý) . týlсть далее для ка8дого 2-t, ,, rzz ф _ наибольrщ,rit

ношер ё , при Kcтopoll К! l l , 3аметим, что наttдетэя номер р ,

дJtя которого П|СП!е2 t i .3 самом деле, пусть .9 , |f,l,Q,- мно-

recтBo наибольше't моц,лости ив tZ . В силу полнотш J и вшбора

,9r6,

!1 -, 2 ,
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ё < Z, спреведлишI следуDцрrе утверrдепия.
Л е rr ш а I0. IIусть t-R:" . Тогда

zrЛr{аzrЛr|l -,rr.:а l(J\adJ )
ie Hkr)

До к а э а т е л ь с т в о. Щlсть /(,9\|iz(ý)lr>Сслr{./)

R; ,l , и8 леrrш _I0rII, б сле-
Ic!/lI , покрш-

rlноrества J наf,детсяtношество Pi._r,, t<l, сравнишоес
.i ..Но тогда, пЬ лешrrе 4, иrrеем tLi? , и следовательно,

пtr е!е, * ,
Построение последовательности rРzr' / l начинается с отцсканuя

а - н8}1lf€ньIдего ношера р , для которого Нtr Ri" ' 
* Ф

ддлее полагаеш p;:i -p;" |;z с ajo |, п}'! - pl, р = о,, fl.
Пусть найденц цно!естве li" , р-?,...lпL., /.9<Q-t. Тогда

еслп.nH| {',} *',*f , то р;::= "i"r{ 
iuc ej*/\ . Если н? ej+ t, -/,

то l)"-y',p-f,...,9_!
fuя регулярншх последовательностеrr {r{t} , Si - Pi при

t

дJrя некоторого i(пt(,9). Тогда соотношения ,1lt(8) , iZсýцi,
i б;zý), lr-t(f r{aJ) , lz -/cix{izc.cl|, противоречат пред-

полоIениD о регулярности последовательвостей 1с $ i . Леrrrrа докава-
на.

l Л е ш D{ а II. t(усть !.ф . Тогда всякое riнorecтBo ý; ,

I l. С <d(9r |.2cSl| ) сравнишо с шHorecтBorr J \ |,.2 cl) .

Д о к а э а т е_л ь с т в о. 3ашетиш, что в силу лешш 4 ш I0
всякое цноrество q l p>ltl-! l ?<ё</(r\{lt?9)l) , сравни-
шое с J . ПредполоIиll теперь, .,no { , o<p<lýt-./, 2<l<d(Тr| a2i.J)tb

riHoпecTBo rrакси11альноfi шсцдlости. несrавниrrОе с .f . IýrCTb ti,,
- r.Hor€CTBo, сравнишое с .$ . В си,ту вшбора ношере @ ишеец п>L.
Кроче того, в силу вшбора шноIества .g иlrееш /z > /(.9r{ izcSl| l .
но тогда, рассшотрев шноIества 

'; 
, 
' Лl {;ar Лl} , t!, l l вступиш

в противоречие с лешшоfi 4. Леrrша докааана.
Нетрудно эашетить, что лешDш IOrII остевтся справедливцши и при

.t

.ryет, что существJпст регулярцце последовательности
ваrorцие 1 , для которцх ý! = е! при р - !,...
того, в силу вшбора R;:; '"r,""r, Jz-! l Jz

,4,t<r./.Kporae

Такиш обрааоrr, алгоритм построения последсвательностеft |rП/ l|
олисан полностью. Если последовательности 1Сr} >l реryJtярнце, то
J - регулярное шноrество. 0братно, если |СК|Ц нерегулярнце,

то J - tlерегулярно€ tнoaecтBo.
Псступила в ред.-иад.отдел
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