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D.В.lIIачардин

ý I. Постановва. эадачDr. }tгре Г

В статье рассIатривается диtферевциальЕая игра качества Г
Дцrх шгроков J, , Х, , KoTopJrD ssдаDт следrDlrие элеr.еЕтц:

I. Систеша уравневшй

ir- аrуаr- 4g zr,
ir- о"( ! - f ) zr- 6"{ t-9 l z",
io- -еrr",

/v

Едесьаi>О (i.!r2), lr>OCi.tr2,ili 9 - перд.етр управлевия,хгроЕе
J, , 9 - пер9Iетр управлевия хгрока l, , ? ,9С EqlJ

?. Пространство игрпr

J(Г) - |{"r,.r,rr, lr,, о ( i. r, 2,Э'У .

3. Терlrинальное r.Holecr"o 
""ро*" {

qrГ).{сq, tr,., с,r, lrr, о, a2>qа5- о 
I l

. терrшнальное Еоаество rгрока 9,
slr(Г) = lr.r, 

.", r" r|z 7 ч еr> Q аg., о 
} U {'rr, 2", zr) Р? q rr- о, Ч, О 

l.
Шгрокеrr в Kar.Фlfi цочент rгрtr хэвестно лtlttь полоrение tфэовоl

точr[ l-(Еl,Ч,са) . СтратегII ltгрокI кrбираэт. в виде.ryнкчrrt.9{&f)l
+Grt), r(J(Г) со ввачеЕlrяIr. Iiв отреsка [0,I] . фдец Ередполе-

гать, что стратегшп определяуг едiЕственццrr обравоr на лDбоI шtте-
ресуDцеI нес DреIенноl| IBTepBaJte трiекторtФ игFl 2G)-Ч(t),zz(l), 2r(+)Ъ

гrадкуD, sе rскJDчениеrr, бцть uoleт, ковечrrого чllсла точеr, ц qто

упрgвления Iпроrов 7CD-lpGG),il u фG)-У2Ц),t) , форшr-
руецце в процессе игрц, кусочЕо-вепр€рIвпll€ сдева ФувкцЁ BpeIeEI
с воцечпцц ч!tслоч реэрlв9в.

Точку aZta|,ai,a3)( !(П Еевовеrl вшигршrrшоfi лля шгрока 21 рс-
ли у Еего цаttдется такая стратегuя f(Xrt) , 2(8(Т) , что длI
.шбоfi стратегип qЕrt) шгроке fl, , уловлетворяэцеf, BIecTe с|С2,ё
сделsнвцI Ешде предполоIецшяI, траэктория Iгрц шs точtsш ?О ,эа, ко-
Еечное вреIя прпходпт ва IноtестFо SЪIU') . Аделогrtчво определяет-
ся Е{игршшtея ,точка ллr. rгроке 9,

- Цель решеЕпя игFI rечества Г ! тоц, чтобш шrясЕить, какие
точкI .облести J(Г) цrгрцщцс дл, rгрока 7r, , r кавпе для, .шгрока

Х2 . Игру r lorцo пцтерпретхровать. как r.оделъ Boltшr rеrдr .цвуl|я

шгроrа.цI. _}lгроr, 
'2 

, облgлдет фолько увичтоIаDщrI. pecypcol (а) t

r rгрок 
', 

- олдrtl воспроиэволдщr (Сr) и однtlц уц.пчтоал}цп{r. ре-

с

a



?4 D.В.lllашардин

сурсош. Изl,;е;;ения величин ресурсов во вреraени описшваются систеrrоfi
/|/. t;обеs,дает игрок, сумевшиft первцr, эа конечное вреця уничтоIить
котя бц одйн ресурс противника, сохравив при этоli часть каI.цого t4з

своих ресурсов. Решение игрц вцясняет, кто победит при даннцх на_
чальltых знечениях ресурсов r,rгроков. ]:лоrества вцигрцдtньтх точек иг-
ро*о" 2, " ?э обозначиrr череэ Дr(r) п Дr(Г) соответствевно.

l Теорема I. lIяопества Дr(Гlu Аr(Г) являDтсяконуса-
lми с вершиноlt в нуле.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко проверить, что на терчиdаль-
нцх множ,ествах С2t(Г) и С2rrГl допусгичце области непустш,/I/.
0тсюда вштекает, что и мно8ества +(Г) u Дr(Г) TaKIe негrустш.

Докетеь: утверfrдение теоремы для +(Г) . Обоаначиш череа Z .(аr,Z2,2t'
r(Z,?, V' - вектор правцх частеi( систешц /I/ ч эапчщеч в виде

t -Fс r,Y,9). /z/
.,yc,ib Zo ( Дr(Г) ч 9(z,t) - вцигрьцщ{ая стратегr" 

""ро*лt1 
,

игре }tз точки 2о . Фиксируем некоторое Х.>О и полоtиш 1-1Z..
Покаием, что i, < ПrсГl

Пусть в игре иа точки \ игрок 7, приь.iеняет стратегиD

Frr,r)- f (|.з,tl, z(8(П, /З/

иг_Dск 
'2 

- некоторую стратегиD фtz,tt. Z (3С), ZCtl - траекто-

р!lя игрш и ф(t)- ф<iСtl, tl . Траеьлория игрц iCl) улошетворя_
ет системе

di _.,= =,= ll _.,,
ff-F(z,|tE,tl, Ectll, ict.l-i", /4/

Нетрудно проверить, что F(7l.a, ?,9)./Ц,F(2,?,9) для всех l>O u всех
Z 18t) , поэтоrry, под9лив обе части уравнения /4/ gа Х

l

#G)-г(j, уz,л,,,|(ы)
l

Обоэначиш 7111=fr,iСt) . Учитшвая /З/, /4/ ч /5/, получаец, что
Z,(t' удовлетвоFяет систеlrе

2- F(2, p(2,1r, y(l)), ?(tо).тЕо-Iо,
т.е, *(ё)- траектория в игре иэ точки g. . Так как fGrё), ыuг,
ршшная стратегия, то наfiдется шошент ёr> N , что 2(lr) ( аJ(П .

Отсюда iсtrl{аt(П , поскольку ZG).^аG) п аr(Г) - конус.
Стратегия ф(С, l) бцла пlбрана проиэвольно, следовательно, 2осДr(Гl,
а иэ проиавольности { п 2 вЕаекает, что Л, (Г) - конус.

Доказательство для riнorecтBa Дэ(Г) проводится аяалогично.

Своftство однородности правшх частеfi систешшf/по Фааовцм кс -

ордин9таri поаволяет ввести HeKoTopyD вспошогательнJrD игру к8ч€ст-
ваr(обоэнвt|uч ее | ), тесно свяааннJm с игроR Л , и исследоввть
i4гру / вшесто основноfi игрЁl.

, поJryчаеш

/5/

9



О',эдttс дr,..,i.э;] ljt 
"li"!!tsic . 

p ]!!ec!д1

a

ý ?. Вспомогательная иrра rр

Рассмотрим преобраэование координат :

[ аr- a.l ,

| ,r=у. ,t, /с.,

["г r t-.-у).Л,
[ýсть (л, (t), a2(l), at ( t)) - некоторая траектория системы /|/. 'о-

отношения /6/ определяDт Функцип actt , yltl , ^(t) , которцс

УДОВЛеТВОРЯDТ СйСТе}iе УРаВнепИtl :

a.ar?,a - Br!,(t,z-y) - 2,h(a, !, p"|r, / l

|-ar(r-?)c -3rс t-!l.r.l-z-/)- y.hcz.y,?,9), /е/

i- Л, h<z,y,g,yl, /,.,/

где hс а, !, f, ! ) - а(а1? * al( !-? )r- (r-,r-!)<ary* 0"< t-ytl - t, l
Обоаначил. t!раш!е части уравнениii /?/ п /8/ через |tЗ,У,Р,9' ч

?@,l, ?, У l соответствевно. СФорuýIлt{руеr, диdФеренциаJtьнJrю игру ка-
чества Jr , KoтopJrt) эадаDт след}Dщие элементц:

I. Систеша уравнениit
i-{r.,y,?,y),

i -9(r,!, f,P),
здесь ? u ф - по-преrнеlry управления соответс,гвеllно игроков /,

"х, ?. Прсст.эа.lство игрЕ

8t7t.{ca,yl |аrо, у>о, r+y< r| .

З. Тершинальное шноrество игрока /,

\<у,.|rr,у, lrro, !)о, l+у-t |,
терцин8льное trнoпecтBo игрока /,

\(f, - |",у, |с-о, ос у.l } U |tэ,у\о<g<!, у.о|
.Ц,опустишле упраБления, стратегии, вцигрцщнце тсчки определяптся по

аналогии с игроГr Г
Череа ДrСуl u Д2(?' обоаЕачиri rrвоIество вшигрцlцнriх Totleк в

игре 7 соответственво игро*ов { " ?z . Нетрудно видеть, что
алешентц uг1л ? получаDтся иа cooтBeтcтBJnou0,tx элеriентов игрш / с
поцоцЕD преобрааования /6/, при этоli игра Л как бш проектируется
hа плоскость аr+,2зlа6. t , ,l| игра | есть, по сути, l{гра на этоil
плоскости.

l Т е о р е ;{ а ?. t[ycTb ca| y"l(Дi(lD (i-1,2', тогда точка

| (q, +, аrr -(с?Л, !2Х, (l-a"-?'ylx Дi(Г) (i-!,2), при люрош а> о

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как легко ttроверить, допустшшше
области на .,.ноаествах СZtq' (i-1,2) непустц. 0тсрда BtlTeKaeT, что
и ltнoaecтBa ДitР (i=t.2) непустц. Iýlсть (,2", ?")(Дt(у) и вци:-эыц_

/ lo/

a

a
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вая стратегия игрока {
т> о и обоаначиrr

.Р(a,У,с) , (a,!t c9cyl. Фиксируеш

9о - (а!о, с;. ai ьсэzлi y:li ct-a"-!') . ,to).

Покаrеш, что 
'о 

( Ц(Г' . Дrя этого рессlrотриr. стратегиD иг-
рока 

'1 
в игре /

Qсэ,t l-|{аr,оз,сr,!) - ?(#, TrftTr, t), а е 8сГ).

tfусть Ф<",t) - некоторея стретегия игрока _/, , 2(ё)-(2l(!) ,
.*з(t) , tt(lr' _ траевтория игрц u Pcl)-pGaC),{' . Траекторшя
a(t) удовлетворяет спстеuе /2/

i-F(2, О(а,l),.рсtD, t({o)oao .

Треекторши aG' соответстцrDт фувкции a(d) , y<t' , Д(d' ,свя-
эаЕЕце с zctl преобравоваlтlrеI /6/ п уДовлетворяDцп,rе сцстеr.е урав-
aeкtй /?/-/9/. Тек кек траекторшя tr(t) Ее rroreт и8 точкr 7о ае
rоЕечЕое вреIя достичь начйа коордшцет ,/ато точка покоя сIстещ/2//
п тек кек IСD-СrСlХtСt)+ЧG' r то ДG)>О при всех t> +

фвкцши аСt' l !G) вадаDт требкториD, соответств]гDtщ,D стра-
тегии у(z.|tf) ш управлевиэ ф(t' , lrэ точки (а",!") i?(a,!,t).-
цa}tгрпная стратегй, следоветельво, ваЛдется лакоlt цоlrеЕт lr> t, ,

что (а(С), t(lrrr( Qrvt 1 т.€. a(t)7o t |(*)>о ,
С(t)+у(ёrl-t. поскольху 1(lr)lOrTo a.ttr)>o, 2r(t|>o ,
zr(t?- О . отспда 

'о 
С Дr(l|) . .I|,окааательство для шноrества A"{;t)

аЕа.[огиtlно.
Эта теореча пока8цвает, что по решениD игр}l / llotнo.cyдaтb,о

решениI игрЁl Г , тец calдIш цоIцо вшесто ocвoвttofi игрl рассrrатри;
вать вспоllогательцm.

ý Э. Исследовацие шгш у
tlаtдеш точкll, вllхгрццlцце мя ?з ,, причеI Еlигр!шtlЕце-стретегrr

булеr шскеть в виде кусочно-постоянЕцI tfoiпкчпfi У(а,у,t) , пр!rниraа-

Dцц,tх ввачения О илп I. Обоэвачиш череэ V (V-К) 1K-1,1' цнО-

IecTBo всех точек области 8c7l , t{B KoToPDIx пгрок ?, вцигрцвает,
приценяя стратегиD lt(a,?,tl= К (K-ql ). Эти шноtества ЕеIryстц,
что шlтекает Dts вепустотш iопустишоfi области ца цноrестве Cl"tyt .

Ееfiдеш свача.Еа lrноtество VC9- / ) . 06оанаqиrr череэ а($Т,?)ве-
отрицательц)rD величицу угда, обраsованного вапрамениеr., векторе_ пра-
вшх,частеfi crtcтerсI /16/ прu У = I и некотороц ? х ocbD иксов.
Ьедеr (МкцшD

I I, если а( ч !, ! )> а(а,!,о),
I

?(4t)- |
IцО, еслл а,(8,?, t) < d( аr з, ol.

:)

,



?

об олrоl дrфФсэещrадьв,l rгре ваqества ??

Щсть <a,yle tcp u пг.роr ?, Ер[lr.Еяот стрrтегиD уса,у,0=!.
Персбrреr стратегrI ?(аr!,С) противЕхка, поцnlаеш пучок траекто-

рпl rэ точвп (ао, у.) . Tar как пра!це части систецц ./IOlлшнеltшl по

? , Iotвo поЕаэать, что rраIвrс траекторпи етого Iýrчка оп!rсцваDт-
ся сшстёIаI8: .,I о f(3, У, ?(r,Y,t' ,

i -?<", !, Рса у, !t,

i -|в,у, t-ica,!r,Jr,
t - !B,!,l - F(t. !), !r.

/|l/

/ lz/

Нэслолпо царrсовать геоц€трпческуD карfицу треекториfi систеr,/ILl,
/lZ/ п, поrьвуясь тавrI геоraетрическхll прелставлениеш, отобреть те
точвl (\rhr ( ý(у' , пе KoToBпlx обе краtвис TpecкTopt{t пJцке по_
падаDг Ia e\Cyt. Вса таrrе точtсI составляDт внутрецвость областш

0ДВ , поваваяноf, ва ршс. I.

Ршс. I

Дrвrя ДВ - пlтGграrьЕа, tsprвe, vpalвcax,

!

с

a

проrолщrя чеосв точку ,{ = /ot|/. Еслк эаrть цекоторJD точку Д

rв.о6rаст1 0ДВ , то tцrчок траэкторrl шз этоfi точкt( эаполвяет обя
лесть СОЕ ,-far Ето пока8ено на prc. I, причеш rrorпo HafiTtt такое
qrсrо Рr0 , qто ддя проIэвоrьсого ?(Eo,tJ и.шбоl точки (r,у,
ша обrастrr 40f 2- |сцу,у,t) < -F<о . отсэда a(t)<ral)-
- Pt-qr-Pt , т.G. лэбая траеrторlя прпходIт на r.Holecт"o О, ?)

it,*QffI#i,ffi),

l l|oIEBT
эцутр€цвrо

ёra# . Tarcrr обраэоI, IцorecтBo
Tbc:i обrастr OI8

Vry.r, есть все
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Аяалогичво raorнo построIть. цво8ество V<Y-o1 1 прIi етоrl ок9_
эцвается, что Yсу.g1 - ето вЕJrтревЕше точЕх облести dд'В' '/puс.z/,

где д'В' - ивтеграrьЕая врIвея уреввенlя

l
l

о
(у

hлс. 2.

Если коаффициевтц сшстэш /lO/ удоыетворяuг условш)

', 
t"< соr)" ,

то во raцоtество
0боэначшш череs

убедиться, что

V(9.оу вклDчаDтся TaKIe и точки крпвоЛ
а?Р доrryстицп) облесть ве Qrrуl

/14/

Я!суь|са?lъq o<y<l 
} u{,a r|озz.4lr,rоI .

РВСсrотршr r.цotecтBo M-V(Y-tr|)VllP,o1. очев14дво, oicyl эхо_
дшт в граншýr обrестп М . Кроrе того, lolвo проверить, что часть
граншц. цноrества И ,/обоэваqrш ее Д /, содэрвацаяся в l(t) ,
представляет,собоl полупровtiца€цуD врпqуD. прп eтou, еслrr Еlполвя€rг_
ся одво шэ уеловиl:

tr. t", (at)z , itэt

|ф-.з *.,,
траеrторпя IгFl rB тоqэк (8о,!)( t! проходхт по / п лпбо достпга€т

?

D



1

06 одвоfi дпrDфеоевцпальпоfi шгое rечестэа ?9

точки /OrI/ Эе коЕечвое врец8, лшбо бескоЕечво долго двtdrет-

ся к точке (ffi,,о) 1 т.€. ltэ точек .(rcry)cL ка.гfi хэ игро-

ков шoIeT добиться .тrш нейтральЕого шсхода пгрц. Следоватедьно,
при ЙполвеЕпи условпя /IЭ/ плп /l4/

ДrС у), П - v с t -1 1 |JVсф -6 1 .

В сшлу полупронхцаешостr l, булет полупровrtцаеrrа поверхность К
в облести 8(|') , определяеrlея paBeHcTBoI

К- 
|< 

аr, Е2,с, ) |а, - а. 7, at- !- Х. z, -?|-z- | ). 2, ( 2, ! r( t,, Л> о 
|.

0тсDда, учитtlвая Teopelry 2, полtrlчаеI, что прх вцпоrненuu /I3/ uлп
/14/

Дr0), {саr,,ц,gr, с 8( П ln -, . 1, q - у. 2, aycl-z -!, 2, е, w Азq r,' xll.
irдлгр,,шшше стратегип шгрока 

', 
в шгре Г строятся тек terkelс

ето бцдо сделеЕо в докааатедьтсэе тоореlц 2. Что касеется игрока ,7r,
аО еГО ШИГРДllЦЦЕ СТРаТеГliШ ТОае rOaBO }tCKaTb В ВШДе К}СОtЦО-ПОСТО-

,явrrЕх r}trrвкциft %а,?rё)€|чt|" шделять Еrшгршцвце точкп, польву-
ясь геоlrетрисескоlt картивоI rýrqков траэвторшl.
. Польвуясь pttc. 3, опищл Е.шгрццвце стратегии rгрока /, ,когда
коаффпцrrевпl cиcтerсl /lO/ удоыетворяDг перавевствау /l4/.

rt т.д. _ пнтегрвльЕце криЕrе уревЕеЕхя

7!g_ Qca,!,t.ol .

. d.z - f ct, y,1,o) '

l

9,1с,

Сr9,
е
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аlвuп QOa , Сr9" , СсО" I т.д. - rвтегральЕlе крrrшб урав-
веЕпя

#,f#:g#
Вtrгршшrая страт€гпя 9c,4y,ll rгрокg /, пIсэт вид: t

gса,у,ll =

I, в областм C.AQ , Оrеr9 , Orerq

0, в оOластех DeCrfu, , О"Сr\, 4О"Ос

r Т.Лi

I т.д.
Прrrсрпrl вtц траввторrr rэ тоqвr (а.rу., повавав ва рrс. 3.

В заr.шrrэвrо oTIэTrI, qто построlть вспоrrогат6rьц/D хгру, кав
сто леладось цще, Iоасо в .Dбоf, дшDфоренцпадьвоi fгре вачестваrв
KoTopol праше qастr сшстешa ураввввrR одворолдц по tDаэошr перgIсн-
шч, а простравство Iгрr r тсрrпваrьЕrе lrЕо8ества - Koв}rcll. В част-
Hocтll, такII I€тDдоI Iошlо rссrедоветь rгрll, рассIотревнше в /2/u/3/.

Пос.rупrла в рэд. _хвд.отд€,
7.?.1973 г.
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