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АсилштотиtlЕскЙ под(од к рЕIIIЕIIиD зJJАчи коммиюя[ЕрА

Э.Х.Гишади, В.А.Перепелица

ý I. Ьедевие

,Приведеu шатешатическJrD постановку эадачи Еошllивояlере, в Tori

виде, как ова бцла сФорlryлирована еще в 1934 г. Х.Уитнш /t/. Мя
sаданвоfi систеtaц веществеввцх чисел dii , ij- t,zr...,'ll, требует_
ся наfiти перестаЕовк! JTl(!,i", l",,..,1 )Ъ"^* чисел Ir2r..., П ,ъРu
KoTopoI величина al! Ч^i!..,*4_, достигает rrиниrryце. Точнееrтре-
буется ваfiтш до"r"r3чrо''"Ь"*riЕЙt r.етод, позволяDlЕ{t средц(П,!)!
воэшоrнцх перестановок rт найти rrинпlо,tэирJrDЕýlD.

;СlrществlrпIФrе точвце шетод{ ре.;Iения aTolt аалачlл /приченевие
приЕцип{ дшцашического програrirшрования /z/ r/g/, шетод ветвеЙ u

границ /4/, метод последовательяого анаJtиэа и отсеивания вариантов
/5/ u другие специальЕце шето.щ,, напр}rшер, /6/ / в общеш случае не
t{эбавляDт от пере.бора, объеil которого растет по акспоЕенте СаrС>2,
с pocтot раэrrерности Z 8адачи. Реаливация укаsевtrцх raетодов прак-
тически не Е!полниriа прDr а , превцщаDщец 35 - 4О; к вестоящеrry
врешеЕDr дJtя таких а t{BBecTrщ лшщь единtdчнце прицерl рещенддх кон-
кретЕшх аадач кошrц,tвояrера /ll/. ПooTolry аr|фективнцши.цетодаlш бу_
дец считать алгоритцц,,трудоешкость которцх оценивается свер)ry сте_
пенвоil функцкеfi от г1

Определеншrе успехи в построении эффективнцх цетодов рецеЕlся
8адачи коlrriивояrrера достигнуп[ при налоtенrdи специщьвt!х.ограrrиче-
ниЙ на обцryD постановку 9адачи /?/ - /lI/. Так,,наприrrер, в работе
/-g/ обосновав аJIгоритll трудоеr.ко"r" О(П"rоперациfi дJrя рещения sа_
дачи кошraивояIера в предполоаении, что алеriевтц ПхП- шатриtlц
ЬlРчN Представленц в вllде Оч-!(q^Fа;-аi) , i,j-1,3,..., f, ,

что экЪивалентно вадаче с Qr.;-rТtIr(арF; ) . Ма.догичнце.доётиаевшЯ
полученц в предполоаении aj.aiPi , irj-!r2r...r 22, и пРи ус-
ловиt(, что последовательносiu qi u ,Р1 обладgDт определенншliи
своitстваци /?/ - /8/ .

iIриведеннше вцrце сообр98екия raoryT с4),]Еить оправданиец для по-
явления ряда приблиаеннцх шетодов.Наибольlщm ценность представляDт
такие иа нихrкоторЕ!еrво-первшхrдрстаточно простЦ в &{числительно}i от-
ношении 1И1 Во-ВТорtlхrпо8воляDт оценивать точность получевного реrцения.
в этош отношении большоit иflтерес предсташяц)т так наацваецце статис-
тически эфФективнrrе алгоритцц // 12/ rcTP r5o?;/ Ц//-/I5l,/rприrrенение
которцх почти всегда приводит либо к точноrry реiдениDrлибо к реiшевип,
которое веаначительво отличается от точногоrи трудоешкость алгоритша
которого сравнительно цевелика ,/ваприrер, сравнхrа с трудоеш_

I
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KocTbD записи исходноit информации о эадаче,/. К одноlr иа первцх работ
такого роде по аадаче комriивояtера шоано отаести работу /lз/.

иэ постановки аq.чачи следrетr, что исходцая инфорrrацшя о аадаче
кошriивояаера rto)шeт бцть представлена в виде flхfl-чgggц*Дllауil.
В свяви с _этим трудоемкость эаписI4 этоfi исходноfi шнфоршации состав-
nr", 0(п") оперециfi. Введеш понятие асиrtптотически оптrrliального
аJIгоритllа для определенного класеа sадач. týlсть Сt - класс квад-
Ратш{х шатр}tц, состоящ4й иа цноIест" ап=|ЛJ числоЕIх цетриц раэ-
шерности llцП, tl=7rZr.... Булеш говорить о эадаче накоIдения шшHr/t-

цаJlьного внвqения # целевоrt Функции аадачи кошrшвояrере, зависящеlt
От шатрrщt А(Цп и определенноft на rшotecтBe перестановок.Обовна-
Чиш вере8 Ха чпсаенное эначение рецения 8адачи коrrr.ивояtере д.ltя
фшксированнЬ-l шатриrцл А ( Цfl, полученноё с поltоцЕD некоторого ал-

"op"*u" 
Jt ; оtlевшдно, *;t . В общеш случае (Дп яэляется веро-

ятностныll пространствош, элешентарнцraи собштияrщ которого явдяDтся
шатрищl Д , на каrдоfi ив KoToprrx определеЕа DероятностЕая цера,
!r эначение 8, , получеЕное ддя прохэвольво* шатрщщ пв Цо 

'явJtя€т-ся с.гучаftноfi велпчивоft.
О п р е д е л е н ш е I. Мгоl>чтчrt{ для решения укааанного

rrЁтпе классg gqлеч ва элешевтах uв Qп , fl- 7rzr... , будеш на8Ц-
Вать аспllптотически оптиIaJIьнцrr, если сJrцествJmт такпе €п+О rdп-О
прпп+ф, qто приuенение адгор"пu"./t к проиввольноft Йатрице иэ

ап дает аначе^п", t" , удовJIетворяDцее Еерввенству

р[s}- ""o"",:""l#; !,!,:!4"! 
> 1-dп, /I/

Вво овределеЕпе при 9f О совпадает с поняrпеlr шгоритllа, trото-

ршft почти всегда пDrrводит к точноrry р€дениD.
в вестоящеl статье пришенительно к Hekoтoporry Елессу rатрrц д

аsл8чш коlо|ивояrера будет покаааЕа статистиqеская аlфектlrвность про-
стеfiцего адгоритr.а Jt' , работаDцего по принциr{у 'идти в блиrаf,шиfi

город, где еце не побцвалТ. При этоl| в отличие от работн aBTopoB/I4/
предполагается, что элешеЕтш шатрищl Д шогут бшть вшбраннцшtt иа кон-
тинуаJIьЕого шноrества эначевиfi .

ý 2. Описание шгоритша и основнце доrýrцения

оп"савrе аrrгор"rrrа .u/ ' . В начале рабоп[ аJгоритraа Ut' 
"u""u 

n"-
п""rffi), в KoTopofi вллеляеI проиавольrrrrlt але-
rreHT /n и шеняеrr rrecтanaи элешенlпц I ч i, */. По.qп"ЕнJrD переста8ов-
ку обоаначиI череа lт(l|ч переходиr. к I-Iry шаry. Iýсть перед К -rr
щагоI, ЦК<п-t, по.41rченв перестад о,,ка,TB:(t'i!i!i!.., tх\, в кото-
poil элешентв ;![], i!i},... itr' есть "HolGpa городов, еще не проfiден-
Hbtx кошшивояtероl к 

'( 
-lry шаrт". Еа К -rr шаге просчатриваеrl элё_

lD

о

В силу прои8вольвости Еlборв шorнo бцло ввять \ = I.
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а

rrевтц строки i f;' шатришл д с Hoмeparrm столбцов i (к,
J' к(S(п .

t\усть 
";, 

- EorreP столбца rrинималшого иа этих просшотреннцх, эле-
шентов. ТjгЪа, nou"""" шестаtи в 

't(К)элеце"r" 
i!K! " it', получиr.

перестановку l7(x*1). и переходиш к.следrDщеrry шагу. В реэультате П-2
ш€lгов получим переставовку 'r 

(П-1), KoTopJrD обоаначиr. череs Лл, =

=( ir, i",.,,rin). Последвяя ая,цает пршбли*енвое рецевие аадачи коlrиво-
Яаера. 3начение этого рещения равно

rLg",=ЕrОr^iл*r, /2/

"д" 
iп*r совпадает " i, .

оценка тDчдоеrrкости алгоDитца ./' . На ( -I шаге работц алго-
рптuа ,t{ 'про"чarрпвается rL-K опешентов шатрицш z{ . Отсюда сле-
дует, что количество аатрачиваемшх операциr( не превосходит величиЕц

п-2
Е Сп-^l. +' .
к-! '

Прш этош для оргаяизации работц алгоритша на Х -ш mаге эатрачива_
ется пашять ве более z ячеек для хранения 9лешевтов перестановки

tKl*/. 
СледоватеЛьно, шгоРuту,лt' для cBoefi работш требует О(п)

ячеек дополtlительвоrt пацяти и аатрачивает ОСП'l операциfi.
Будеrr считать, что алешевтш rатрицш l привиlrаDт знаtl€нttя н€_

8ависиllо друг от другs ;,а отреsка lО,В] числовоf, оси, где d> О .

Полагаем, что а,,; - это sначения случgfiноfi величиrцё ,,которая
эадается 9ункциеГраспределен"я F{сьР[а"r|, а<Z<в . В насто-
ящеf, статье шr обобцпdш реэультЬц, полученшlе в работе /l4/ мя сJrу-
чая, когда цнохество элешентов ri8тpиtlц приниraаDт целочисленнце ана-
ченшя иа отреака lа, 8J , Q- ! , B-Z

ý 3. Условlцв асимптотическоГt оптt,trальности алгориr"а ,.r{

fuясниш условия, при которш* 
"n"op"ru 

-rl' для поставленноfi аа-
дачи коllцивояrера является асицптотически оптиraальвцl., т.е. для него
Шполняется условие /I/, где аначение aPrt определяется форrryлоfi /?/
и величина ! ""r" !iинимшьно воаиоr"оj- значение веса ,/длltнц / путч
кошмивояаера:

п
Х - tпiп

{*}

гЕ а.
l к Lx.1ц.t

Если считать, что вся uатрица ,4 хренится не в оперативноit паrя-
ти, то для работш алгоритма -f' Еа ( -ш шаге Ey:lнo Е{делп,l,ь еще
дополнительiо ве более fl ячеек дJtя хранения элеrrентов одной стро-
ки i|{, .

a
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Условие /I/ оквuвsлентно слелrDцеlry

' |*, 21 1* c)gl.dn , /з/

гДе €п- о u dо- о при ft+ф.
Оцениш свер]qу левуrс часть rrepaвeнcтBa /3/. Так как а>О ,то

8>па п

'fn",> 
( ,+ еп, xl . е[Х", >(/+ q) ,tа} . / 4/

Обоэначпr qеtJеs t;, _ " 
9; верхние оценки соответственно ..aтela-

тического оtliданttя 8*, и дисперсиu 9(*,) с.rцучаf,ноfi велччutч $r, .

Тогде, обоэначая Ап- (tr€п)п"-9;,, и продолIея неравенство /4/ ruле-
еl.

' И,, ( 1+ q1, п а| - ф, :r),* | * en ) 
" " 

- йl, ф, > Р" t ьо| . rc t

Вбрав величхt{у eo-Ktp;'-t), к> 1 , будеш иrrетьДпr.(к_л$"ьо

что деет HeI право гjродолIить неравенство /5/ п восполь8овВТЬСЯ }l8-

вестнцI неревенствоц Чебщева:

е[6*, Цtа" } "Л{ Ц,- Ir,|, о,| 
" #, ff - &l-,- п Ф2, / 

6 /

Посколькlr К - ковставте, К.7 , то пg /з/ - /6/ следgет, что

услов14е асиr.птотическоtt dптицаrьности -горпr"a аf' будет Еrполве-

во, ecrrt ш покаIеra, что
е

ЭО лрu П+ф.
(

fuчисление веDкЕш оцеЕок 22. uЕ Qj-. Шатешатическое оrила-
нuе 8r, ревЕо сушIе l.атоfttданпfi iеличив or^i^., rrиншЕrrьпцх

эrэI€Етов цатрDrrtц, вЁбираеrЕaх на Д -ч шаге аrгорIтца of ' . В целях
удобства дадьвеlцпrх пrчислевиfi процорllируех с.lryчеf,вlв велшчищr ё
анечениf, элеIеЕтов Оу rrетрицд z4 , полоIt{в g'- ff$ .Обозва-

чиI череэ t, анвчение IатоIидадия ворI[роваяцоfi сlцrчаlвоl велrси-

ltц t"-a'r^a., . Н" к -I цiг€ аJIгоритIа шrбrrрается IlЕIцп r'tв

П-К алецентов. В си.lцl веаавltсишости этих элеrlевтов вероятность
Ф*сz) того, что величияа ек шинrrцельного иа этих элешентов не

преmrпвет величинц a, равна

q^вt - Рlq -, " }- t -( t- Fczlln-K,
где

F*('Z) -
г.

П{С'с, l, o1z< f
равна

t

trdO^(i), при к- !,2,...,H-l,
о-
ln_r, пgп К- ll,

,
тогде веrrч}tва

отtrуде пощпиI

ir



Еодход r DедЕвш эадаqI Da з9

t-zФк(z) |-io^r",ar-, -!|-,r,r,,,ifo"$r-г<",f2r, к, й. /т/

В сиrrу цорIхровкх lинпцаltьнlfi алеше.lт

l^ соотЕошеЕи"" Qi^rл,i O*(B,at*.

!",- Ёlо*с6-о[*]
откуда с уqетош /7/ uуееl

_ t l|-7

- па+(t-Q,rLJД
о x,t

O-"lj
о

х
.4,

(t- Flа,l1п-*dа*

t-Flrlldx]= tla+( Гt- гtзlJ[t - tt - р1 а yn|' г с а l7

Qr*_ri* СВЯ8аН С ВеЛИqИНОil

Поэтоlry

тбг da<

dz - па*(Lа)

/8/

+

t

Jr
о

s па+tа-аl 1-(!-F(r))
F(r)

1

t

"fо

Е
х

,|r#"а,-tф,а"1, 
.1

rде fп - корень ур"""""r"" Fr7l= | , ,о*"16 7п- r''t#l .учитц-

вая, что при Ос2<./ справедливо неравенство 1'1-З):П, оцевку

8", , шоIеlr продолrхть следЕцп,tц обраэоrrЛ 
1,-*i,- па*t6-аlЬ. ",!#1

Переfiдеч к шrчислевlэ верхвеfi oaenKn 9j, . Длсперсия d^ спl-
чаfiноf, норIироваяноfi велшчишr l^ на К _ц Ьге равне

а 
^ 

- ! n i f ao*r 
", -t х'd,Флс z l - с | S?- !, а +_(z ) - I 

^ 
.

Тогде с учетоI того, что дисперсхя IиЕиIаJьвого але..евт" oi*r*r,

равве C6-afd^ , дdсперсия случаfiноl 
""nn"nм !", , с учетоr /8,/

оцецlвается следrDЕрtr. обраsош: п
ОВr)= 

Д 
( В-Ф2d к. с 3- а)' Еrr^ -

- t6-Ф2 *#< tLалtf)т па).

Оковчательно с уqетош./9/ получеr

, +;:";; : i, :;r;;; ;;+r 
О:"'*' *''' Ф,'

Еlернеrrся к неравенству /6/ , Иr,rея в виду полученнце ,оценкп /9/
llotн9tr* iJ

lп

/s/-

п /lO/ l Е!рsIения лдя €п п ёо

€п- К с!о-il|ц
ааписать в следrDщец вl,tде:
dr -l
йl J, /ll/

ц-о,Ьi."- i#]

a

6п

|п

/ lz/



до Э.Х.Гицади.В.д.Перепелица

0бо

ция

шаJIьнцta при вшполнении условиft

$ft)- лроuавольная растJпцая от z фушк-

I. Алгоритш .r/' является асиriптотически опти-
hrn J-- -ll+e"

аначиrr r^-!#,
, оЦ,!ц -'3 .

Теореша
u

:,

! -t ) 17п* # у.) -- К. i' ?** ! цl -

1

й
t

9(пl {

пtпiп т
Д о к а а а т е л ь с т в о. Покапеш, что прtл вшполнении ус-

Ловиil теорешл €о-О ч dп-О с pocTorr Л . ДействительноrприК>/
ишееш:

0-п
'|о 

о+ х)(К-7)2
1.Тrь,к--бт-О,7

ё-К(п

-й tпi" (j*, *) (7ot ! Jn) =

- Й йiп, (1,**,,*#)*ffi-o
при lt+q . Teoperra I докааана.

3 а ц е ч а в и е. Как бцло покаэано вцше, для своеfi работш
алгоритri s|' требуе, 0СПЗ) операций, qто сравниriо с трудоеriкостьD
Эаписи исходноlt ияфоршации о аа.цаче комliивояаера. Отсюда получаеri,
tfTo при вшполнении условиlt теорешц I алгоритм 

'{' "rпr"rся статисти-
чески эФфектнцц.

Равношервое распределение. 0пределиu условия асишптотическоfi
оптиrrшьности алгориruа а|' дп" 

"пу.,"я, 
когда олеuенты Q-;1 rrатриrшr

Д шогут бt{ть шбравц равновероятЕо иа отре ака fа,t) , h.O . В
этом сJгучае нор!iцрованная интегральвая,Функция распределения иraеет

ьцдFё)-z , o1.r<! , /r-f?i)=# ч

тогда из теореr.ц ,':""{#r-*f#, o"rrn"n"T, KoTopll ro-
цет бцть сФорryлировав как:

I TeopeDra 2.Еслиэлемевтш4,.; riетриФl А прицt{IаDт

| """u"""" равновероятно иэ o'pe"*^|ar"3f , то алгориту о|' явля-

l ется асиt птотически ог:ти!t9льншш при выполнении следrDщего условия

l в_ п l
lI d-- kп У(п)

представляет интерес оценить величинц еп 
" 

ёо, фигурир]rD-
tщte в соотноrцеttиu /I/ .

Учитцвая специФику равномерного р9спределения, riotцo поJIучить
более точвше оцевки для атих велиqиЕ по сраввециэ с обцDrц слччееI.
fuведеш условия асишптот,ическоtt оптиraальностtt алгорптш J' э слч-

ý

)

a



Асишптотическиfi под(од к решеЕиD аядачи коццивояIера 4I

чае равношерного распредедения, проведя в сокращеняом виде вшчисле-

ние оценок on" I", , 9(Хr,) и Р

I^- ir,-rt*^ar-i
[*n,-. 

tl+с)Х|
п-кl !I aI-m

. согласно /?/,

,

/Iз/

d

K-!,2,,..,fu-Ki |n- In_, - !
С учетош ./8,/

I;, = Ё Го * ( 8-о l I*7 - о о * r 3-а r! -f,'#' *
K-l к-!

4 лlа+rарr! *|пф -tj,
оцевиш дисперсиD а^- |С"-ZJdел(r)случайноfi величинш !*_ 9 yu"-

том того, что для раввошерйого распределеgия 9^@l- t-(!-r)П-Ц .

Испольауя /IЗ/, пмее 
t

d.. = {zzd*^!",:?i ="\cyl!z !"о-@)dл 
,

- i: : t-z l t| -tt-rl"-ta"-| i=

= #-#-ft-+r;p,
к - !,Z,..., п- ! ; dп-dо_г #

Отспда с учетоц определения дисперсип в"ои"ин,п {, , получиц

iT_b 9(!1,)

= J -J-tl -12 п+1 l

- tl_ 2- п - Fr - i** - i. о,1/?= ,#"
Приведеta оценку вероятдости вевiподнения соотноценпя /I/ для

случая равноцерЕого распределения:

'{"r. 
> (!+€) xJ <r{x*s 11+е; па|<

. r{*, * У;,- Е*- (/+€о) 
""J -

= Р{*, - Pn,- 11+€.) па -t),J <

* r{Fr,- Еr,|-(t+ё)па- 2), J*ffi1,=

п п-l
=Zd*-#-Z(fu-#-ffi")-
К=1 K=l
,l_- l п+t

Д#*</i-*_+ !#=

t

- o4r7(6-a)2 
=- 

r r €) па- ( пц + (Ь4{ ! + сп,i\z f пён

l,! -n
-lпп- t 2
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Полошим

Тогда /|q/ мо;кет бцть прододЕено сJедуDциш обраэоrr:

4 f
п

- j-k" tпп

\- Й , констаБта С)! , ч nl"., $<7fr ft,

ц
с -/) =3п

/;6/

/п/

1 -|
, t-lo"

d

Тзки:"l обраэом, оконr{ательная оцевк9 для вероятности вшполнения со-
отно:lения ,/i/ пришет вlлд:

'|*",< 
(t*€)xl"r- ffi /i5/

Flетэудно заметzть, что эта вел}tчиr.а, херактериз.rю:цая тоqность полу-
:ае[:сго F,э-енt,lя, улучцаt)тся с ростом у(п) , но при этом ухудщается

С| t Пl текиu эбразоrr,что-
KIcpoc-
. При атош

оценка для величl,:ны Д fuберем Фvнкчи1
5ы прсиаведение Bepxнrtx оценок дJIя ёп 

^ #T:.].i П . Такому у.ловию отвечает функчия

сцЕнt(i1 д.тя i ч En прuнuмаDт вид:

с

стDемилоеь

и"ffi
#"lП*
,^u@

Анализ состаодечиii ,/i5/ - /l?/, полtучеанцх лtя равноi,,ерного
расFре;еления пок8зцвэет, что },fu€ньдl€tlиё KoHcTaHTl 4 |'улучшает" ,
сценки лля $ и €* п "7худцает" оцевку вероатностиР|Х"SСt,елlХ|.

.(ля примеоа р таблице приведены анач€ния оц€нок /i5/ - /iТ(lрц
с=Еу Н=;о?, Iо3иIо4.

В эаключение заметlrlh, что Teoperia 2 обобщает аналогичншlt ре_
зультат, полученнцft в /i4/ для частногс случая .Jавноriерltого рас-
,r)е;еления велlичин О;1 , пL)ичима.D,цих целочисленнне эначеliия иа эт-
;""*" f 1, zJ .

,

в Fие 1 0чень часто в опытро_конструктсрсtlих раэ-
9rаботках в пi)оl.{ililцсБнэсти и i{qучно-исследсвательских проектах дл,л-
,tельностu Cl;j отдельных операциfi предполцгартс.ч ;Jаспред.,леннЕми по

сле.lуDщему ачкону ,/ 79 -. распредэление,/ i

6ап €п 4Уrо (l*e,эxl
,л2rL/

о
l0"

i04

с ,253
о,о98

0,0з7

з,95
I0, a

2?

0,78I
0,923

с,958

п



Асишптотллческиrl подход к рецениD эя.;1ачи коrrlrивояIера 4з

{ Gl=

I rа-оlОсt..аtr

,| '' 
- a)a't*tl(a+!,y+t)

|о,
t

,если ё(lа,В7,

если Е l lО, В7 ,

гд"

плотности

t

!! (d,Р . tf''t !-r) f -'d 
" -0

ГrаlГсll _

Р(а.+|)
du f - пара!iетрц распределения. В нормированноr, виде Фу:rкция

I ) эаrrи;дется следrDциu образом
(Ё)'( ! - E,)t , если Е' ( |o,1f,

I t Е')=

, если ё'l P,tl
Рассrrотриш частнrлit случаlr ,9 - распредел€гiия1 ког.щ,а f -О,

а>0. В атоu случае интегральЕая Функция распределения l)aвHa

rrлl-f|(Е)d,Е' -ifu = ,.a' !

fuчислим величцну l'п , Фигj/рируDIIryD в условиях теореrrш I:

ln - F-'(#)=1й:
тогда первое иа условиit теореrш I вшполняется в силу d,>о z

,,, !# - j,# = о, (о*,) _-:
Второе условие прr[i{ишает вид:

I", й,, *И ("-й }# ) 
: rt *"(,,#,)

Учитшвая, что

**(l,ffi7)>ruint,t,o),
получаеш следуDще. условие асимптотическоrt оптишальности алгорит-
ua "l' Nп l - распределения в частноri случае 0-0,d>О z

* ,^#.*п (t,d).

|(a*t, ar*t)

0

4

ý 4. Некоторш€ следствr,tя

СФоршryлироваlIная выiце эадачв коммивояIqра иавестна такае как
задача н9хоIдения минимального гамr;льтонова контура на вэвешецно}l

/t -вершинном ориечти;ованноr, граФе ,/I0/, где веса дуг исходного
графа обраэуат Ихl7 шатриtJу A-llZoil , аr./. - вес дiги, идущеr-r

иэ вер]rинш l' в верчд4tiу dP jля"случая неор!rентировачного граФа
говорят о вцделении минимального гамиJtьтонова цикла и тогла мат-
Рицо Д весов ребер /неориентированашх дуг/ является си...мет,ричнсl-t

' 
arJ = Qr, ,t',j = |r2r..., н /.

t
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3аметим, что если в ходе применеаия алгоритма l' p"""u"rp"-
вается нексторшrr элемент аr.( Д , то элемен, ?l Еи на од}rош

:даге gлгоритliа не рассматривается. На основании этого эамечания u

теоремц 2 мопеш сФорrrулировать
С л е д с т в и е I. týсть эалвtI псляцrt неориентироввнн:,fi /l -

вер:диrlныr't граФl }, которого веса Qц реОер ( [, j ) приниш9ют аначения

равновероят"о о,. оrо""*" Lа,в7,О oua . То"д" при #a/oJ h
алгоритм ,l' является есимптотически оптимальнtl'l для рецения задачи
шделения миниtiального гамильтоновв цикла.

Описанвшlt вilJе алгор"r, ,i' шо8но испольаовать для рещения та-
ких иэвест!:ых эt(стреiJальннх кошбинеторрлх задач, каЕ вэвешенная эа-

дача о покрытии полного граФа ребрами и взвешенная аадача о совер-
шенном паросочетании на лолнолi граФе. Деfiствительно, пусть в реэуль-
тате работЕ алгоритма i' попучеfl некоторtлй гаrrильтовов цикл иа ''
реб9р. Последовательно пepe}tyмepye}t ребра полученного цикл9 и череа
W обозначиtJ MdoaecTBo ребер с неtiетны}rи ноriэрамtl . Очевидно, rrHo-

]Еество }V яв.rяется векоторцм покрытием исходного граФа ре5раши, а
в c,ly,iae четr:ого rL - Jl совер:деншшr, паросоqетанием для этого графе.
Укаэанную модификацир алгоритма 

'{' 
дл" полуqения rшtoшecтBa W обоз-

начим череэ i- .

l следст вие 2. Алгоритмr{'решения вэвешенной эадачио
lпоЕрытиl,i является асиI.1п,гстически оптимальF:ым, если Becs ребер ис-

lход"о.о "рафа 
прrtнимаDт аЕачения равновероятно иэ отреэка |a,6f ,

l Оr 0, lt i. i, # . При этом трудоеикость алгоритlti",r|'
составляет Qlп2) операций.

.IРя иэвестноit зgдачи о наэначевuях /IЗ/ иэ теоре!{ц I получаеri

; ел едст вие З. Мгоритr.i' являетсяасишптотич9ски оп-

| """"r,.*" для решения 9а,цачи о навначениях с матрицей l - ||aoll *
l если i,rlel,re:нTы Qr, принииают значения J случаiiно иэ отреака Р,бJ,
l О- , "о"rr"""6 Функции распределен"" ?G)-Рlа""lпри шlполнении

}".,,o""r, k^=ф " !*#.*'"(i,*)
Поступила в ред-изд.отдел

aa.II.I973 г.
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