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РаботШ по теории расtlисаниlt,ведуцЕ4еся в От,делении теоре.гичес-
коfi кибернетики ИМ С0 Дi{ СССР, посвяценш качестЕеннцrп ,iсследовани-
ЯМ и алгоритмам с оценками. Содерrательно эти исс;тедовбнrlя мохно
рааделить на два направления. Первое ваправление охватшаает работ:.i,
относячд4еся к раэличншri пocтaнoвkattr задач календsрного планирования:
эадачи сетевоr'о планирования в Условиях ограниченных ресурсовrзя.rlа-
че дкерса-Фридмена, задача Ве,:лмана-.Г.tдонсона и так далее [i] - [0] .

йгорое направление свяэ8но с иссJIедованием экстреuаJtьншх эя.\ач на
граФах: зядача нахошдения шинимального гаlrильтонова контура ( эадача
кошllивояIера), эадача о минимальном пскрытии, вэвеiЕенная эадача о

ПОКРЦТИИ, ЗаДаЧа О НаЗНаЧеНИЯХ, ВаДаЧа О МiIНИМаЛЬНОМ СОВеРШеНIIОtt' Па-

Роеочетании и т.д. ГZ] - ГtZ] . Нипе иалокенш некоторые реэультаты,
ОТНОСЯПП{еСЯ К УКаааННЦt/i НаПРаВЛеНИЯМ.

I. Приведеr Форlryлировку достаточно обцеlt эFлачи календарного
планированt4я, иэвествноft под наэванием аа.пачи Акерса-Фридмена.Данш

'? Работ ( деталеft ) п tTa, исполнителеft ( станков ). Каrдая работа вшпол-

Еяется всемu tt1, исполнителяши согласно заранее определевноilry порядку

( /t, lз ,..,r/r*z), вообще говоря, РаЭНОt\iv для раэных работ. Известны

длительности С,, >/ а вшrIолнения KаT,\olr работц l калддм исполнителем,?
/ l причем к]аждая работа одновременно rroaeт вшпоJtняться только од-

ним исполнителеDt и каrry{Ё исполнитель одновременно моает вшполнять
только одну работу. Допустиццц расписавиеш Ё|lfu ll наэЕвgем совокуп-
ность моментов t,.,>- О начал вцполнения цаг,;\ой работы i - /,2,...,fl

?
каппшм исполнителеч 7 - 1,2,.. ., ta l удош€творяDIIryD следrющиl,,t }сl,iоЕиям!

I: |у;! 
"oi 

a ёrl, , если 4 -я работа долrна выполняться ис-
полнителеш- 7| лосле вшполнения ее исполнителем j,

*Интервалл (1tl, ёчj*Тчl) " (/2j, lbj *Тr) не пересекартся

для лрбоir парш работ ll* rz и лрбого исполнител, /'-!,2,..., * .

3адача состоит в нахоадении допустимого расписания Г-ItцХ ,

при котором достигает минимума по всем tr, О велиqина

tr az ({,, + С.., )..crijl - V U
Такое расписаЕие назшвается оптиlrальныll шли lrиниliальнцм.

В работах [I] , [2]6шл исследован случаГr двух работ с огрбниче-

нием ?о более общего вида, а и!rенно, когда ааранее указыв9ется мно-

шество б таких пар исполнителеПt/),/) ), лля которшх выпс,iнение пер-

Boit работш исполнителем 7n оiЕовременно с вцполнением второГt работш

исполнителец y'/J эапрещено.
в [I] получена верхняя оцевка минц L оптимального расписания
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для двух вариантов этоit эадачи в эависимости от того, допускаются

или нет перерцвш в вцполнении каtдоlt работы Кашддtlt исполнителем:

о"!(Еr"rr+ tп)+
j=t

ссо- 
"о)!*еСВ' ) , il/

j=1

где

Р(В )= ЦТ ('_. L.Н U2 'Jз

для первого Baplta*Ta 
" 

{h'J)ее

для второго варианта ."{irrOi'$:":::,?7j 
"*"*"п"ный 

метод ре.;е-
ния этоlt эадачи с трудоеNrкостьfu, не пrrевосходящеft трудоемкости стыс-
кания кр9тчаrtцего пути ме8д/ двуriя вер!Jинами некоторого ориентиро-
ванного вэвеlr:анного графа с числом вер:цин N.|0|

В работах i J] - f6.! исслецуется эадача Акерса-Фридмена в Toll
СЛУЧае, КОГДа ЛlIИТеЛЬНОСТИ То, ОДИН9КОВЦ, Т,Эо Ту- 

" 
ДJIЯ ВСеХ

!- lr 2,...r п,l /'-!, 2,,..rttt. Целью этих исследованиlt является выясне-
ние миявия на длину минимального расписания порядка вшполнения ра-
бот различными исполнителями.

В рабоr,е LЗJ дпrп- Z получева достиаимая оценка дJIинtt оптишаль-
ного распхсания !r<t(п,ft/Й]); поэпе этот результат бшл обобщен в

II],("u. /l/t.
З [4] рассмотрен особшfi случаft. когда r+.(r+ъ-2)!l вцполнение вся-

кой работш l, начинается с однсго и того 8е исполr:ителяj - / и эакан-
чивается одним и тем Ее исполнителеu j - ,n , причеш порядок вцполне_
нич кахдоlt работш ост8льншrч:и ttz-2 исполнителями отличен от порядка
Выполнения других работ. Дпя этого сlучая ycTqHoBJIeHo, qто при нечет-
Ном tlL длина оптимального расписания L-|C*r-Zl!tt+1-1]t , а в случае
Ilетного 2?z имеем й2 ftt*z-Z)l+ttzfc .

В работе f S] проводятся исследованt,tя Функции Шенlюна !(*z,*tl),
определяешой следrюпп,tш обраэоrr. Прu tо = / исdодная совокупность ра-
бОТ В Задаче Дкерса-Фридмева полностью опriсi:вается ,r,- х |+t шатрицеfi
t-11lrr, ll , где rzi ношер к -го пс гсэядку испслнителя с -fi работш.

Пусть l,./r(t) ? длиЕа кратчаЙrлего расписания для ltатрицш .f .Тэгда
/.(a,t1).ttlazL(3), где максимум берется по всеаоэмоаннм матрицам J
(L (а, ta ) есть дJrина наилучшего расписания в на!rхудцем случае). В

IS] лля Функции Шеннона найдены нетривиальные ниЕняя и верхняя оцен-
ки:

??,t, + п.,,! + ?п, r, в|l+], и, о J (ffiJ-, ) }" 
L{ ц п k r+l. ( tz, pytfi .

В работе [6]установлено некоторое достатоqное услсвие ria шатри-
Щ J , при котором L(t).ra (т.е. оптимальное расписаЕие является бес-
простоГtншм) . .Щоказано, что припz-о(п)длrt поrlти всех ма,гриц J опти-
мальноё iJасписаitие явлэется бесrr;ос: ;': ,:LtM .
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Далее остановиriся на некоторцх реэультатах, полученншх Н.И.
глебоmlrr и С.в.севостьяновшli для аадачи дtовсона, которая отлича-
ется от аадачи Акерса-Фридшена тем, что порядок вшполнения работ
исполнителяци одинаков для всех рабUт. Дtонсонош бшл построен эф-
фектшвrшit алгоритш рещения aтofi вадачfl ( решаDщее правило ) для слу-
чая двух исполнителеfr(п х 2 - аадача Дlонсона) . }Iш Ie указан не-
которшfi Krracc Lъx 

' 
-аадач, сводящtхся к l'CX 2 - эадачац. Поэrе

некоторое расцирение этого шасса эадач бшло ос;rществлено Г.Япшсе,
(С. /аЛhk2 ) l а аатеш В.Я.БурФкоь Н.И.Глебову удалось суще-
ственно расцирить класс аФФективно реrцае}iшх /zx' -аадачrполучив
достеточно общее условие сводиliостu llx 5 -аадачи з пх2- эадаче.
В несколько ослебленЕоt| виде это условие Форlryлируется так: для
тоrт чтобц укааанная сводиriость ишела шесто, достеточно, чтоOц су-
цествовало число ЛеLq /], при котороц вшполняется неравевство

#* Сл ai - (1 -х ) бi J,x7ru Lсt-Dсl t J> о,

где Qс. , Ci , С, - мuтельности вцполнения l,' -fi работЕ соответст-
вевно первцI, вторшш и третьиц исполнителяши. При Л-Олrа 2-/
это условие преврАцается в условие Дlовсона.

Мя пх 
' 

- аадеси Дlовсона С.В.Севастьянов построил алгоритD.
Трудоеuкости-lzjдеfiствиfi , приводяцшfi к асишптотически оптиt альЕоr(у

Расписенш)1 т.€. к расписаниD длинц /' TaKolry, чтоf -/ прчп-ф,
где t - дJIина оптицвrьного распхсаЕ}rя. малогичншlt реэультат иr.

te поJгучен для следrDцеfi эвдаqл кшендарного распределения работ по
/L1 периодац в случае трех исполнитедеlt: ищется такое раабиенuе fr

работ на /lr' подчноrеств Л/, , p-1,2,,.., /|l , которое r.иниilиаирует (Рунк-

ционеJt

5

/t п,.,""r,rffi" tr; !ýr'u-,|n','
П. ПереfrдеI к рассцотреншD второго направления - экстрешальнцм

sадачаra на граФах.наиболее иэвествоIt здесь ямяется аадач9 коrд.ивоя_

repa { 3К ), которая состоит в нахоrдевии кретчаfiшего ааirкнутого обхо-
Да всех верпив вавеЕенного графв (гд|ильтоЕова контура или цпкл8).

В.К.Коробков и Р.Е.Кричевскиl [ ?] пред.поrили алгоритц точао-
го рецевия S(, иrrеппDrl трулоешкость порядка(4+€п)'операциIl гд€

!3rо-О , а - число верцшв в исходнош граФе. 3аrrетич, что иавест-

нце алгоритш точвого рецения 3К (rсетод BeTBeii и границrtетод после-

дqветельвого анализа и отсеrdвация BePldallтoв, дrнапi!(ческое програшши_

рование ) для своеR реботц треб5mт - 2(t+€о)Поперацшf, п - 2! ячеек

паlrяти, в то вреIя кек в Е7] требуется паuять порядка rz . В работе

Е?] предлагается Taцre алгорl,tтц редения аадачи двух коllшивояIеров,
В KoTopofi требуется, чтобц в каrдоft иэ ,'Z точек побцвал хогя бц

один коцшхвоя8€р так, чтоOц врэllя от tц вцхода до воэврацения в ис_
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ходнJпо вер.Jину последнего коrjruивояцера бшло шинимальнцм. В этош

случае требуется рещить порядка 2Ъ задач одного кошriивояаера,

вообще говоря, на графах с шеньциr, числом верцин. В укаэанноfi ра_
боте существенно испольsJrDтся некоторце ре8ультатш по uoнoтoнltllll

Функцияrr алгебрц логики.
В.К.Леонтьевыч /8/ вшделен класс полншх вавешеннцх графов,

дJrя которцх построеЕ алгорит!. решения ЗК трудоешкости - ,z: щдгов,

на кягr{ом иэ которцх находится проиэвольнцfi гашильтонов контур на

HeкoтoPoti неполном граФе.
Как теоретические оценки, так и ошлт реrцения экстрешеJIьнцх

ая.цач типа 3К покаэцваDт, что иавествце точнце rrето.Фr в общеD, слу-
чае не гарантирJrDт от перебора, расlущего по экспоненте Cj п>z ,

с pocтor. раашерности 2z ssдачи. Еtrчислительнце трудности с Pocтolr
lL очень бцстро становятся непреодоли}iцrmi напришер, дtя 3К ука-

заннце точЕце rrетодл удается реалиаовать не ЭВi дJIя аначенцfi rE,н€
превшшаDuих 35. В свяаи с атиDI бо,iьщоfi интерес предсташяDт стати_
стически эtФективнце алгоритцц для реrцения не8ванньD( вцше акстре-
rrшьных ко}iбиflаторнцх аадач, т.е. 8лгоритмц удовлетворяDЕие следу-
DцDtli двум условияц:

I) трудоешкость их сраЕнительно вевелика ( напришер, сравнича
с трудоемкостьD эаписи исходноit инФорr.ации о аадаче ) ;

?) приuенение их почти всегде приводит либо к точttоlry, либо к
асишптотически точноrry рещениD.

Мгоритш .zf будеш наэЕвать sсиrrптотически точнцш, если сJrщеет-
BJrDT такие неотрицательнше ft* о, !n+ О прtt rrфФ, ч то9Рr< t, а+ €)|> fuеп,

где L - точное реiцение 8адачи, У, - решение, поJтученное в реауль-
тате приriенения алгоритrrа ,zf, , P{8l - вероятность собцтия .9

Первшfi реаультат в напревлении вцделения классов эадач, дrя ко-
торцх представJtяется воэraоIнцr. построение статистически аффективtшх
аJlгоритцов, по4учен при gнaJtиae иэвестного приблиrенного алгоритl.а
f' рецения 3К , строящего кратчаfirплlt путь обхода по принципу "иди
в блиrаf,шryD еце непроf,леннtrrп вершину''. В РабОТе [ 9] аВТОРШ ИССЛеДО-

вали riнolecTBo Цп? всевоэriоrяцх полнцх 4 -вершиннцх ориентиро-
ваншIх г?аФов, у которцх весаши дуг являDтся натуральнце числа и8

отреsка Ll, z7, и покаэали статистическJrD эСфективность 8лгоритшаl'
!

й,для r.ноIества Qa" при 
'r*ная, сколь угодно rrедленно растJпцая

где ф(пl - проиэволь-
tt t &:rrl gспl- -.lL+ф

,
функция от

Поаве в работе ГlО] этот результат авторш обобцO.tли на случаfi, когда
веса дуг графа равновероятно принимаDт лDбце эначения иэ такого от-
реэке fa, 6) , а> а , что *.r# h, . В работе f 9] исследо-
ван Taкre общ{lt случаil, когда Bg:a У - l,,2,,..,z приписцваDтся дугsш
Графа с вероятностьD prlo l Ёрч-У . Установлено, что алгоритtl

J' 
"вляется 9твтистически "66*r"""пш, если ц|полняется следуDщее

соотво'ени" i+ П '-tr,!- Fl ' Гсоl l ГД€ З,
!-t'- ё.f
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В работе [ ia ] это, реаулЕтат бшл обобщен на случаf, непрершв-
НОго распределения в виде следrDщеfr теореriц:

týсть веса дуг исходного графэ принишаDт случайнше эначевия
d неаависиllо друг от друга иа отреэка Са,В7 l Q) о , п FC..) -
- интегрмьная фувкция распределения норliированноfi случаitноfi вели-

ЧИНЦ EL i+ . Тогда аJtгоритм 't' является статистически эФd,ектив-

нцш при вцполнении условиfi:

:,# d*|i ,*J, !з.3-, ф ,

где lо - корень уравнения Гtуl. {,

Как

I

'o'tвди

dз
R,
lcкpeтHol., тек и в непрерьaвноl, с4учаях при вцполнении

укааанншх вшrце условиfi алгоритм tt' яв,ляется статистически эdФектив-
нЦц Taкte для 9адачи о наэначениях, поскольку всяк}m рLх?L, матриtlу
эадечи о нааначениях uо8но рассr.атривать как матриt\у весов полного
вэвещенного граtф.

В случее, если 3К репrается на проиввольноll ( неполнош ) графе,
То ,лС' ltоtет прекратить работу, не вшделив никакого гашильтонова
контуре. В работах [ll] , [lЗ] рассшатривается обцtая ситуация,когда
требуется вшделить гашильтонов контур ( цикл ) или минимвльншfi гамиль-
товов контур ( цикл ) на проиэвольном графе. В этих статьях предлага_
ется а.Iгорuтч vl, , которшfi дJrя почти всех п -верцинншх графов вш-

деляет гаliDtльтонов контур (чикл1 9дIчае вероятностного графа,ес-
ли вероятность появления дуги рr/+, то atn с вероятноgтьDР>-!-аа,

Ig3o- О, находит гашильтонов контур. IIусть a;,z (а4r) - мно-

IecTBo всех ориентировавнцх ( неориентированншх ) а -верщивншх гра-
фов, у которцх лугаш 1 ребрам ) в качестве весов приписанш натуральные
числа иа отреака lt,tJ. Приrrениш алгорtlтri 4? для ре,шения 3К на
графах и8 этих uнotecтB. В этом случае лtп является статистически

аrDФективнц}i, если 
'rБ, 

причеш его трудоеD.кость составляет^ze2
Деitствиfi ( элеIентернцх'ЪiбЁациft ) и- п,2ячеек памяти.

В работе tIZ] эти реаультатш бшли улучtленц в следуDцем с!Елсле.
Построен алгоритll l_", рецения 3К на проиавольнош ваве,ленноrr графе

( й, ? п t - некоторце параriетрш, эависяrш,rе_ от п ), трудоемкость

*r, состав.пяет О(ПЗ) операциfi (точнее,- 
Н операшиit ) при тре-

буешоfi пашятиа п2 ячеек для хранения элементов исходноii матрицш ве-
сов. Докаsано, ЧТО l*", является статистически эсуI,ективчшм алгорит-
шош редения 3К применительно к графаш иэ мноЕеств OZi," , 4,r lёс-

лп 
'<(t.qerff , или при!tенительно к вероятностttrlм граФам при

p>Ct*eot1@. fuя случая обtлкновенного неполного граФа это оэна-



rrает, что укааанншfi алгоритr. вцделяет гашильтонов контур( цикл)

дJIя почти всех граФов с числоц дrг

N=(t+€аrgуфl.
N=ч+€}#|Б-(ребер

Iýсть на неориентированно}l графе вшделен гаrrильтонов цикл, в

котором перенушеруеu в порядке обхода все рбра. Если в этом цик-
ле все четнце дуги вцчеркнеш, то получиt некоторое покрцтие граФа

ребраllи. Это re покрцтие при четноl. числе верщин одновреr.€нно яв-
ляется и соверценвцI паросочетаниеш. С учетош этого поквэано,
Что при цлполвеви}t наввавпцх Еrце условиfi некоторце несущественнце
модиФикации алгоритшов ,i' , i" , lr-?t явJtяDтся стетитстически
эСФективнцliи при рещении аадач о шиницальноr. покрцтииl о ц}tнtiцаль-
нош соверденноri паросочетании, вt{деления taиницальноlt гаrrильтоновоfi

цепи, кратчаilщеf, свя8шваDщей сети, вэвеrценноfi эадачи о покрштииr9а-

дdчп 1?r' коt{цивоЕIеров (дJtя х+с - о(пD.Наприrер, rrодификация Елго-
Ритца l*r" обладает своfiствош статшстическоfi эФфективвости дJtя

укаэаннЕх 8ялач, если исходнце гре(h вцбираDтся шв таких llнotecтB

й.* , дJrя которшх 
"'ЕС|-Сп).А.И.Сердрков fIa] исследовал sадачу о кратчаfiшеrl шаршруте об-

хода всех ребер проиэвольного п -верщ,rнного вавешенного графа d(z)
|эfiлеров обход). Он доказал, что эта аялеча эквив9лентна эадаче на-
хоrдения цивишаJIьного соверЕеЕного паросочетания на некотороц пол-
Holl хп. -верrцинноц вэвеiценнош графе, где 7lъ - чпсло верпив н9ч€т_
ной степени в исходноr граФе 0С а l . Установлено достаточное усло-
вие вхоIдения проиввольного ребра в шиЕиr.е.пьное соверцевное перосо_
четание и построен аJlгоритх решения укеэаяЕDr вадач трудоеraкости

- 2?"С*lдеftствиfi.
В работе ftS] прел;lагается приблиrеншrП алгоритш решевDrя взве-

щенноfi задачи о покрцтии, дJIя которого априорвая оценка относитель-
ного укJrоненrdя получаецого рещения от оптиrryша не превосходит I,/3.
Трулоешкость атого елгоритlа составдяет* lzt деfiствиl, причеrr в клас-
се двудольнцх графов он приводит к точноrry реtrениD.

.Щ,ля вероятностнцх /1Z - верш,rннцх неориентироваЕнцх грабов d,"
Э.Х.Гиrадш и А.И.СердDкошч построеrtц алгоритцц щделения совершен-
ного паросоqетенllя (шиниllвльного покрцтия) . Олив иэ этпх алгорит-
lloв, иIея трудоешкоепь- П2 опеgвциfi ч.-П!требуеIцх ячеек пеIяти,
почти всегда ц{деляеr"трР" бо оо""рr"нное паросочетание (цч t1,-
- ""r"о"), еслуl Р ' #.

дна.ltогrrчкце с тетистичес ки_ э,lФективвц€ алгоритIц дJtя нахоrде-
ния совершенного паросочетания ( Iивlil.а.rrьного покFпrя граФе луге-
IИ ) пОсТРоенц и МЯ rL - верJинttцх вероятностнцх ориэнтироваянцх
граФов.

Упоrянеш работу [tZ] ,где докаэцвается,что дJtя почти всех гра-



вания

Фов uэ (,lf,,
вшх J, эсли

рещение эадачи о нааначениях состоит иэ весов рав-

"rh
В заключение отraетиЕ, что в рабо е fI6] задача нахотrдеЕия оп-

тицального севооборота в конечноri счете свелась к Hekoтopol-t экст-
решальноl't аадаче на вавещеннош графе, родствеввой эадаче о на8на-
чениях.

Поступила в ред.-иад.отдел
3О. I. 1974 г.
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