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мЕтод штрАФнцх Фу}trщ}fi и принцип лдАксишушА поЁтр,чгинд в здддчдк
OlIтиI[АJlьнOгo уIIрАвIIЕния п
D.l[.Волин, Г.М.Oстровский, А.В.Финкельштеitн

С помощью сфорr4улироваJIного в первоr-r части работы [ t ] пожол"
выводятся необходиrGIе условия оптимальвости в виде обобщенного
приltципа шакеи!Фlма для эялачи оптиriальЕого управления процессами,
оп!Iсываемцми систеuами ди.jФеренциальнцх уравнениfi в частншх проиэ-
водных.

Рассйотрим следурпryю эадsчу :

Jfut.l) --

т

J*
о

(Z L(t))dt * mлх i /I/

# = lG,у,Ц, # =rе,у,ц), P=le ,t|eD;- (zcRo, g€R-^)
zO,t) = zo(t), ц(е,0) = gо (t) i

ц(Р)сUс РО ,, Ре D ;

/2/

/э/
/4/

a

giGt())=0, t=1,.-.,9<п (2ц(,l=z(L,()); /5/

|= te,t,0< t-.L,O<t<Т |; U ограничено , Zo (), ц" (. ) - кусочно-не-
прерЬвrше фиксироваянше начальные Ф}нкци"rtrfr9 rrепрерцвнш по

совокупности аргуr.ентов B}recтe с первцши проиаводнцши по Х , ZL

( х'= 1zT, g'))
и имеют ограниченш{е вторые проиэводные по Х , Zъ ; вектоР-Функ-

ц""GG'= U\ g') удовлетворяет условиr Лип.цлtцв с константоПС :

lc|^o, ц)- G(x',n)l, С lx'- х" | ;. /6/

z

"д"h1=|lаь| (d'= (Qt,...,aJ), при выполнении которого и!{еем
оF7

Хе' Х l гд€ Х - ограниченное мноаество в RП+rt1- . Под классоч

допустиIцх управлений [J Oro"u понимать совокупность Kycorr'o-He-
прерцвЕцх UQ), удовлетворяюrшl.х /4/.

3адаче /I/ - /5/ пuеет место при оптиr.иаации химического реак-
тора с шаченярщоftся активностью каталиэатора: перешенная Z при

этош играет родь концентрациft реагируDцо4х вещестэ, ! - параметров,
хараrтериаJrпцg4х состояние каталиэатора, Ц - температуры процесса.

.що сих пор в литературе для эа,цач подобного типа были получе-
нш необходиlще ус,,iовия оптимальяости в Форме принципа максиlryма

,



l[етод, цпрафrпrх функциfi в9

лиць при раэного рода дополнительных ограничениях Еа cBoftcTBa рас_
сматриваемоfi систеrщ [ a ] .

3адача /l/ - /5/ прuнвллtеrит к классу з8лач, рассr.отреннцх

"[ l] . В атом нетрудно убедиться, если, нАпришер, noo Bu по-
,nu"i" L2(n"iD) , noo Вр - Lr(R9;[0,T ])" считать, что услови-
яu /З/ работш [ I J отвечапт услов}tя /5/.

Л е r,r rr а I. týсть U(,)rа /.) - допу"тишце управлевия ,
Хо()r7"()- нечельЕtIе функцl.tи ц Х(.) ,7(.) - cooTBeTcTByD_
tцле Фааовце переrrеннце. Имеет цесто оценка:

тL
l^z(e,ill <ct ( lдz,tt)l +I tor" ldt + I! оо" ld( +

* jl! rх ra,l), z6, tl) - !Bia,l), ц6, t; l d а *О 
* I"Iteb,ol- G{;,ц)lоо)ч,

lAgr{t,t)l-<Ct ( lац"rr11* ttaz" ldt* Jtоц.tае*Ёоо
* 
!9rrЦ,6),О(t,а))- з(х(t,d), ц(Z,cDlde +б 

+ I[torr,E)- GO,ф ld Р ) ,
где ДZ =Z-l, оg= 0-уl ДZo=fo-Zo, АUо=Oо-gо.

ишееш (
l дz(4t) l < l дz" ( tl t * с I (lo

+ Jlt{x,a)- !(x,u)
о

До к а в а т е л ь с т в о. Ilвтегрируя /2,/, с учетош,/6/

/s/

/9/

lдz(Ф, t)l+ lдy@,t)l)dd, +

lde ,
t

l ду rc,f ) / -< l дg,(е) | * с I (tbz (f,d2) l + l д!((,dr)|)аd+То
lg{x, a )- 9с*, ц ) ldt .

-"Г
о

с поцощDD леrrrдr об церавенств* [rJ
Цrc',ds ) +Vlе[о,ТJ(о<цft)<д+в

yte [0,I] ( y(t) < Аев')
хэ оценок /8./ получаеш:

lдzе,0l< дt(lдzоG)l+
t

еt

Ij ou,o* * 
11 ! в, al - !0,u )l dc ),

т

*tцв,d.)- g{x,фldt .lдtJ r,q l < А t (t дU" 0 1 * t l а z tdd,
0

о

/ю/
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Иэ неравенства ,/I0,/ с

l bz 1e,t )l < Д а ( l дz 
" 
(t)l, lдцldt lI'* иа,dt+

оо

)- t\l4|6g ,
zt

IJ'*иtdd,*
оо

ет

,IIцrr,а
n

)- x{x,4l dP * l!(x ,t/

lду(t,t)l< де( lдцrеll + lbz"ldt +

-_f(r, ц)lаР + lg8,E)-g(^,ц)ldt. / ll/
я первое иэ нераве нств ,/I l/ по t от О до Г , "rо-

t IJtM,ol
Интегриру

ро" - no / от О до /, " ""о"л 
применяя лем!ry об интегра.ltьЕнх не_

р?венствах, получаеш т z

|tbztat* Ро ц ис < Аr( 
Ibr" tat +!ьч"ld( +

* л.r ! о о
+JJ lc(x, Q) - G(х,ц)ldР ) . /п/

с поrРощью /lO/, /lZ/ теперь легко получаDтся оценкч /?/.
Введем обоаначевие /для S'C D /z

ье = le,o: 0< б <Т |, дL = |6,t, 0 < б<z I

dg=lruо*|ffrrл(лсOs),ý!!!rr(^t05') }. /rc/

Л е м м а 2. týстьЦ(.) ,а(,| - допустиriце упрашеflия,
х (') , Х (') - соответствуDщие Фааовше переценнше, вычислен-
ные при помощи одноi'l и Toit ге начальноj't функции Хо() /'| =

=|Р,u(Р)+а(Р)l.тогда

JG)- Jfu)= .|Jtнrr,ч,:и|- Нk,p,ul)аР+ 0@, /" );
H(x,gl, ц)D= цlТG6,ц) (9r= (v', l') ) ;

# = # ,# =-#, pcD;

\(.,Т)=0;
у (L,. у = vdr, (z" (. ) ),

"o.10(d"|n)l,<CrdrY"tQ - *о""rанта, общая для всех lL, Е
ДокаэательстЕо.Имееш

fo 0'аr1* * G'oul = tpf(G6,E ) - G( х,ц)) - 9)Ь, (х, tl)Ax.

/ 14/

/$/

/ 16/

/ tz/

/ le/

После иятегрирования обеих частеii равенства по области 2

le-



lДетод пlтр афrщх Функчиit 9I

т

tц,,оrлаt = |Ir 
н(7,Е,а )- HB,E,u)- Нх(х,Е, фАх)dр.

ol",o" Ja) - Э?*l= t!( Н(х,Е,а)- Н6,9, ц))dD+ Jl+Jz+Jэ ,

та
l = о., tAz] y"ri (zL ) дz,^dt ,

о

J. = 
{Jr", 

(х, с.у, й)- Нх (х, ч, u)) А х dP,

Z'ъ= Z, + 0rAZo, Х'= х*Oадl , 018r, Q, <t.

J, = о.' II^х'Нr, 
(х', (у, а ) 

^xdP 
,

D

Дшее us /?/ следует

- /4/. Тогда

/ 19/

есть обобщенное решенпе авдасп /|/-/l/ - /4//. луст" Iu'r'(. ) l

о
Ддя х, ишееш с поlrощьD ,/I9/ оценкУ:

Те о ре ша I ./обобщенtшй привципшаксиlФ/i.{адля аадачи

2 th l в Са ra" *r dI lдх ld\1 Cs klп *_f, |.ll, з

<Csd'Fn * .цпdпЭ(L + Г ) .. С5 dn fn, .

Ji, Jz ОцениваDтся ан8логично.
Пу"i"-i."" " ПВ, q) , Пi,ч , ,F'r,ч определяDтся форrryла-

ми /3l/ - /ЗЗ/ раоотш f r ] ,/с эаrrеноit ё ", Р /.

о

IJrПr*''l 
Е'*') - H(^'i'rt"! u'?))dp* 0, k** . /2о/

Д о к а э а т е л ь с т в о. Предполошиш, что /2О/ не вцполня-
ется.Тогда сущестFjllст €>0 ,lkn l tkr. а / "6r> О такие,

,ro\€x,ut.,1 26l . Пусть 0'6z,10rlЕ/Сz. В с,пуллеrrшл 4,

lОЙrrrlt<Or!€r. , есллt dH 'Й . Раэделиш D 
"л N равншх

пряшоугольников- .97 ,..., Sy с длинаши сторон, ценьцшмиrч"u d"

При каrдош r' = I, ?,..., вшбереш Sr, , для которого 7Ц(Sп П
nпi,r,.nl ) максимально. Пусть ё=6, /п .J/(Sn) >8 . fuбереш

Иг так, чтобш Ип С Sr ,0.у(Ип ) ,, Z3 . Иьеемdlп < 62
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Твперъ для заверiдения докааательства остается воспсльвоваться рес_
сJЕдеЕшяrrи, приведеннц!ди в коЕце доказательства теореr.ц 3 работtл

[,] .

l З а ш е ч а н и еI.Необходиtlое условие оптиliаJlьЕости обобщен-

|rо"о п"r"rия эадачи /I/ - /4/ uлrcет Форlry /9/ работы [ l ] , ""nnIввести обоанаqенпе:
l

| Лrfu())=!^ItFrr,q)-нft,Q,ц))dр, /2I/

lгде g(.) удовлетво-ряют /L6/ - /l8/.
| З а м е7ч а н ч е 2. Пслп J(u) иrrеет вшд,

l эrо= kF"( t))dt -Г[f"(х,ч)dр
| О ."r". ,"ор&а I сохраняет силу, еслц Н вцра-то, как легко покаl

raтb по Форlryле а

| Нtr,ч,ц ) = tо(х,ц) + ETG(х, u1 . /Ila/

Т е о р е rt а ?./первая форшlобобщенного принципа шексиr{r-

ria дJtя эадачи /I/ - /5/ /. týlсть а(') - обобщенЕое решевrrе sе-

дачu /I/ - /5/. То
()(.)е L, ( nu:ii_d,,7T,i]* la'"'(,) | , ll"'() l ,

11 tr(.) /ll, = Т /t G) ldt , )о (.)= t )
ТаКИе' -'" 

Шll 
i"'-u"trcrl у2 jp * 0 , 

р_ о, 
/22/

,|IrПrх'*|Ф'О)- 
Н(7'*,'Q'*,'fr'*')ldp* 0 ) /2s/

,!" Ф'r'(, ) удовлетвор яот /16/, /l7/ п KpaeBorry условDrD

v(L,,1 = 9!. (zъ (.)) )(,' ,rn,

/в правtrm часть /24/ допtм бшть подставленц Zl-'(,) , ,( "'(,)
Д о к а а 8 т е л ь с т в э. Щrсть ./сравниш Форryлу /ll/ ра-

оотш[r]/:

J.n(ui.l)=

т

Гtll
0

9

и(zb(t))-t Еу! rr,( t)W-jIIilч--аlt"dР tzэt
D

" Px(U(,)) опрелелен форlryлоlt /2|/. Легко видеть, что

Р( цO,оr, Р) = tl( Ппrr, q ) - Н1( Х, ч. ц )) dP ,

где /в 
"ооr"Ъr"п"?м 

с /lla//
Нр (х, (|, tl ) = Е'G(*, u )- .Р tlu- Г, tl'

uс1)() удовлетворяет /16/, /l7/ u Kpaeвorry условхD

/26/



Iетод tfункцпI 9з

y(z,.) = 9о!,, G,. (.))
з-

-n | 9rGo (. ) )й (zr{.l) ..

IýcTb далее Bn= Ll (9*t;[LrTJ), Дг (цt,), а ) опр€д€шется форlryлоfi :

,[о/.)=/ , Ле(,)- -dgс (zL (.i) /zB/

"Q@()rrlr,)) равЕяется правоl частп /2I/, где q(,) удовлетво-

ря.ет /16/, /l?/ ц Kpeeвolry ycloвlФ /24/. Условuе /l8/ гaooTrr I t ]
теперь легко EtTeKaeT Is огравrч"""оо"" [J ; форlryш /lg/ - /Zl/
работtr Il ] оч""r,лrrrr.

Теорэrа ? теперь овааIrвеется сr9дствIец теоре
вlrлех ладее говорптЕ, что посrедоватеrьвость

ляется норшtроввдцо оýраяиченяоfi, бсл!t лд" """* Д

lt'*'(t ll/ ltt"|.)'l( е . ^, 0 4 t <т .

прr шполвенпr для последовательвостп l л'u (
ечоl теорецоl 2, cBolcTBa Еорlrrроваявоl огравrq€вности Teoper.a z
rroteт бшть усrrева.
l П g ll ч а 3. Щуст" Ч)(.)(Ф(.))- реЕнхе спстешI /16/ с кра-
ешIп условrяlц /tТ/, /Zq/ wu Ц (.) , Х(, )

l (п(.l,Fr.)1,,lr.) " l^(t)'<a (о<{<r ).

rл I DабопrГ ll .

[Л'"(.)l '";_

/zl/

/z9/

, опредеrя_.)l

Тогда

lbv(l,ill< Сr( II(/Н, 
(x,ctl, а )- Н, (х,су, u7 !+ lG(х,а) -

эI
: О(х, ц) l) d Р + |0 Н z (х, q, а )- Hz в, Ql, ф l+ |! (х, ч'| - ! (х, ц) П d е,

t

lbq,rc,f)'<,,{J (Н, (х,q,а) - Нg (х, cl, ц) l+

+ lO(x, а)- G( х, л ) l )ар * 0Но 1х, 9, а )-

п€рь оцэнкu /?/ к сfстеlrе /lB/, /l?/, /24/, получиц:

-Н(х,Q,u)l* lg(х,аl-gtх,и)l)dt.. /ф/
До ка 8 ате л ьс т в о. Прш вцпошеЕиlllХtll-.ý бу"*чr"

У; (') , BtP) , о""""лдо, paвHor.cpнo огрgничеш. ПplclleниB те-

т

I
0

lav(g,t)l< д& (lду( L,t) l + lду(Д, t) ldL +

t
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t

J+ lHrrx, Ф,а)- Hz (х,Q,ц)ldе +

II'rr(7,Ф,а)- Нх(х,(|, ц)ldР <+

D т

,r
о

< Аs(lьzц(t)l+ lbz,1t) ldt t дх ((,f ) l*

k-фl
D

t

J,l
о

dp+ lHz(x, q, а) - Hz(x,tll, ц)l)
откуда после прише нения еще раs оценок /?/ /к систеriе /2/, /S/ /
приходиш к первоrry riэ веравенств /3О/.. Вгорое веравенство докаац-
вается ацалогичЕо.

Iýсть F (Х, Ц) - вектор pqar.epвocт п ft + lT| 1 1'7 + m)2, получаюшт,tй-

ся объедивеЕиеш кошповент вектора G(r, и) и 
"атрr,дr 

6, (Х, Ц)
| Леrсша 4.

I 
lOrz(.), l(.))- О (tt(i, t(-Dlr r, IJ tгв.а )- F(x,фldl. /э|/

Д о к е а е т е л ь с т в о. Иrrееr,t

lН(I,Ф, а )- Н (х,t|,ц)l < До (lдхl+ /д ql +

+ lGB,q,a)- G(х,Е, u)l) ,

lsц НG,Ф, ч ), f!fl Нk,су,ч )/-< ýув | н(7,Q, v ) -

- Н(х,Q,ч) l < До (lдхl + lд<ll ).

Ддлее

/3z/

/зз/

/Q(а о,)(.))- Q (ц(.1.1/.l) t< IItHcT,Ф,a )-
-нO,q,ц)ldD * !!йrх, Ф )- irr,q)) ldP,

откуда с поцощьD оч"Э"о* /?/, /ЭО/ приходиц к оценке ,/3I,/.
Т е о р е ш а З / вторая форма обобщевного приЕцшпа l,:аксиrryца

для sадачи /l/ - /5t/. JSIT"Й(, ) - обоощенЕое рещенше эадачи

/l/ - /5/ ц -, |)'*'(, ) ,l , опг"оеляецrrх теорешой_?, вцполне,но

условие /Zg/. tогда сJrществует посдедовательЕост" lX"' | , для
KoTopofi .Еaполцено:

- 
^'i'|l=Ql>o, 

ltlц'()ll =!, /з4/

IIrп 
в, фскt| - нG, а'*l i D dp* q

"о" 4)'*?. ) ,оо"петворяDт / 16/ , /l7/ , /24/ .

/э5/

)



ilетод штрефrщ:с ф:rнкциfi

Д о к а а а т е л ь с т в о. Прешле всего 8ацетцш, что теоре-

ма 2 работы
вцполняется

"о" { Д"'J
теореш I 

|_

f ll ,_оч""идно, остаетсl справедлив9$.l если },словuе 29

in"- ýn в,rесто ýл , ý=/Л: Л=N"/tlЛ'*'ll,Ь1,2,...|,
_ пос.ледовательность, фигурирзmщая в утверIдении

t ] . далее np" ,l1.)=^"|.)/ l! )l')ll t k = t,2,.../ в

сuлу /29/ выполневе оценка /3Il. 0тсюда с учетоц равношерной не-
прершвностп F(ХrЦ) на ограниченцоц,.Hoaec'Be X*U EITeKa-
ет справедливость условrя аО для lщоЕестве ý; . Утверlденше
теорешц теперь вЁтекает иэ теореrrц Z I rJ .

Поступила в ред.-иэд.отдел
25 мая I97? г.
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