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Н.И.Глебов

.Ilля решения Еекоторцх аsдач вцгryклого целочислсttвого програш-

rmрования laoteт бцть испольаовац аJIгоритri тппе покоординатЕого

стryска. Вlrду простотц такого алгоритrdа Ередетавляет шtтерес ис-
следоваЕпе воэtrо8ностейt его примененйя для решеtrrя тех илл иншх

аалеq.
В яастоящеft работе рассr.атривается определецЕцft класс задач

ilrГУКЛОГО ЦеЛОЧИСЛеНВОГО ПООГРаШЦI{РОВаНИЯ И УСТаВаВJIИВаеТСЯ ПР}t3-

НаК РаЭРеЩИraОСТ}t ааДаЧИ ИЭ ЭТОГО КЛаССа ПОСРеДСТВОШ аЛГОРИТriа ПО-

координатного спуска. }Ia aToft основе дшее в явЕоrd виде вцделяет-
ся класс раsрециlщк посредствоr| даЕЕого аJrгоритlrа аадач, более цпц-

роrиfi, чеrl раяее и8вестЕце [r] .

I. Рессrrатрrвается класс аялач вцтгуклого целочисленного про-
граraцхрованI/lя следrDцего вида:

mахf(хl /v
хе-р - '

гце Х = ( Хь.. ., Хо)- П -черtдl.fr, целочисленшrit, вектор 1

frо =Е ft G; ) , /z/

l r:i ) - шrгуr.ше вверх фувкции целочшслецвого аргу}!ента х; i
Р - конеqвое цЕоIество целочt{слеЕнцх точек Х ,леrащее в

полоtlтельЕоll opтaJtтe и содеDlащее начало координат.
Нвдеfi цель!) будет шсследование раэDеIrишостDt аадачи /I/ - /2/

посýедствош алгоритш€l, нефорrrальвое опис8яие которого приводится
ниlе.

Алгоритш ПС. Процесс вцчислениft нечинается с то9ки ОС Р
Iýсть после некоторого чцсла ч9гов ш{ прицutи к точке Х€}) . Сле-

дупшfi шаг состоит в переходе к Takoir точке х'с Р , которая вепо-
средствецно сле.ryет ва l ./т.е. отличается от Х лишь одноl't коср-
ливатоП Xj, ч Х)'=ry+1/ п длtя KoTopofi приращеЕие Еункции /(х ) по_
лоtительЕое u шаксишальцо во8шоаное. Если такой точки X'u 

"" суще-
ствует, то процесс заlсадчивается в точке х , если ае их несколь-
ко, то шlбираетсл лrобая цs них.3а конечное число lцагов процесс за-
ковчится в Heкoтopofi точке 7е Р . В атом случае булgч говорить,
что алгоритм приводrrт * точrcе f /uлч 7 есть результат приriене-
ния алгоритша .Еа *or""n"" .Д /.

Вовяикает естествеЕнIIй вопрос: для каки:< *,о*"ar" Р алгоритц
ПС приводит к точке Х , являпщеftся решением эя4ачи /l/-/Z/ при лю-
ошх У(х) вuда /2/?

В дальнеilчrеш шl будем польаоваться следтопп{rrи обоаваченияши:

a

D

l

l
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Xr|rZr,.. , п. - riернше векторц с неотрицательными целочис_

леннDltди ко!лповевтаriи ;

Х< У , если коldпоцеrrтш векторов Х и ! удовлетворяDт не-

о'""'rъ:t 
! fоч; 

l ; 1 ;.-J f }',
* =(4...,О, ti,O,.. .,0 t;

Е(ХrD)= И/r*6i ё Р } - ,о.о""ство допуст'tшцх направлений в

тоqке Х отЕосительЕо цно8ества Р

F= lX / Е(Хr0)=Ф, ХСР| - !rноаество максиlлальяцх точек мно-

*""r". Р ;

P(z)= lx /хеР, х -,z l = Го,z]OР ;

л,Рr =л|х f х, P,Ёxi 4 tTz J , ,о=0,!,2,,.. i
PlZ), Р^ - r,rяоjества максимадьных точек u"о*."r"Р(Z)"Рл

соответственно.

Ь; tH^; {{ 
х - 6; )- lB) = t; 8;* t )- Ji ftj ) = Дl, tx; ) .

fuя <}ункчи" t(X) вида /2/ це Х-<! следует

Д; t0) >, Ь; /(Ц) , l = 4._., fu.
По алгоритry ПС пёреход иа Ьочки ДбР происходит в так},ю точкJi
x+6i, для котороfrj€ f(х,Р) п

^jlН=,?ti,ЛiJ(l)>0.
0твет ва поставленнцit выi:е Бопрос деет
Т е о р е ш а I. Для того чтобш алгорI4тrr ПС приводил к реше

ниD аялачи /I/-/z/ при любых f(Y'l , веобходиr.о и достаточноrчто-
бш rororecTBo Р обладало свойстваrдд:

/ъ/ еслп хеР , ,о [o,xfc Р ;

/В/ мувсякого ,вектор€ Z>r0 существует число f ,Tat(oe,
что иа Х€ P(L) слеJ{ует Е ^; 

= 6 .

Д о к а а е т е д ь ё т в о. Не9бходпцость.
/М Гlусть*ОaР 

" [0,хtфР_. Тогдалнайд/тся 9 ",/о , те
кие, что lrQъ4!.О ,!*dлъЁР ,[0,у}.Р

0пределиlr f(x) , полоrив

{,r*)л.[ ;,:,; 
,,Z:::!ji:, t!y)= 

[ ;; : Н; iil:,i-,",
Имееш lВ'lЗ lr0 , но алго!-итц ПС вриводит к точке 4/

/В/ Wсть,для некоторог9 Z Сущест.в5mт Х п !, такие,
чтоХе Р(Ы , !е ýG) ,Е*, =р ,ЕU; = ? " р <Q
Полопиrrf(0)=0,

bl;ft) = [3:i: ::;; :,Т *','!, (j 
= 1,.. , ft _)

[ 0 ) если Zi<l

a
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}lrreer, t(x)= PQ+tl<P+!)N<fub во а.лгорIтI ПС приводrт к точке

Х /Ъ предполЬеЕих, что *о"""r"о Р обладает своftствоч /М/.
Преrде чец переходшть к докааетельству достаточцостtt условшfi

теорецц, oTrreTшI Еекоторце оqевrдtще факпg ш доrcаrеI одЕу лешýr.
Последовательвость ,поrеств Q, , Ц , Р, ,... является r.o:

нотонЕо воsрастаDщеl, ш при достаточво большtх/rа е*= Р. Есдш

оо-есrво Р обладает своtстввшr /М ч /В/, то атици своfiстваш
обладаDт ш,Еоtествл Р^. Кроше того, если Хе Рп-l ,,оЕа,Рл|
=Е(Х, Р) . СдедовательЕо, еслк Х,о есть реsультат .прпIенеЕпя
алгоритIа ПС ца lrвotecтBo Р^ , " R--ёi - предпослэлЕяя точка

"" ,ryn" "э 0 " 7*, тоЯлr_l=Хл'; 
".iyo"" 

7леРл_,пХл-,=7;61

До,дзаэ_:ареа

""""*"oEyi?Er,i
Опрелелrпr воктор g, ,

IноtествЕ. РG) точкп
BoэIolqo., 'rЁ, 

' r,-
Продо.шi докарвтедьство теореш о

Д о с т в т,о tI Е о с т ь. .Щокаэат€Iьство ЕровэдеI ддя lцo-
recтB Pn IетодоI пЕдrкццI ао l?L .IlgчltЪ =О утвецдевпе трп-
вподьtlоо ПрелдолоrшI, что Jlдя ЕоЕес"*Рл-, (tПтt) адгорl!!I ПС

rц)иводшт к pelпeвrD вадачr. Пусть Х эсть р€эуtьтат прпIеЕеЕrя ад-
горrтIа ЦС ва rBor""r"" Р2

Возrrоrш два сJýпlая, J XePп-t i э/7еР^rР-_7Frо.
Рассшотрпш BTopofi сýrqаlt. /Случg31 а/ рассrатрпвается еЕодо_

гпчво/ Iýсть переход в точr,у r пропэош, хе тоqкп ХlЭ|,-6jо
Тогда Х'е Рпуt tr ата точке является ,эrультатоI прIIеЕевшя алго-
pttтIa ПС ва шоrестве Р2._, .. [Io прелЕодоrенкD rвлlацrr фrвкчшя

f Сr) достпгаат в Totrкe {' rаксrlцrrrа Еа Р^_, . Kpore того,

b;.{\') =i2i,p Ь7{(х') > 0,

в частвост", !(r') . tB) .

rýcTb !€ flox Рr_,= Pn. По докаэапвоl дэlllе сучестцlеiе E(r', ф
для которого Xi <,t; r., следоват€дьЕо,

аjtQ-ё;)" Дit(х') < Ar;t\') .

Так как g-6iе Рr_,, ,о I0-4Y{B). такrш обравоI,

t@); ! (r 6; l+ Дi t(l;0;)< tt')+Дlоt,:l)=tG).

"tG) ло"rrr.",, I rаксirцrrа 
"е Р*. Iеорела докаваЕа.

2. В эTorr Iryнктс lл ЕrдеrпI в явноI .вIд9 о.цд класс Еоtостэ,
обдядапщrх своlствацш /U п /В/. с aToft цельэ оудеI рассIатривать
r.notecтBa Р, оор"д"лябldэ вэравевсdваш:

ь с т, в о. }lB условиfi леIlдl сrедует Еера-
. Предполоrrl, что Xj>r lj прr .rэбо17сЕ6,О

полоttв Zi =lfuх(\,у;ЪJ =t... ru . !огда лля
Х п з!/ являэтся lrекспIадьЕIxt, что Ее-
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а

* *;,y.l В. i= / nL /S/ld

где фц:€ !о, ,| ',",p!n-T 
9: 

:"i:';";fr;"""Еце qrrсла.

0чевrлзо, что при лбв,d;1 " ,,Pt определяеrrое услов[яIr
/З/ щorсecT"o Р содераят наtlало коърдиват ,I обладает своlстэоrr
lY. Оно булет Tatcae ограЕrчевнцI, есIш каlдея переIеЕЕая Х; вхЬ-

дrrт хотя бц в одяо ограЕшчеЕr€1 то€. лдя дбого7 .сучествует d

такое, что d;; = t ,

Ее столь-трпвхальЕцI ока8швается вопрос, хаеаDщfiся cBoficTBa

/В/. ЛN цроцэводьtщ:( 
^rj 

nlft поzестэо Р етrц своf,ствош, воо6-

це говоря, це обладаёт. OдraKo Iоtяо уsаsать Еекоторце доЕолнtiтеrь-
Еце оградtrченtrя, валегееlдIе Еа чатрич |а;; l l прч вцполцениlr

которlD( lвorecTBo Р булет облалать своfiётвоll /Ы неgавuсишо от
BBaceBd прашх част9l ЕерввоЕств /S/. С пректпqескоl точки зре-
Епя пIевЕо этот с.цrсаfi представдяет ваrбольЕХl лнтерес.

Дlя Форцулrровкп укаsадщ огрgЕIчеЕlil введеш в рассlrотрение
цвоrоства Д; (i=/r...rfu), где А; есть цЕоtество вошеров7 все)r

переrевяilЦ Х; , ВодЯrтх В .l -е церав€ВСТВО1 Т.€. дr7{jИ=tl.
Радr KpaTKocTi Оулех Taкfe говорrгь, что IетрIц*J&ij f 

-"."Ъп

стпуЕlvпl, тхпа дерева, еслх .шбце два rEo8ecTBa Лr и As TaKoEI,
пто лпбо оЕп ва аI€DD общх оtr€Iецтов, лшбо олро ra Еrх вt(лDчает

Д)угое.
Теперь IoIeT бвть сфорlцудrrроваrrа ш доказrtlа
Т е о р е I а 2. Дrtя того, чтобц прх фrксшровавмх oL;; r

прох8вольЕцх;l; оппеледяешtе веравевствsg /З/ шоrества Р оО-
ладад( cBolcTBor /Ы, аеобходхlrо и достеточво, чтобш пTpщa|ari|
пIела структуру т'ша лорева.

Д.о к а в а т е л ь с т в о. Н е о б х о д ш I о с т ь.Щусть
структ5rре ,lлтрпЕ.. laril отлпIЕа_ от,укаведпоI в условпfiк теорецЕ.
То.гда ваfiдrтсз д"" ""Ь"тва, с*&е" дt n дэ , таrсше, что Eri
одtlо хэ вц ве вкдDча€т другое , ДrОДz*Ф. Пусть !е Дt\ Де ,
2еД"rАrr .3,е.ДrЛАа.. ьлоrшчРriУ.=t п!1 =2 ',piirrl.Тогдв Xl= /IrIlPl. ..rо/ пХil= /ОrОrIiОr.-..о,/.булуi IавспIа{ьщшш

точкашr цвоtаства.Р(В) црr Z = /1,1,1,0,... ;О/ П |Xi r|r';
1ц;.лм обраэош, прr зrкавоо*,Р; oor""n"o Д "" oJiJn 

"T 
cBotcT-

эоч /Ы..
Д о с. т а т оrq в о,с т ь. Щlсть

рJr тIпа лерева ,,ЦДi=ltr..rпl. Тогда
чеЕЕцI, Illеет ,"ii'r"""ьшrе точкr. Щ;lс

, lleeT СТР}КТ}-

1 будrчr ограЕI-
ть д' -.чекспцаJьЕая точка.

Еоrер l цавовеч крштrqвскrч, еслt / -е огранtrtl€нfе систе-
ц, /З/.шпоrЕяется в тоцrе Х' кав равеЕство, п для .щбого * rT8-
коЕо, чтоАкЭДt, k -е огравIqенIе вцпоrЕяется квк строгое Ее-
рввеЕсаво. В сrry Iакспr.а.lьFостr _точrr ,1l лля .rэбого j a tt,.. ., п|
сJrцестryет крпlчческrl Eolep j , таrоft, что7с Д; . Iryсrь 3 ecTi

Iатрхца l^H|
IEoIecTBo р

с



r.HoIecTBo Есех крIтIqесrЕЕ вочеров. Тогда сецеlство IBotecTB

lДrl , , , является равбкевпеr rцоlества l!,1, . . ,п| ва непересе-

каDщ{есЯ подцноtесТва, ,и, елеловатеД"rо, f *i =ДР.Д"""j"-
го, лля проиsвоrьноfi то,lкIi ХёД lцеет rеjтб "ераЪЪЪстdхi<ЕР;
В частвостш, лдя лбоft ,.вксшIаrьЕоfi точкш хt """""Я*i: ЯТ
Поскольtсу Х' ш хе в Ёашх рассJЕдеЕlrях l|olнo no."rfl llестацхrтс

не'.п докаэшrо ревевс r* Ё4 * ol. TaKrrr обраэоч,сtrrществует

"n no 8 l T88oёr что для glОбП'rаксччальцоlt точки Х Iноаества

Р п,.ее.т ,.есто о"""*"r"оД Xi = 6 .

Пришевевrе докаваяцого утверцдеЕrя к IEolecTBy P(z), опреде-
ляеr.оrry усдовияшt /3/ с доподпптельЕшr.r ограяrrченияш Х1 

-< Z1
(j= lr,., l r)l sевершдrет докевательство теореIц.

Поступшла в ред.-пвд.отдел
23 октября I97? г.
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