
Управляеrще систеш, Иtl,ИК со дц CCCPl9rз ;, шlпуск II.
уд.519.95

В работе доказцвается Teoper.a о слвбоft устоftчивостш решенпfi

уравнения
x(el= Fx(e- /), ё= /,2,...,

гд" F - операЬор ". R! " R: , определяDщиfi однородцуэ Д
систеrry /определевие однородноrt д - сшстещ су. /I//. Докавцва-
ется такпе, что операторное ypaBHeEIe FX = Х , Х€ RП+ иIеет
полоIительное решевие.

Io. Пусть R.* , RltЪ - евклидовц прострадства раsцерностч rL
u lll соответствеЕно, упорядоченЕ!{е естёственш!х обревоrr. Опреде-
лиш оператор 8 , действуюttЕ,tfi из 1,o 

" Д- в виле

8x=(&x,BzX,...,0*x), xcRn, /1.1/
где координатнше Цакчпп В1 аадаDтся Форlrytаш:

Bi х = t}*'^b*j, k=/,2,...п;j=/,2,...,m- . /l.z/
IýcTb P!=lxe Ro: х ,.61 l " RТ=|цсR^,ц>оl.
Легrо видеть, ,,rо on"prrop J l определевшt Форryле,,,,,,, /I.|/ ч

/I.2/, обладает следrDцЕ{ши cBoficTBarot:

а/есаuХ€R: п^ВХ€Ri;
6/ ееlц Хе RП" п Х1 = Q хотя бt{ лдя олЕого i е tY=t1,2,...rn|'

,о Вх = о ;

в/ В - цепрершвшrft опервтор1
г/ В полоаитеJlьЕо одЕороден первой стецеЕI, т.е. дi,rя лD-

аого Х€ Ра n д>.0 Еrполняется соотнодецlэ 8,1X '= двх , i
д/ 8 - и8отоннцl оператор, т.е. лпя Х'r.Х'| е Pn п Х'< Х"

шцеет, Iесто веравевство ВХ' < B21'l , to;

е/ оператор В суперлrtвеев, т.е. оl,Вх'*ЭВхk\O.xlfx")
гле oL, ! >. 0 , Х', Х'С RП

РаJсютриrr далее линеlвцfi оперетор д: RъR'. оператор д
аадается пряr.оугольЕоft шатрице П |аq | , i= /r2,..rп ij= L..,trz)B €стествёЕ_
вош бависе.'Череа F обОаЕачиц суперпоахцш олераторо" В " Д ,

т.е.
Fх=ДВх, ХеRru. /I.Э/

Еетрудво проверrть, что оперетор f обладает cBoftcTBarд,r 6/-г/,
В работе /2/ докаdаца следrпцаrl

t Л е r. I а Ъ/. Еслп д.zя опер.тора F r опред€J€вного Форrry-

Jлоl F= (П,... , Fо ) , "л"

D



ллдtlяя wа,пбltt йяоатъ Dёtпениli ,зI

пх=Ё"ч Ж-t i= /r2r..., fr ,

Еlполвено неревецство

в дальпеltщеr будеrr полагать условия У вцполненнцr.и. Тогда оператор
F обладает cBoftcqBorr а/: В дальнейпеrr будеш рассцатривать cJEe-

Епе оператора F .на ковус P,i
Представltч теперь чатршщl f, в виде Д= Д+- Д- , 

"д" 
Д*п N

поrоtцтельцея п отрицательцая частш 
"еприrпa 

Д . Соотнощенхе re
/l.З/, испольвуя введеЕЕце обоэцечения, эапr,ццец в виде

/ I.4/
Б;о,i* - E,lo,i|* "o,

оа F(Ri )с ni (Пi=|1е H=ft,2,...,R|; ац >.0 ;

Hj = Н\ l'ti ; бj = tre| 6*i i, п! , ii = вl r-,, je п; ).

Fх=(д*-д')Вх=д*Вх-NВх, х€R: ._ /L5/
О п р е д е л е н ч е /су. /3//. OaepaTopr ( Т ) наэшвает-

ся IIEopaBTof, ,/шаrорgнтоft/ gn"p"rop" Г , деfiствtrrющ"rо n ft| в

Пi , есдп rX <ТХСх<Тх)дrr" JDбого Хе Ri
Л е ц ц а I.I. дltя oneparop. 8 , определевного форlryлашr

/I.1/ u /l.?/, сJrществует шtворавта 7$ , обладаDщgя свойстваш,t
е/ - е/.

Д о к е эд т е л ь с т в о. Iýrсть Хё Pr. . ОпределпI опе_

ратор С "" 2| " Пi, поло8}rв СХ=(rф!кr.,i**)Шв опреде-

.оенrя 8 следует, uno 0СХ.8Х для .lшбого Х е 2j .. Еслrr че-
реs .Д обоавачrш суперпоsицшD операторов б u С , то Д яв-
ляется шrнораятоfi on"p.rop" 6 . Легко покааать, что операторj!,
обладает своftстваrm е/ - е/. [f,ycTb, по определепшэrfо l.|r|,:.r/l.tо"-
д" on"p"rop Д шоtЕо ааписать в впде tЪ

ах=8Сх=жх*Ве. /|.6/
Строить u"rop."ry ý ,-i"t"оцr" структуру /I.b/, " *оцу"" Д1
Еевчэrrоtво, поатоl,ч б},деш 

"rро"r" 
Д в более ilyвKoll" коцусе.

2О. IýcTb Ue L! текоf,, что для вего вцполняDтся условиg:

ц>е , Д*8е >, Д-Вц,. /z,l/
Этоlry элеraенту сопоставиц raвorecтBo

KUl = lre Ei : х< ц.!!iz х* l. /z.2/
Покаlеш, что ltвotecr"o К (Л ) ""п""тся 

вшпуклцr. оаtкцrтшш конусош.

| Л е !i !{ а ?.I. lДноrество Kfu) - вrrпук.,шlfi BarrrtHyTшfi конус.
Д о к а в е т е л ь с т в о. 3ашсryтость швоаества К(U) оче-
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ао lI.Д.3ияудивов

видка. Очевидно тек Ie, что )K(uE К(d для любого )r.0
кеrеx, что rrноrество K(u) вшпукло. Гýсть Х!Х"€ K(U)

х'< ц. {:f ,L ,

Х"= ц'йX'L
Тогда

nx'*|xl < u(amrlzxL *PEtrx'; )< Ц.rtzсrz 1axt+f х'' )
(*+р = t; n,f ,. 0 ).

Такиш обраsоц, вцполЕяется соотцоt!ениео(Х *РХО е К(Ц). 3ашетич,
что конус К(Ц) не густ, так Еак 0eKfu1. Iредставляет шнте-
рес лшь тот случаft, когда К(Ц) отличен от нуля. Из определевltя
К(Ц) следrет, 

"rо К(Ц)*l0l лшrь в Tol, случае, когда Ц>l е
Кроче того, в си,ry условпя /2.I./ долrно ЕIполняться веревенство
дtВе>.д-ВU, которое, испольsуя обоэцачеЕия прrнятше в лешше V,
rlоIЕо переписеть в виде

Е;,rЕrt rДlацlрзу*, i е N .

Отшетиш еце, что поскольку Fе=ДВе € R; , ,о Д'Ве>.Д-8е ,т.е.

Йоqш* "Баti!эfff,i

. По-

, т.е.

, iеN.
Предполоrпrr, что Fe > 0 . или, что то te саIое,

Б"" Ё 'Е_ацду 6"4 , ёсД/ .

удовлетворяет условиэ (Д)

mUz|ct

Тогдg вехтор lZ , удошетворяэщfi соотвоtrенпяч /2.I,/, ваведоцо
сJrцяствует.

ПриведеД еце олно достаточвое условrе, гараЕтrр]rDцее сJпцест-
вованше ветора ZZ

фдеш говорIть, что оператор F удот9ттряет {словliD (д) ,
есrл сJпцествует такое IBoIecTBo Eor.epoв R=tklrkr'rhtctv, что при
каIдоl| jeп наf,дqтся 

"ouep kj , не входяIч{п " Д lc такоf,, что

/-/
ф=жй
чтrо еслц оператор fЛвгко вилеть,

то вектор Л , опредедецццI в виде

tL= (t, о,...,А,,!,..., 
', *, /,..., ! ) ,

"o"r\rrlrr..r.la - проиэводьнше чПсла, большrе Il удовлетворяет соот-
ноrценияш /Z.V.

ПoKarerr теперь, зто,для оп"реrор. f в Kotryce к(ц) шotrro
построить ,r"rор""rу 8 , иDrеDщrD стРуктуру /I.6/.
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Л в r r а а.а. Оператор Д, определевкrl форlryлоfi

Ех= 
^iп 

х).Вц, х€ 2О* , /z.з/кеl
явrяется шаrораlrтоЛ оператора 8 в конусб К(Ц)

Д о к е 8 е т е л ь с т в.о., Iýlсть Хе К(Ц) . Тогла lrэ иво-
гонЕости операторе J сле.ryет, что

/z.4/
яшяется

, опреде-

Вх < Вц.Н#:k = пrF хк.8ц
Обоgначая glitХr0u=8-Х , легко вшдеть, *rо onepBnop Д
шаrорыrтоfi операторе б в коцусе К(Ц) .

Шспольаtrlя (фрlryд /I.6/ u /2.4/ дJlя оператора F
ленЕого Форlryлоf, /I.5/, иIееI

Д*Дх-ГВi,..д*Вх-Д-8х< Д*Бх- д-дх, хе Kfu). /2.5/
Обоввачrrrr чэрэзý "G соотвотствен{о rлноравту r шаIорвн-

ту операторl F в Kotlyce К(Ц) , тъе..

8rх = Д*Дх- д'Б х , х€ Kfu) , /2.6/

_ёх=tВх-ýOх, х€к(ц). /z.?/
мя в "В в фор5lлах /2.6/ п /Z.?/,шспоrьауеu соответствJrшие
ан9чеЕшя lв rфрrryл /1,6/ ч /2,3/. Тогла Форlryлr /2.6/ u /2.7/ прu-
Eиraa]DT вид:

ех=Д-и#хк Ве-Д-ру х.8ц = !* х* (Д*8е-Д'8ц), х€ Kfu),

@х = д*др.*8u- Д 12у х*!е=,yp х* (Д+Вц- ýВd, хе К (ц ) .

полагая Q=Д*ае-Д,8u, d = Д*6ц- Д'6е , пцееI

9х = a.trl,iiL хк , х€ Kkl) , /z.B/

Gr= Ziпziахх , х€Кfu), /2.s/

Легко впдеть, что оп€ретор, G " ё опредеrеЕлlе форlryляшl /z.B/
п /2.9/, удовlетворяDт Jrсдоlrяs s/ - е/ uе Io. Иэ соотвошепия/2.5/
GIGл/ет, 

"no Q -. б. . Иэ определевия операторов ý r 4- 9oplry-
муп /2.8/ u /2.9/ следlет, что алеценrч Q u d, ,rлrlтся собст-
веннцlrп BeкTopar.и опереторов @ ч G соответствеЕцо, прrчеш3!
вдивственшlil /с точвостьD Iо lвоrrстеля./ собствеrrпrf, вектор опера-
тора ý , а а : €ý}rвстЕёнщf, ,/с TotlвocтbD до шHotxтe ая/ со6-
ственпrfi вектор для оп€раторе 6

3О. Iýсть {Z TBKof,, что поцlllrо условия /2.1/ лдя вего щпоr-
ЁяDтся еще соотношения:

Д*Вч- д-8е ,< ц , /з,|/

r7!r 
(Д+Ве- Д- Вц), = {trtr 0*Вц- Д-Ве);=t . /s-2/

i
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| Л е ц ш а 3.I. Если лля (t ЕIполненш соотЕопеlця /Z;I/t
Itз.lt п /з.2/, то4, d,е Kfu).

Д о к а в а т е л ь с т в о. Ееравенство /Э.l/ оэваrlаетrчто
d -, ц , а и8 соотноценrя /Э.2/ сrедrет, оо РrrZiа= t , отвуда

d.,rU,ЦУ4. Соверпенно аналогичцо покаэввеется,r что g < tПйа;,u
Такиц обраэоr, Qrа €К(Ц) 

iCY

Рассхотрич теперь .iнotecтBo Х= (8"d >О К(d , lде 1Qri > 
=

=|XCR.: Q<Х<а| . !ДrorecTBo Х , оqевrлвQrне rrycTo./Tax
как а u d, е К(Ц) tt. uqевидЕо Tat(з€, чqо Х- ЕIryкJое IЕо-
lec.TBo.

э4 I.Д.3rrяудшов

Т е о р е ri а 3.I. Еслш лдя оцератора ,F Еlпо.rцяDтся Jrсдо_
вия леццц 3.I, то f шцеет в шrоrестве { хотя бв одцl Еелод-
BиlHJrD точку.

Д о к а а а т е л.ь с т в о. ПокаrеI сЕачада,, что IBolecTBo
Х инвариантцо отвосштельно оператора F . .[дя этого достотоtl_

но покааать, что Х=<4rа> . В carrorr деле, есrш X=14.ZE), то
иа определения а " ё сдедует, qто ддя ллбого Х€Х Gа <
-.GX-. FХ<ё Х <Gа . Iв соотвоЕенхя /Э,2l сдедlет, чтоQ,Q=Q

" ýЕ = б . Такшч обраэоrr, FX е Х . Цокаl€r т€перь, qтo €cd
ли вцполняDтся соотноrпенDtя /S.t/ ч /З.2/ l то { = <В , а). В carol
деле, Iryсть Х€(!,d>, тогдаВffХ*=l- ето слелует rs соотЕоЕэ_
нпя /З.2/, п вцпоrЕяется соотвошеЕIе х<а< t!!ffQ,UэI:rХi.Ц,
т.е. Х € К(Ц) . Такrц обрввоч, <%rd>С Кfu), а и8 оЕрё.[еt€а
ния цчоIестве Х слелует., чтоlQrd>=Х. Цвоrество Х огра-
ниqено, эаr.кЕуто r ЕtIтукIо: опрратор F впо!ве вепрерlээв в /
и преобравует ццоаест"о Х в с€бя. фце.ствова.rе нвподвшвоl
точки для оператора F слелует trэ прlЕц.ца tlhtrrлера /сu. /4//.

3.2. Еслr on"p""op" д " В TerGlB, что Е[lпол-TeopeIa
цявтся равенство

Ё Вg = д- ва , /з,s/
то пое.rедо вателья ост ч Y ( €) = F у(е- /) ( Yr о) = Д7, WG) = Fу@ f)(Wb). а )
еходятся к неподвtrIнцI точrац оператора. F " о*"r"" Х .

д о К а з а т е Д ь с Т в о. Покаrеu, что есrп цпоrцово рв-
венство /ЗьЭ/, no оператор.F пвотоЕеЕ Ba.rцotecтB€ х . В са-
Iorii деле, ттусть Х' ч Хil€ Х r Х/-( Х'l. Тоrд"

F х"- F х'= д+вх'L [ в'- д* в х' t А-8 х' , /а.4/
Так как on"p."op ЛД llaoтoвeв, то rв условIя /э.з/ мяХ',хЪ<вrа>
слелует' 

"no 
д- 8Q < д' 8х'< fibхk[м.звачrт, [Вх' = д'Вх" . и" 

"*а_аадного сдедrет, что правая часть форryд{ /S.4/ ревве ýВхп-д*Вх'
оператот z4+8 иаотонен, сrедоватеr""о, Д*ВХО-Д*ВХr>0 , ,.". on"-
р"rор F иэотовен ва tд{orecтBe х . Сходrrость последов8ТёЛЫtоС;
теl lV(el} " |Wёl к веподвlllццц точrеш штЕкает 

"" n"r,lol Капто-

a
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слабая ycTofiчцвость решевиf, .з5

ровшlа /сч. /6//.
4О. В aтorr пувкте Докаацвается теореша о слабоl устоf,чшвос_

.rп траеrторпп |xGl l ,& 0, !,...
Рассхотршш соотЕоrцеЕше :

x(€+t)= FхG) , != 0,/,2,... /4.I/
0пр

воцуса ,К(ц) 1 €слп суцествJЕtт цW С К(d" nLo таrf,е, что

n, #-" 1 €>zR. 1

це ХO)е KCU1 , " ) > 0 s9в[схт тоlько от х(0) .

&асаде покааеrl, что оператор f оставляет *о"ус.К(ц)пЕва-
рrавтtд*ш, т.е. rleeт шесто

е д е л е ц и е. TpaeKтoprD |хr el }, !=0,!r... 1по;
Операторош f , веэовец сдаОо устоf,чrвоfi отцосительЕо

ДоrаэательсJ
,дедеЕIя onepaTopoB f " G

в о. Iýсть Х€ K(u) . Тогда хв оЕре-
сrедlет, что вtлполняется неревеЕство

Gx < Fх -<ёх , х€ Кrц) ,

}lспоrьз5rя Форlryд /Z.B/ ч /2.9/ ЕIе€ll

ажхк,< Fх _, ii,ф х* ,

Согrасно Teoper.c.3.I, ковусшl отреэоrc <grZ2е Kh) . Так как
K(t l - IroEyc, то внполЕяется соотвошенп€

<аmiпхк,аmiпхк7сКQ.l , х€ Kfu).
Сrэдователъео, F(il € К ke).
t Т 6'о р е ш а ,4.I..KaKoBo бrr вr бндо насаJьное !нgчевие

E(Ola Kk), щеет lec'o coo'ao'e'Ie

Q [цtсlJ < F [хrс)J < G [т rei , /4.z/
где х(0)=7(0= х (0) |

ъG) =Q[х& ilJ, xrI = FhkлJ,irry = ё [х r е- r )l . /4.з/
Д о к а a а т е л ь с т в о.Докаrеlr теореrry.по пв.ryкцrr. Дя

(=0 
""рл*вство, 

очевпддо, ЕIполЕеЕо, так как шшеет raec'o

о [xtol] < F [х(ФJ <_G [TrolJ .

ЭТО слвдrет шs определ"вп" ý n 6. , т.е.

еГыоlJ=g[х(о)k F [х(ФJ < ý[xrilJ з ý [Х rо] .

ПродполоrхI теперь, что соотЕошеЕше /4.Z/ вшполнено для е>0 ,

т.е. Il.еэт I€сто

g[ыеl1 <;[x{el]<6[xtc)J. ' /ц,ц/

Испольэуя (фрry.ш /4.Э/, перепцпец соотttощение /4.4/ в впде



|(hO< х(!+!) < Х((+! ).
Тогда иэ: !rзотонпостп операторов G " б следует

ý[ ые* Л],, Q[x& d -, F [х& t il < Е[хt * 0J, ё[х е* oJ .
ТаЙш обревоr., собтвошение /4.2/ ыполвяется ддя лэбого /

' Рассшотрrru оперетор, е ч О l оцред€лGвшlе форlryлачи

/Z.S/ п /2.9/. Тогда rцэот lrесто одпЕ п8 сrедrDцрtх сJцrqggз,

l/ лuбо tпИd, t l ч tпiп Q;*rпiа ar ; в атоц сшпrgg

Gb.relJ- 0 " "u ёtхrеl:'6-, 
"i€iовательЕо, 

F[xrOJ*O лдя

.lшбого х с K(cl) прп €-ф .;

2/ лuбо Еf* > / "!|fd, *Пtr|i i э отоц cý'trae

Q[ысi+ф , следовательЕо, F[Keil-* для лбого хс К@)
rrРu € 

-СО 
;

З/ лпбо ruла.</ п rпjtt ёi r / , в атоц 
"rry"""ffД G)]-0,

"б[ХtеiJХ *",Dбого Хе Кfu) лрп €+о ;

4/ .тпбоtrцФi;i1 , аРр4=/; в этоrr "rryо""ýfЁ0]-0 ,

ёГхGil-"р.!r;,7оп гrхrllj!кр)п<о, 1z!рх,rФ.а) мя €>1 _ i
э/ аuiо'Йtл.!! = /_ , " ry*4.r/ |Ё'эrо. сJýпlа€ е[Хrеil*

п7!пхкИе, 
-- " б[Х(С)il-со'-' 

" 
F[r(e)]r. ftrхц(0)4 .

6,/ лпбо |эт qr={!ffZr=t, в aToI сJучае решвЕIе уравнецrя

х(е-л=F[хG)7слеао устоfiчкво. и.вцlоi словалIrt, lrшеет Iесто

эб ll.Д.3ияулдцов

вцпоrЕяетсF ревевство
n!-dlt =

Докаэатель

llец-ёц tl

}

" НТТrryсть х(о)е К(ц). тогда по

опредедевшD операторов f " 
б _

"" а t, о l]j#л?У, f =| i;;'l! ; 9 * "*тельвол олЕоролЕо_стц
on"p"rop. ý- п n. ,оrо]-{rо Фtъаr=! , следr€т что G[XPJ =

=рурхr,(о)в для ,,шбого !z.! . сЬЁршепяо адgдогfчЕо покаацваетея,
что

ё[хtсl=*х,(0).drсн для .шбого С> t .
Иэ сrававвого, пспольвуя Toopelry 4.I, сле.ryет, что

^ F [х rcllIL< --- s ltрхзful
<а.

I

J



Слабая устоfiчивость реrпенпft п7

a Дегко виде,ть, что еслlt slполнено соотЕошенrdе /3,1/, то Q п d
суть неподвиtнше алеIенп! операторов ý u G соответственво.

тогде tl Q U - du ll = ll r1!? u, (g - D ll = miп u, llg- d ll, т . е .

tlц- ап = 
ll#;!i,l 

.

с

Поступшла в ред.-ивд.отдел
2О января 1972 s.
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