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В.П.Гаевоfi

Рассrrотриrr KpaeBJrD аадачу :

P(x,t)* * a(r,t)* *!fu) =ff,
t * - 9"u|r=o=_9" 

YoG);[* -Y'4r==,},v, ft), /I/

u(r,t) lt=o = цО(Х) ,

где функцип P(X,t), |F,t) определ"нц и непрершвкш дJrя всех хс[0,,D

"t еГOrо), P6,t)> 0 o"pa""ue'a и иr.еет ограниченнце пропбводsше по

Х до второго поряпкя включительно; Q(x, t ) ограншчена и иilеет
ограниченнJrD проиэводнJrD по Х l {(i)' цепрерцвна для-оо <.L.Ф
и ишеет ограЕиченнше первJrD ш BTopJm проиэводrце; Uo (t) п vl (t)
огравиченш; "Fо " ,Pt - Ееотрицательцце константц.

Требуется наl'tти реrцение 8адачи /I/ в aarrKByTofi области 0 <{<т
0<Х < t t где Т - любая огрениченная полоаительная величr4на.

Разобьем BperreBнofi интервал Г0 , Tj 
"^ 

N равЕых частей точ_
*n,,, t\- kbt , г.леА/= 

"Д 
. Отрезок 0< X<!,7,=t* буд"" Еаэц-

вать k - врешенншri слоеri. Введеrr следrDщие обоэначения:

Р"(х) -- p(x,tr) ,_9^ = 9(х, t*), tr'= ц(х, t*);
vоК = Vo(t'), Vi = Yi{t*), J" = {(ч*) .

3ашеняя для каrлого k +t -го вреценного слоя производнJrю по
врешени равностнцц соотнощеЕиец:

)Ц l !,t-"*t_ ц*
-l 

- ъ.--

at I! = sK+l дl
и сirося нелинеftншft члеЕ на преддуцs{fi BperreBHoй слоfi
лучаем KDaeBJrD аадачу для систехц, состоящеfi ia N

{={* r По-
обшквовевншх

диlференциальЕцх уравнениit второго пор"д*a " /V неиавестншми:

Lk*,цrrr_frцk*t=-hГ',

Ьо U"' lr= о = -|о vo'*', В, Ц"*' lr. , = .Fl nrr*' , /z/

где L"*' = р'-'# - 9** i FК= *'* дtf'
" Во=*-.Р, , В,=*-,Р,

Эта систеша уравнений решается последовательно дJtя k = Ir2r..
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Решение находится по peкyppeнTнor{ форшryлеl

fu I n'-tr,\ ) F 
*{g)a 

g -1"у!-|"'-!у, f,""ц 
"',

0

где G'r'(X, ý) - Функция Грина краевоf, эRlачи:

L'*'u- h u = о., Bou lr=o = Dtu |r.,= О i

функчии Уо'*'{ *) " Уr'*'(r) удовлетворяDт эдЕородЕоlry уравне-
ниD

/3/

t F+l x+J уу
и следrl)щиll граяичЕцц услов}tяш:

линейной:

+
ý- Bt.

9r-r- З,

i=O L

ишеет шесто следпсщая оценка:

Fr* = F, ( г,!, - F,

=Q

частей точкаши lr. i,, .., S" .

... ,М- /) зашениrr бункrrиэ f К

=0дt

*),r

r+f

Во |о'*' )r= о = Br Yrn" !r=, 
= ! ,

Во|r""Ir=о = $rУ!-' Ir=,

Рааобьеш интервал Г0, t] ,. 14

на кяrдом интерваJrе Г\r, Зr-r] 1 i= о

где

Тогда рекурревтвая форrryла /З/ перепwgется в виде:
N-l

F rr = F"B) , 9, <l < 9;-,

лltlгц =-ITL F,r 9;*, - Fir 9'

ý

f i,t

Е5i+t-
l.'.'

k,
ý;

г
lо(х,g) d9 -
J
li

I
||-| _L р/
\ fi*t- tlL_
i=o )i"t- 5i

'*'(r,r)dg - j,y:uuo"'* !,N|*'ur"', /4/дt
где все интегралш вl!числяlстся аяалитически,

Л е rr r,l а I. Для рещения KpaeBofi эsлачи

рв)#* 9BltP- сц=-Лх);

Г_$^ - "o""J,=o=-.P,V 
, ; [#+ ltuJr=,= !,v , ,

гле f(x)70,e7q, |,>0,J!r> 0

lц! < rпах l* ryлlt(х) l; lv "l ; lv, l ) .

Деftствительно, еслu u(у)

/5/

достигает своего цексишеJtьltого аЕа_
чения внутри областш, то в точке шаксиlryша ft--o ,# rо Dt иа

-a
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;}IРаВlrеНИЯ СЛеЛУеТ НеРаВеВСТВО:

LL(x) < t ч"л {0l < t "т, l{rrll .

Если Ц(Х)

,оdЦ <0
dx

достигает своего наиболь;i;его ааачевия в тUчке Х = 0

и иэ граЁичвого условия следует Bepaвc}lcтBo;

u(х') < vo s lvol ,

Если наибо,lьшее аначение достигается rlри Х = /

и ц(х\ ( yt ( lhl
0бъединяя эти неравенства, получаем:

rTO

u.(x) i ,,rоr{i "iaxllBll, !чо! , lv,l| .

bcltu- u (Х) достигает своего r.rиним9;Iьного эначения ану,fри области,

в точке iiинилry!!а f, = О , ft ,. О и иэ ураэпения следует:

-cU)>, ! To,0l ,- t пах llk)l ,

Вслu Ц(Х) лостигает своего миниш9льного эначенtlя в 1,очке х= О
uли |--/ l то

ц(l)>r- t7lax Ilvol ,|y/l! .

Иа последних двух неравенств вытекает следrDщее неравенство:

ц (x)>z - rпах |i mах;11.^)/ ,lvol , lvrl| , /6/

а !,tэ Ееравенств /5/ и /6./ с.тедует утверц,дение лемшы

lи(х) l < tпаl lt *?r ltftll, Ivot, lv,lJ,
Дltя удобства рассуirдениiq введеrr следуюttие обоэначенlля:
цr (k=0,|,,..,lV)- аr.чеrия рещенt:я з9да,.и /I/ для t'= k ьt ;

l'rЕ'r.-.,аN - решения епстеwt /2,/i
а'rЙ'r...,ftП - функции, вайденнше по peкyppeHTHol't форцуле /4/i

V'(rl = ц"(ю- Еk(il ; I]'(x) =йr,7)- й"(х);
Wirr) = цr(х|'- й"(х) ; llVrl = tЪРХ г/*(х|l

llu'Il = 77tax l tJ'(:рl, ilЦ = rT?,oxlw' ix)l ;

^ А\ - юох |J;,, _^l, ) ,

е 9 р э м а.пуэть ва функuuи Р(х,!),r(Х,t),!(d , V"(t) .

(t) KpaeBo:'t задачи /|/ налопены следующl{е ограничения:

Р(Хr{) - непрэрьiвна и огран.ичена вмес"е с проиэроднцми

т
чt

а2 ар а,р а,рjх'at'т"iffi;
0 lqr|) - НеПРеРывна и ограничена вместе с производными

Сходишость
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fu.2оat Эх '
Y"ft),Vr(t) - непрершвнце ограниченнше функции, имеющ}rе огра-

ЕиченшIе первше проиэводнце;

t( t-l - представима в в"де КЦ+ trfu) lгд€
ничевная коЕстанта, , {r(Ш) ограяичена и вепрерывна
производными до второго порядка включитеJIьно.

Кроме того, ггусть вшполнены условия согласования:

BoILouo * !(uo)]r=o =-_Ро # '
biLou'*!(uЧ]y=,=j,ft ,

К - огра-
вм9сте с

тогда прц д| " д ý , стрешящихся к нулю так, что отношение

тоее стреriится к 
"ynorlt 

Yit стремится к нулю равномерно
всех k=01l,...,ll

f'Щ| g*'dV'- + ! (u"*,) - !(а') = # l,

-zдý
ъl

длf

Поскольку

llw 
* 

ll = tп*ах l u|(xl - а К В) 
" _у к l u,К(х) - ъ, ft ) l +

+ п.хах lLr(x)-й^h)l= Ill tt * llCI'// , /?/
то достаточно докаэать равношерное по k стрешJ!еЕие к нулк) вели-.
u"", lY* ll , ll lJ * ll
fuчитая 14з уравненuя /|/, ааписанного для k + I-го врешенЕого
слоя, уравнение системы /2/, получаем равенство:

- Е|*'- а|
= (t+k|bё дt

Учитывая следrюцие равенства
fol - цК"- uк, | Эzцl
0t lt=t"+' дt 2 sla |t

!(ч"')= lfu*)+ 1l(01(u**! чr) =

t@-)- {(а') = !,(yyu\a* )

f (ц")+ 1'@fu|bt

д{

Где 0 и f, приним9ют некоторце прошешуточные вначенuя uеш.ц, UКtf
и ЦL .и мешдr 4Z^ и Е* соответств""rо. l *an , t С t"'
получаеt{ краевуD задачу для V'*'(r) :

р*'#У-: q'-, {:" - fr V'r'=-fr[r,*o/|)V! U,u,- /u*,)o{J,

Г+r'- ,p,tr']r=o= [Ч;" * f,Vr'J х= l = 0 .

Лриrчtеняя лемлry I, получаемi оценку:

llv'r'll < (/+ At,St)tlv-tl * (Pbt2 , /в/
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где

s1 = rъохl{'fuil i q = t?* [r,lur| + ! l"rrt ] .

Применяя оценкУ /В/ последовательно для k -t, k -zr...,I,0,
получаем

lV*-''',< (l + bl. grlr" n!/oil + Qд th " rt + 

^t,sl)+. 
..+ ( l +д lSr)"j .

K+l с N , fr ,Так как и

у oST/ L-

то получаец оценку, справедливуrс для всех К

il vк/ 1 (tlvott - ! ol ) nr'' /g/

Легко провеDить, что функци" Й*(Х) , полученные по peкyppeHTHofl

форlryле /4/, удовлетворяDт следзrюшеi:r системе уравнениГt :

. К+1+ ц+l l * l1lL u -Eш
с граничными условия!ди:

вой"t' l^=;-!oY.'r' ;

=- rt F*(а,) / io/

о

В, й"*' l*, = j, VrО" ,

Вlчитая иэ ,k+-l -го ураввеЕия сцстеlшл /2/ k +t -е уравнение систе_
w /|О/, получаем следrDщее уравнение относительно lfu+l

LlJ'*' - fr lJ 
*"=- 

fr гrrrо") - FG")J /Ii,/

с однородными граничЕыми условиями:

BoLln*'1r_n = в, U 
**, 

lr=, 
-- 0,

Применяя лем!ry I к решению краевой эадачи /II/, получаем оценку для

Icf"il :

lltJ't'll, пдхlF(а-)-Frщl= llF(a')- FG-)ll . /12/

Так Kai

llF@\ -F(а,)il 1llFiz)-F@-)I+lFal)- FG-ltt э /в/
то достаточно оценить слагаемые, стоящие с правоlt сторонш веравен-
ства

|lг@,)-r рчll, ryr пахl F'ft1- F,r-# (г,;i - r,: )l .

Прел-tавля" F'(х) 
" Fi1, в следующем виде

F'(х) = 
p!(i - # lr=r, (r- х,) +t Б, (х- х ;)',

FL рКFirt = Fr* * Fх iy= r, (X,t,- х,)*/ F^, (Хr*,- Х; )'
и подставляя в последнее неравенство, получаем

l
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|lFш-)- FG')ll ryr ryrilF:, (|i*,-х;Yх- x;)l<

t1

тZ lп4х F^'rl lr' <
l.

,l-
\ т L(l+д l Sr) tnllxluorr ! + д{, S"rп,ах l ulК ttJ Д\"

где S1= mol|!'fu)| i Sz = rtzax it'(u)l ; т.е.

ll FG" 1- Ё F"')!l < N, Дl?

равномерно для в,сех k= СrУr.. , N.

ttF(d";-FG,lll= \охrL{кiF:- #/F,|, - F,')l ,

где Г | = Г; (аТ Г; (а*) ,

Так как

(x:*t- х;) F,r * (к- x,)F;i, <п-аrlr ,rl
|irt-- Xi

п"ах|F;" | з ( 1+ д! s ,) ll Ll'll ,ТО ttFti")-FrarJtl 1[l+дl,S,)lta|,"ll . /;5/

Учитывая /lz/ ,/Iэ/, /|4/, /Б/, получаем оценку:

X,{j'*'!! <{t+ A!,s,)tluo|l +lz,Ar2. /-,6/

Примевяя otleнKy /|6/ последовательно м^ k- /n К'2,,.. , 0 , получаем

llt]'-'11 <(/n A{,S,)l'*'|l tJoll + [1+(t+ Atsl) r...r

+ (/ * д! St),lв, дl' < (tl U,tt r + # )"','. /"?/

Подставляя оценки /q/, /17/ Б нераве}:ство /7/, по"lучаем оценкJi, не
зависяlqm от & :

'ltv'/ 
< [/y'll + llL)"ll+ ? # - * orf.'''.

Погречности в :rачальЕых условиях r.{огут бь,ть выбраны точноl т.€.

ll Y''l = ll U'll= 0
Величины lт.аУlЦtl и tп_о|iцух/ оr,раничены в силу предполошевигt

теоремш[ rl . ограниченность //О; tl ,llU|r// до*".*. " [ а]
Таким сбраэом, равномерное относительно k стремJIеаие ll WI ll к

нулD доказ9яо.

lý

/ i4/

Поступила в редакцr!ю 7.9.Ig7I г.
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