
0 ГА"йi,lЬiuНOЕЬD( цуIКJIДК В НЕК0l0РШХ KJЦCCAX 0БOБШННШХ ГРАФОВ IIЕ-

тЕрсЕнА
В. Э.Хенкин

При исследовании реберноt't раскраски граq,ов в работе [а] Onn"

расслlотренц обобщенк!е графы Петерсена Glп,*) l где п9раметры z

" k - натуральнше числа, п > k
В атоГt статье будет рассмотрен один их частвыft, но вягвцfi слу-

чай, когда /Z " k вэаимно простш.
Пусть для проиэвоп""орЪ .неориентированного гра9а б 9 - ваи-

меньщее воз!{ошное число такое, что в граФеб существует система
иэ s не пересекающихся по вер:динам простых цrrклов четноfi длинц,
покршваюдих все верщинц д9,rного граФа.

Тогда определим харакгеристику )(G) граФа G , полагая

{ 0 , ""n" " б не существует описаннчjr вцше системы
)(С) = | u"*r,or,

I s - в противноlчl случае.
В этой статье дано полвое описание характеристикч )(G(П, k))

для сJцучая, когда /? взаимно npo"ro 
" 
/ , k= 2r3,

перейдем к t{атепiатическоit Форtr(члировке задачи:
Лусть Ха={хr.хr,... хл-l} ,Yn= lЧо,Чt,., , , ао-, }. непересекаюцие-

ся п - элементные MHo)recTBa. 0пределим вэаимно одноэначное ото-
бракениё lr ' Xz--Yn след},!Jlý4м обрчэом:

97=h(xt) ,0,j, i, ft-/, /о.1/
тогда и только тогда, когда

когда Z 
" k "."/;о";'::! :"l";рашен"е ;/.

неftцем булеi. и!Jеть в виду тольRо этот случаl-t.

/o.z/
определено. В даль-

Обобце.-lныtt граФоr,: Пётерсена наэовеt! граФ G(п,*)=(V, Е ) ,

"д" / = Хо U Yo , Е=U,uцru,L/з ,ц=|Ui,Хt.1)/r=оir|,

LJr= lQi , t;-t) /1 = 0Т} ,

Llз=|$t,!i) / !; = !к(х; ); 7,i = ofi | .

Как и всюд}, в этоГt статье, э.iесь cj/Mмb индексов расс:латриваются по
i,lоДj Лl.'J П'

3амеч ан..е i. G(rc,k) -свяэныl-r, неориентированныt-t,
о.лl()РОДНЫt't степени З граФ с числом верцин, раъном 2 tЪ

0тш:етил,t,чтодлt: л;сбыхчельхР иQ вграФе G(rzrk) су-
цествует автомсрфиэм *р! : G(rc,k) --+ aftz, t'1 ,

,



гдэ
*4(хi-Хkр, &ф(Yi). fiч .

В дальнаillдоч rщ будеrr писать, что граФ О(п, k) облада€т cBofrcT-
вош Д , осли суцествуDт такие целше Р ч 9 что грефа,др (C&.kl
обладает своltствош Д . Напришер, в ФорtryлироЪке лешщ 2 на стр.59
гаr.ильтонов чпкл } в граЬ G(ru,2) о,о*", и не обладать GвortcтBorr

/З.L4/, но наilлутся таrи.е цеJп{€ Р п Q , что гашильтонов цикл
Пп ( У) в гпаФе ац(G(z,2l) с,воfiствоц /З-I4/ обладает.

[ýсть натура'льное число rZ удовлетворяЬт соотноденияц;

kmэ |(Поd п), 0 Z rL <fu l /о,з/
которiшr оно определяется одноэнечно.

Рассrrотрич отобRаrlн1" ?л'Yo- Хо таКОе, ЧТО Xd - !л (| ) ,
где l з mj(rпоdп)rOзLl<z-./. покаrем, что

.-,
tп = lt' /о.4/

Деftствительно

tлUrBil)'tо Q)= tаQziцzdц).Хцзilmdа)= X,,zklrao4a).i = Xi l
что и докаэцвает соотноцение /О.4/.

Слелуя Верry [ 'J,, 
Фактороидоч уG) в проиэвольнош неориенти-

poвaнBoll граФе С навовец систеlry ивl попарЕо не пересекцшlмхся
по верщшнах просплх циклов, покрдваDD[.tх все верд,tЕц данного граФа.
В частностп, прп{,э t gактороид 

12 
(" Еаэцвается гацильтоновшш

цишоI в граре @ . В случае, когда 4 - неориентированншltrодно-
родщft степенх 3 греф, систеша иэ./ укаэаннцх вшще цишов четсоfi
длинц Еаэцвается ц}tклоu ToftTa 9(*) в грш б Zсш. [ а] /. в ра-
Ооте [ а] прrвелешý такие соотношения для характерис nn*" I(C(o, k\) z

JG( 5,2 )) = ) (с (,, il) = 0 /о.5/
f,(G(о,2))э/, еслr п * 50пd6)l 

/о.6/
)(е{п,ZУ>0, еслп п= ý(поd6) ,

П -нечетдоrП>V
В этоft статье булут докаэаяц:
Т е о р о rr а I.

t

J(e{o,o| =l !,no" ttsý(mй6),
' I Z, при zэ 5 (mоd6),

мяп п2 вэаишlопростцк, п?l
теореша a.J(C(a,3))=l мяz. ч3

п,>7
вэаишно простцк,

ý I. Простеirшие cBoltcTBa гаrшльтоновшх цишов в G(п-r!)

Iýlсть k=2 ,9>,2 ч n=2s+/

i

/I.T/
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Тогда иэ /о.З/ получиtй

rп =S+!.
Соотно;ения /О.',/ и /О.2/ при l<= 2 прri[Ф/т вид:

У; =l, (Х ;) ; j = е i(trcodz); 0 s i, j<o-!

Рис.,i.
На рис. I иэобра8ен граф G(П,2).

týсть f - некоторый Фактороид гi G(П,2)
Рассмотрим последовательности :

Уо , 9t,",t 9п- l )

9оr ttr," rУП-l t

где

/ !.a/

/ I.з/

/ I.4/

/ I.5/

"" Yo

/ 1.6/

9;

9J

i, если (хt,Jэ 0r))е9;
О, если (х;,lz(Х;))ё 9;

I r, 
""n" ttrlry,),yj)r9,

[ О, если (l r'(у),уj)ё g .

помет::м числоu 9. , а олемент у.Каtцрft элемснт Х1 ""Хочислом 9;
| Определение

либо вида
бп=ГХr,Х,,+l ,

j. Сегментш вида

,,..,x"_r,X"J

Да, = ГУч,, Чп'+t r..., !v'-r, !",7 / l.?/
навовем 9r' - сегшентами, если для них имеDт шесто соответсвенно
соотноJения:

9сс = 9n=!,
( Х*. х. .r\с to ,, .l < V- /.

Xl-, еХох

!r"-з lzs-z Иs-, !с"9о !, 9z U9 !ц

/ 1.8/
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l-
| 9-, = -1Р", = /,

| 
'r*, 

, !tt+t)€ 9, ч' < t'< у'- /, /I.g/
0тметим некоторше cgoitcTBa 9 - селментов:

I0. 9 - сегмевты попарно не пересекаются;
2О. В Ksтq.rtoм 9 - сегдевте только .щв9 граничншх элемента по-

меченш едивицеlt1
3О. Совокупность 9 - сегr!:ентов вида /1,6/ покршвает rlпошест-

"оХп,авида/|.?/ -*о*""r"оYо ; :

4О. В Х* п Yn нулем поDrечено нечетное число элементов.
Свойства !'- 3О сле.\уют иа определения I, 8 4О следет ив!О-3О
u /lJ/.

tlvсть У - гамильтовов цикл gG(a,2). Череэ/Д/ обоэначиr,t

число элементов сегмента
- lr - сегмент такоit,что

'Цl 
> 3 .То"д" lЛ"| - четБое число.

Д о к а э а т е л ь с т в о. lýlc.Tb это не так, Тогда для неко-

, сучествует / -сег-
ишееri |.=jrn=l;

торых} иГ ,2<rtS ,гдеп=2S+!
мент вида До = ГЧr, И,.- . ,lrnJ .Иэ свсйства 2О

Т, =iц = ... = Тrr_2 = 0.
Тог-,а учитывая /I.3/ ц /1.5/, получаем

Yо=f,г=/з h=й=...=f,r.,
Отсюда след/-ет, что сегмент бо=[,lо,.-

Предло)шеЕие

причеш элементш иэ бо U До обраэуют цикл дJrинш, меньшеit, чеч 2z,

Приведеrr примерц гаliильтоtlовшх
и цикла Тэitта gtz), гр4е QP1,2):

циклов в граФах G(},Z)" G(9,2)

h

Рис. ?.

СоответствуDIф{е циклц поБаэаны на этих рисуlцсах двоitноft и волнистоiл

линиями.

9о lz ll l, ttcll Uч9r % tl



la

tl h 9. tг 9о:!р h !о

týстьk=3 , fL, ваеишнопростос
Boallolнo два вtрапения:

n=!s+t,
пз3S+2t

отсэда, Jrчитцвая /оrз/, полуqliц мя l4L

ta - !.g+ 1,
ttъе ý+!,

Опред€лgнti9 2. дэ -оп9рвцIбЛ./прш пr7
Ъ - операциоft /прч п>0 / нц графоr С(п,2) п

Дз - операциеtt /прп пrlО/ вад граФоr О(а,9)
вавовэш прэобравовавlrе етиJс граФов. по сл€л/DдчlI правшаI:

Аа - ОПеРаЦшя

ь Хg"

Рис.3.

ý 2. Операции над граФаш{ G(П, Z)

lo Ха

" G(rъ, 5)

k rR>,|,тогдамяп

соотвэтсtвенно:

/2.I/
/z.z/

/2.g/
/2,|/

/,

aaa

4

'rg! g, 9q lrs.l lul 9Ь, Ц
---1-

у. tt



О гамильтснозý}: цriь.,:а:t в некот г rlабах 5з

l

t

,|

ъ - операция

Xl

А] - on"p.,..""
/-L=3S+l

Yr

Д_; - оп";-,"ц",
,z= J5+2

Рис. 5

ii, х Ь.!-\

Рис. 6

&.

',,*u *2gl

\
\

!"*И

!о Чt л {у, Чч Уr 9rr-2 Чrgп уrr)

Хо
\\

r Х2J,рз .Х,s+2

!rs-, 9l"ч4 Чг ,'9!""Uо у. у2 1\t

Рис. 7

\
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На этих рисунках те верщивц, которые удаляются иэ графов при соот-
ветствJrDцрrх операциях, зqклDчены в раrrки. Удаляются такае1 реOра,
инцидентнше этим верцмttам, а добавляртся ребра, покаэаввые пункти-

ром. Иа приведенных рисунков нетрудно уqтановить соотtrошения:

Дэ(G(п,2)) = G("-2,2) ; B(bfu,e))= G (п- о, 2); h,,5/

Дз@(п,3))= G(п-3,3)

|"."":"l;"
в цикл
длошение 2. IlycTb/Z>7 ""G(o,2) существует

I TaKoit, что

tо=t,=0
то.ке сJдIествует гамильтонов цикл.

Д о к а а а т е л ь с т в о эт9го t}aKTa сJIедует иэ определения

?, поскольку, как видно из рис.4, при Дz - операции в этом
случае удаляются внJiтренвие элешенты l' - сегментов. Все ше свя-
эи мешдr ;r -сегментами остаются неиз[tенншми. Требуемое утвержде-
ние получаеr,t примененмем /2.5/.

| П р е д л о п' е н и е З. týrcTbtl>.9 ц вЦп,2)сучествует

|".""rr"no"oB чикл )Г такойt, tlтo сегмея *n Д о=[.!,,И, Чrl , Ъr=[Vr,Ч",!п]

|""rrоr"" Y - "Ё"u""r"rrи. 
Тогда в6(П-6,2) "уц""rJу", гамильто-

lHoB цикл.
Д о к а а а т е л ь с т в о. Иа определения 2 следует, что

Ъ - операция над графош G(П72) эаменяет свяэнше цепи
ilt= Хо,Чо, !., !2,Xt,X2, Х5, Чв " Nе= хr*r, gr,9r/, !л, х5r2iХrа,хr,!"5

гамильтовова цикла Л ,/показаннше на рисунке 5 двойншrr контуром,/
соответственво на ребра (Хо, Цr1 п (Xs*j,!rs). Отсюда, учитцвая /z.5/,
полУчаем доказаТеЛЬСТВО ItРедлохения 3.

Операции B-l " Д;', обратнце к 0 ч Дэ определим
соотноJениями:

тогда s6(п-2,2)

Ьо= fЧ,, ll , !"
Тогда в G(z*6,2)

7 " Ьп-r=[-Ч,-rr!п-",Ч*
с}rществует цикл ТэЙта

/2.6/

J- О't сегиентц.. /Z.g/
а(t) , удовлетворяюцgдfr ус-

6-'(6G(n,2 ))) =G(п,2 ), /2.в/
Д-| 0rG(п,3)D=6(п,3),

Преддоаевие 4. týсть B(l'l -циклТэltта ъG(rc,Z),
удовлетворярщеlr условию

ловиD /2.9/.
Д о к 8 з а т е л ь с т в о. Как следует из определения 2l ук9-

занншit цикл Тэйта моано получить "" 0(ё) пришенениеч В-' - опера-
ции к граФу G(rur2) при условии, что ребра ix., хr) п(Xg_r,xs)
яе принадлеIат циклу Тэitта 0G) . Но если бш например, реОро(Хз.7, Х)
принадлешапо 0Н) то, применяя /2.9/, получили бы, что цикл длиrш 5

Цrr-r, !эr-r, И, , Х, , Хr_,
входит в состав 0l+) , а это противоречит пDедполоIениD отrrоситель-

а
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но ОU) . Аналогичныri обравом покаsшвается отсутст"". у 0G) ребра
(Хо, Xt) , п предло8ение 4 полЕостью докаэаЕо.

Как нетрудно заметить,у гамильтоновых циклов и цикла Тэйтаrпри-

веденяых на рис. 2 ч З, oTcyTcTBJmT ребра (Xo,Xt) и(Х5_7rХ9), что

позволяет применение, В-' - операции к указавЕшм граФам получить

соответственно гамильтоновы циклш и цикл тэй,та 0/2) , уловлетвОря-
г'J$e /z.9/. А тогда, из предлошения 4 последовательЕýri приriенением

В'| - операции получим

С л е д с'т в и е

)(О(п,z)1= / , прч rc * l(,поd6);

при гL= 5(mОd6);

/z.ю/
0<7G(п,2))<2,

rc>r7, rc=2S+!,
П р е д л о ш е н и е 5. Пусть 7Г - гамильтоtдов цикл вG(Пr3),

удовлетворяющий условиD

t"=rt=T, =0, /2.II/
Т^-, =Т.-"--h_, = l.

Тогда "G(п*3r 3) тохе суцествует гамильтонов цикл, удовлетво-
ряюlцI4й условию /z.II/.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Иа определевия 2 следует1 что }ка-
эанншit гашильтонов цикл мошЕо получить иа Y при!iенение" Д;'
операции к графу G(П,3) при условии, что

(хзs,Хо), (xc rXs.,)o (xzs,,Xzsr, )atr /2.12/
( п= fu+ !)

(Хз5*r, Хо ), (Xs , Xs*t ), (Xzsrt, X2g+2 l б 1Г
(lL=З9+2) " /2'I3/

Из /2.I I,/ шлтекает, что,условия /Z.L2/ u /2.IЗ/ при соответствJmIIцдх
ft вшполняDтся и предлохение 5 полвостьD докаэано. Приведеrr при-

Diеры гамильтоновцх циклов в графах С(7,3) , GВ,3) " G(/t,3)

Хр х/ Y9 Х, Хц lг Х

l/t 9l 9l 9ц lt 9о

Рис. 8.
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Рис. 9

Рис . , i0.
Гаиильтоновш циклц покааанш на рис. 8 - IO двоl'trшtм KoHTi,poM. Каз:

видно иэ приведенншх рисунков, га!{ильтовов' циклы в G ( 7, 3) ,,.

G(//,3) удовлетворяDт }с1,Iовиям /2.1z/ и ./2.LЗ/. А тогда из пред-
локения 5 получим докаэательство теореrш ?.

ý З. Свойства гамильтоttовых цик;lов 
" 

G(n,2)

I. týсть У - проиэвольныГt гаtлильтонов цirк;; ;i

и t -некоторшft r -сегмент.Iогда
ltl<3. iэ.;/

Д о к а а а т е л ь с т в о. Предполоrшим, что лемпiа Heвep:la.
в G (П,2) наitдется гамильтонов цикл f,\ TaKo;'i , что средri

f,\ - сегментов суцеств}rDт сегменты с числоli элементоЁ не !,iеriьц(,

4. Тогла и3 предлоfrеяия I следует, что каsддfi иа этцх сегl:ентор.о-
дер:кит четное число элементов. Иэ своfiЪтва 2Отогда получаем, что в

полграqе(lо, U2) uo*"o вцделцть целое число У па!,, состояiцих иэ

..,

Лемма
G(п,2)

ет

хо xl xz Ir lц хг lb ll Х9 1,o

Цо Чt Чz Чl Чч Чr Vе.9l gl !е Ча
a

l
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соседних в этоtп подграФе элешентов ,/т.е. пар 
""лл |U;, fu*l| /, *о-

торше помеченц вуле!д,9 ,^_t . Еслч i> У l Tor ,io""i.iir=V-l
и применяя к графу G{Пr21 последоватеrьно Ад - операч"Ь Л разl
мш пол},чаем по предлоаению 2, гамильтонов цикл в графеG(2-Уr,Z) ,

для которого уше

т=/. /э.z/
поэтолry с саrliого начала мо8но предполокить, что ;гr удовлетворяет
соотноцению /3.2/.

Пусть Е - tr' - сегмент вuда /|.6,/. Покашеш, что

lбl <3. /э.э/
Пусть это не так. Не нарущая обIщtости, предполоаиш, что Хе п| t
Енутренние 

"rr"rr""."r6 
. Тогда

гЪ=й'=0
Учитrлвая /I.5/, получаеш отсюда

7)=Т; =0, /з.4/
Иа /З.а/ и опрёделения гамлльтоЕова цикла слелует, что fr'= 0 .

tIо,тогда из предлошения I иrдее!r, что.] 2 7 , а эrо противоречит
/з.2/.
Не нар;шая обпЕrости, предполоrиri теперь, что

Ао= [9o r 9r , Чz , чз J _ r' - сегшент /З,5/
Тогда us /З.З/ следует, что

бо = [хо ,Xt, XzJ n 4я = fxr.Xr.r,xr.a] - f,\ - сегrrентtл /в.6/
Проверим равенство

Tj =', l=Пs, /э.7/
Предполошим, что /З.?/ неверно, тогда шоано укаэать наишеньlш,rfi ин_

декс j, , для которого

. Т;',=0, 4rlo<?s. /З.s/
t\усть X;"=_l)' ( yi" l . Тог,-а пэ /З.6/ следует, что либо i,,e[3,s-iJ,
лuбо |о с [s* э,2s7

l. 
-;,е 

iЗl s-ji . ПолоЕиrr io= Ц+ 2r, , где 0 < r <+
Воамокность такого представления для ln обусловлена /З.6/ и те!a

Фактош, что У!о = 0 . Имеем тогде
jо=/tr+8, /з,g/

Иs /З.2/, /Э.5/ u /З.3/ получаеri, что

bio-t=ГLi,-t,Що,!ir-r7 -}"-сегшент /,J-;o/
Подставляя BrrecTo ,io его эяачение иа /З.9/ и UчиrЕвая /З.5/ u

/Э,8/, получим, ur6 
""""""rLg,, , Чоr.r] есть объединение Г! - """-

MeHToBl содер8ацих по два элемента. Но ато противоречит то}ry, что9

" ГЧо
€Lo

,-Чча+

дJ,s-
,J
lJ.

входит Еечетное. число элементОв. Следовательно,
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2.Lo€[S*3rZSJ . Полоким iо=ý+2z+Ц ,гдеO r a,? .тогда

jo= 2s+!+Цz+J-(2s".t)=lz*|, /з.lI/
Из /З.Iо/ и /3.I I/ шмеем, что f,/,. з =Yz|ztr= / .но ребро (|zzrз,Хtl*ч)
не принадле)fiит f,' , так как в противttом случае его KoHr${ наряду с

элементами "a Д,о_/ обраэовцвали бы цикл длины, меньшеir rчем2П ,

а это противсречило бы гамильтоновости ;Г' Следовательно, сегriент

iX5, Xrrr rJ есть объединение f,\ - сегlлентов. покФееri,что все

укаэанные )''' -сегменты содерJкат по два элемента. .Щеitствительно,
пусть это не так, тогда наl'tдется некоторое L ,3.i<2zr3< s ,такое,
что f,r:0 . Пусть ч; = tr(x;) ,тогдаtl = 0 . По самому вы-

бору i
j=2L{ jo <2S.

Нс это противоречит вшбору ,f, , что и требовалось покаэать.Oтсюда
следует, что вГХr,Хrr**l 

"*Ьо", 
четное число элементов, чего не мо-

".i"no"o, 
L"ё Г S + 3, 2 S') . Иэ рассмотрениil,

приЕеденных выiле, вытекает, qто не суцествует такого io , что
X.n tr'( !;r) , а это противореЕит то!4у, uoo fi - взаимно одЕо-
значное отобраrсени" Хо *" Yо . Следовательно, ,/3.8,/ не имеет
i.,ecTa и /з.?/ докаэанс.

Соотнодение /3.?/ наряду с /З.5/ дает, uTo в Уо нулем помече-
Ео четное число элемеfiтоЕ, а это по своГrству 4О противоречит гамиль-
тоновости f' .Таким образом лемма I доказава.

ПредJ]ох(ение 6. Пусть f -ФактороидвG(П,2) такой,
что

а,/ капсдшЁt у - сегмент содер]кит ве оолее трех элемснтоЕ:
в/ каtдая пара ! - сегменгоЕ вида /i.6/ /вида /;.?//, содерjша-

цих по три эле!iента, раэдеJIена в подграФе (Х.,Ц)/" под"р.с"
(Yп , Ur) /, ло Kparr'ei-t мере, дв;l:,iя (/ - сегментами того JKe

вида, сод(:рш9щими по два элемента.
Тогда f не является гамильтоновшм циклом " G( п,2)

Доказательство.Пусть

с

do= [Хо, х!, Хr] g - сегмент
/,э /З.:2/ , а/ и в/ получиlчl тогла, что

6з= [.хr, Хr],65 =f.x g,xrJ, д/=[уr,уr,чrJ,
Дч= i,jо,Чr'], Д6= Гуr,уrJ- 9 _ сегмеilты.

Предполоким, что, / - гамильтовов цикл вG(пr2) . Тогда
(,Xs*r, Ху2)Е!, так как Е противном случае имели бы цикл

Хsr, rХS+2 rЧ j, Ч2, Ч, ,
j:.;;:Ha которого ivi€Hb*€, ueM 2 ь , что противореqит налеrliу предполо-
,ке!{ию.

Поскольку чs+з = !i'( уrl , то и_з /З.iЗ/ вытекает, что
5r.r=[x5..,X5.J J - 9 - эег1.1ент.

t 3. i2/

/,7 :а/

{
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а,

Далее, как сJIедует иэ а/,
i. б s.ч =[Хs.ч , Xr*cJ -
2. 6rr, = fXg.u,Xg.1,&uT
СлучаГt I.

Хо Xr 12 lэ lч

возмохно всего два с"rучая:

9 - сегмент /п>,Ц /.
у - сегмент / П>,/3 /.

|;l, lлl hr! Хлt

Уtlz9llyУг9о%Ч2Ц9

Plic. I ] .

Случай 2.

lt lz 
'U 

I{ lg Хе l\frt lg,ot хлJ Xg,a lllr Xg,B

(/| tz 9j Yy У,- У6, ?s 91 У, 
'о 

И, !а

Рис. l2.
Иэ этих рисунков видно , что 9 содер_{ит циклы, дJtины которых мень-
ще, чеlо 2п /оти циклы покаэаны двоftныtul контуром,/. Следовательноrg
не мо;&ет быть гамильтоЕовым циклом, qто и требовалось доказать.

Л е м м а 2. týrсть rc>/// л f - гамильто"оЪ ц"*r, вG(П,!)
Тогда в подграФе (Yо,Llz)сущестЙт пара соседних )r _ сегментов,
сод, р;еацих по три элешента

Г-l,, У,, fu] ; [чr, уо, аsJ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. lýlcTb лемма 2 неверн9.
/з. 14/

Тогда су_
цествует га!|и.тьтонов чи*л f,' , для которого ,/З. l4/ не выполняется
Покашем, что f,l удовлетворяет условиям а/ и в,/ предло,.tения 6.

В самом деле, условле а/ ддя rl вшполняется в силу лемtrы I.



Проверим сначала справедливость условия в/ для }Fl - сегментов ви-

дs /I.7,/. ДеГтствительво, если бш в/не имело места, то для }Гl- сег-
ментов вида /I.?/ по самоrФ,выбору ;rl имели бrt, что Д,о =

=ГЧо,аr, !"f , А, =Г !Е, Цц l , Д g=Гч9,lrrаrJ- yL сегменты.

Учитtлвая лешt"ry I, получим тогда, что

6, = f', , Xsll, Xr_*rJ - tr' - сегмент.
Но тогда 6r*з = [ rr., , Хglч') , r' - сегмент, причем элеr4ентш,

входяцие в него, вшесте с элемеЕтами иа Дi обраэуют цикл длинц,
шеньщеft, u", 2П . А это противоречит гамильтоновости f,l. Таким

обраэом, }сlтови€ в/ мя /\ - сегмевтов вида /1.7/ проверено.
Используя этот факт, пока]Еем теперь справедливость в,/ и для

f,\ - сегментов вида /I.6/. Предполо;rим, однаt(о' что }с1,1овuе в/ д.Jtя

1}\ - сегментов вида /1.6/ не имеет места. Тогда в подграфе (X"rlJr)
наl'tдется папа f,\ - сегмеЕтов, содердащих по три эле}iента, раадеден-
нцх в этом подгра<ф не более че.., одниш Гl - сегментом, содершащ}lм

два элешента. Не нарушая обцЕrости, моЕно предположитъ, что могут
иметь место такие дБа случая:

l, 66=Гхо,хr,хrl , б g= [xj,xa, X5-1 - ;ts'- сегменты(п>,/l)/З.15/

z. l.o:fxo,x, ,fuf ,Jj=fх5.ха],ý;[хл,Хr-Я-Гj сегментц (п>/3) /з.16/
Иэ /З.16,/, учитшвая лемrýI I, получаем, что

Ь, =[h, lr, и J ч Д,r= fuu,чrr,1rr|- ГL """rr""rn.по докаэqнноrry ранее шеlд/ этиldи сегшенташи в подграфе (yo, ur.)
больше нет }\ - сегментов, содераащих три элешента. Отсвэда следует,
что сегмен, L! с , ап] e"n" объединени" tr' - сег[t€нтов, содерша-
щих по два элемента, но это противоречит тоti,ry, что число эле!aентоЕ
этого сегмента нечетно. Полученное противоречие покаашвает, что
/З.16/ не имеет biecтa. Аналогичншм обраэом покааывается, что и /3.$/
не имеет места. И справедлиаость условия в/ для ;lr окончательно

установлена. Согласно предJlоаению б f,\ не моает быть гашильтоно-
вцм цr:клом, что противоречит предполошению. Таким обраэом лемма ?
докаэана.
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п4.
С л е д с т в и е 2. Гýrстьп=6t+5 , t=0,/r2,,... Тогда в

граqе G( п., 2) не суцествует гамильтонова ц1,1кла

Д о к а з е т е л ь с т в о. Ес,iи аы вG(п,2) бшл гамильто_
нов цикл, то, учит}.IDая следствие I, последовательншм приtи€н€нй€м

Ь - операцiiи к графу Gfu,2) / р". t',rо*"о было бш ползlчить га-
ьiиутьтонов цикл в грабе ý{f ,t) , а это прстr|воречит /О.5/, что и

r?

l

С л е д с т в и е I. Проиэвольнi,tl't гамильтовов цикл f в граФе
G(rcr2) , Гl >,// , с помощью В-l _ оп"р.ции моЕно продол-
*ить до гамильтонова цикла эG(П+6,2) , " с поN:ощью В - опера-
ции [{ошно суэить до гаь.ильтоttова цикла вQ(П-6,2) .

Д о к а э а т е л ь с т Б о след,ет из лем!iц I и предлошений 3

l
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требовалось докаэать.
Дока эател ьс т Е о теоремц i вь:текаетиэ следетвия

? иэ лемьш 2 и соотно;iJения /2.|о/.

Поступила в редакцию 19.I0.I97I г
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