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ý I Постановва эалдчх

В даЕноl статьg, Iоторая яв!явтся продоrlенпеra статьп [i], цl
проrIлDстрируеra са KoBxpeTBoI iracce аалдq асхIптотIческого програll-
широваЕt{я [Ir2J одrв пэ Iетодов хх решеrlя, осЕованtшft не rдеях
принципs оптхца.rьtlостri Р. Ьлrrаяа [3l .

ИсследуеIая задача loaeт бцть сlфрryrlрована следвщlt обрааоra.
ПредпоJtоtttl., что lдl хотtrI тоrьхо что сIонтпровакное оборýlдова_

ние техкоrогиqескоi ,пнrп вкспцrатшровать тяв!ш образоu, taтобц сJrц-
Iарное коJичество прод/rцt.r, проrэволlrоl oтol техвоrог!ческоfi ,п-
Hrell, при неогранrченяош возрастаяIп !реIэяп росдо "calonr оптиlшь_
ншм обраsоч". 9тот оптrIальнц рост доirэн бнть обеспечен соответст-
вJrDцеl оргапшвациеl капrтаJьного r тецвфго peIoHTa оборудовавия.

Считаел, что аа вреIя f пос..е квццого очерgдrrого капита.пьного
p"*o"r"*/npon"" олчtтся |(t) ед{Епц щюд|кшI, а посIе'i -гоd."*у.
щего рехонта - |iltl элuнпв, прltqэr. дJ, fi /{) кrеэт шecтo petryppeнT-

нце соотношекt.lя:

|,(il-fa-, (tlgiGt-,) ( 0< 9.<l), /v
где {t - вре!.s рабопI оборудован!iя Iеrду /t-r' -нм и l -Hi теку,цr-
хи реr,!оllтами. Кроше того, считае!a, что вреуя, необходи!aое для лрове-

леriия капптальвого l,r текучlего реIоцтов, постоякно п ревяо соответст-
!1еragо велrrчrна!{ q ц То, прl.tчец во вреraя кgпптельЕцх !i текуддх ре-
u0,!тов пролукция не пропsвод!tтс8.

Булеи, исходя их сообраrениft, ивлоtеннцх ь [I7 /су, ýý I-Зl,
яцхо,дить такое чr.rсло Лr> / текуIих 9ешонтов я посдедовательность

tI..., tf;. Bperreн работц оборуловАния цеlдýl двуllя очередЁцrпr ка-
r:итальвшt]t, ре!rонтешп оборудования, в случа€ Koтoptax достигsется }laK-
crrlryM

1ц* Д" ,ffяltifi(h)Rа rпахп>l
х

э /2/
,

lk+ h-l)ro+ r,

где в числитеJrе /2/ стоuт cyrar.apвoe количество продукции, полученл:оlt

шецду двуtJя очередныt{и rапитальнцlrи реt.онтsraи оборудования, а в эiiа-
мевqтеле - сумшарное вреця работы оборудовsвия, его текуrих рецоIlтэв

" Даrtlrсе утверцдеЕие иrlеет често },t для тОлько что сцоЕтr{роваЕного
сборудоБания.
ХХlЗдесь petlb идет о те&уцец petaoнTe, i -ott по счету пос-!е очередного
калllтоJlы.lого pei{oнTa, приче}l cal. капитальнц:1 реионт считается нУле-
вцш текуUии pelaoнToll.



r капхтаrьяого рэ!aоята.
9адачу отвсханrя шrсшý,taа l.oбo aaIeBиTb сrел/щеi еП srвпв8-

rэвтноl эадаqеl
0боаначш:

\П)- !ах {|.tts - f fi п ft.й(t*il,
ф'f ' /g/. \|0

F(п,fl-lуахffi, /s7

. Rа-mах Fh,Т). tФ

_ кроIе того,обоэначпI чер9s ti I) ri-t,Э,..., пl те f;,
$Ц-Т, trr} , котороrc доставrяDт Iакспrryц./3./. Очевидно, что

есrц lл наrtдеLu*"e r- 7r 0 ц п-fi>t , в случае которцх дости-
гается

R-пах F(п,Тl 
/4/тr0

то тец саццr. цц поrучп!.4ЪД-" пскоше /?Ё_ ff, t|- trrltt
(t-t,2,..., fi), рде t!(T) находятся цв /3/.

ý 8. Схёш решенпя в общрrr слуqае

Ilусть Hari rraвecтBo, что при Лзrl, 7r0
tl"(Т)< S,(TIa Q" (7),

,+*прrчец при r> /а,

/5/

0t - !2n.Т+(п-t)tо+t, < mах
т'>о (п- t)co+T, / 6,/

Ecrf, кроra€ того, Harall Haft,ieнo такое i>2 , что прк л9.Я

Q"< R,-g2;.F(l,Т), 
/?/

то, постропр на оси 7 достаточно шелrздэ € -сеть Аб , lGr Iorex
с по!.оцьD павестннх цетодов ,/сц.I4I , стр. 2Ot,/ HaltTl л:я 52 t/7,|

прпбJпtенЕое эна.,енке 5f (7,1 во вg€х уаJовь.х.,ouKax оrре"*а /Q7rrJ
прцчеra одlовреtaенно !л! Haxoдitamах F(п,тl - р2.

тёЁiiп,тij "-"" /s/
rn то вначец''е т=7""е дб п {о,т:] , которое доставдяет xaкc'rryy
./8/. CpaBHrrB. Bc""o"io*rr"J R! 1п-t,Z,...rЯ;, "оlно 

HallTK такое Л-Лg,
QП2аl , которое удовrетворяет условшD:

Пf,- g,р"lпi -Пе. /s/
Очевrдrо, что прп е+ О RС-F.

Предпо.rоrиr.. тепеРь, что fr(t) - l-c+r . Окаацвается, что ес-
м gift)a 2'tt , то t aкcrr(yl /4/ rcгхо нжод.тся. д€tствrтеrьвс,



тгrгтdлirттяп

!о
УrВРЦЕНПЕ 1. Ьп |с |t1-1-g'': 9 ft) < е-}' l t -t, 2,.. 1"

l- Q,-руgх F(t,T).
/|/ clB4yeT ua /З/, /ЗIl /4/ ш неравенств:

f , (ill + f- 

" 
fr q ft . f. (ti < ь g,rt+ $, e,l fl Ц ь e,l +1 - ье,l i, "bs,($ ц,

< Г(l,т)_

. lt

то+ t, +

IIусть теперь |,01-0; T(tl- 0, |!|tt.0 лда f>0 /усаоэпе /ч / /.
прl даявшх предпоrоtеЕuях соверrcвно очевrдlлra явrяDтся сделIще
утвора,цэнхя.

утвЕРпJшIиЕ z. вoм .grftl= l, |r(t) удовя.:'rrоряет !rr.| ,то пш
tr<tо F-R, , прrчеI rrр, q>to необходrIость в капf,тальвýх рв-

taoяTax отпадает, а Telýtщe решонтн пролэводiтся чэрёэ каrдlе t*
единпц вре!aенп работц оОорудоваяпя, где f' доставляет .IаЕсиrý,I

ltlmа
, t>o sto .

З. Мм $(tlэl-е!j q/t)-ааасопst ,

прхчеI 0qoonao11 аr= l (n-1,2r.:.l ,
то

F -| qу; а,i|' , /lo/
а,r< l+ 8,,

где

Лц*fr{.-О, bi,,iИgi*}[tbttn+t,l, ./ll/
|".мя До<l+& явrяется едлнствеirпrц поrо8птельltrIl коряеI уравЕэ-

Hlls
Дп е'- g,1+6n, /l?J

прriчеI пря An. !+Ц иIеет lrесто равенствс R^-1areto,
а пра Дп5l+8. справедливо неравэЕство Rп-Ро-r,
КроIе того, ecrli в данно!a случае с!пЕствirет такое_лЕЛ- , прп хото-
pol дост!iгается lraкcritryI /IO/, ао оптлха.rьвце,7- Г п t-ti!T)
(l42,-.., fi) , доставляшш,rе !.aкcиlryr. /2J, яsходаqсz с поr.оцDь (DoPlryr:

ЪFlgх+ |п)- la-t)tc-4,

tr(fl-Ёlt,* - |il li-t,...,п1.
аrlшIlАниЕ l. Есдr

lim
al

tлff + pth-t)t,+t|J
то суцествJrет rовgqвоэ fi , доставrщве
yc.roBxe /I3/ цпо.rндется, есrr дпбо рlд

п+ф ап

/Ia

В частвостr,
, ааоОlа{,



гд, 0-1r<h< /t ао, прrчоrv- '', -I*= 
2t*Фt,- и!ý.

ý З. Crycal, rогда 9/|)-Bg-<t .Ооще cBotcTBa 5,,/Г,[

. Iýtcтb цift)-0dС'(i-tЭ,...1, прrqеI 0<а</. Тах Bar в даняоI
слуqае

sn п - ца х tI" (t,), Ё, 0"'е-*Ё' f. ft*tJ,
Et,{,-lo / 14/

i'-я,;"tЙu,
!L й;- п

$ | h 1 t о е * t,l, ( t: r r,Ti 
:i:", 

!,r,, 
r,y м-' f. t ц il = s о l t i ti);

/15/

то ,еrt(о эа!aетIть, что для Лr2

Sп(ТЬрц t5л,(Тh
Ет,т
*rо

то

/16/

Texle достевJ!яDт IaKcпlýrI

/в/

/Bl

z/ есла п-2Р+ц , ,де 0.п,з|D,

5,(Tl- mgr| tillt), ;"sr,(T-t)];

доставляDт Iaкctrlýlr. /А/, прцчеу t|.- 0З/ есаu t,|..., t|

дrtбо

4./ велrчlrнш t!(П u q,lT) Jlибо свяаасд соотвоцениaI

обо8вАчиI:

xlt ) = e't!,'.lt),
Yft ) = 0 tаl. (t ) + f.' /t ) ],
tltlt)=f,|t)+ý'Ir U,
z,|t)= X'(Yl0),
w,(l)=Y-l(x lt)),
ZJt) = Z,|Z,_,It)) |k=2,1... ),
wklt) аw lw.-, It)) ( k=2,3,... ),
Tk = Е Zl (0) ( k=2,3,... ),
т- 0.

t тtlo

/ 19/



1ЕОРЕША l. Вслп f(f) два,.цк

удовлетворяет усдовиD lЦ, ftft)=
дк}феревцпilуеr.а и

пршчеI Y'(il<0
, где krL,

0 =0.1 ,(Т*,Т,)Те

tiff)-w-,ftiП)) |1.2,_..,mtпfп,k}, /2о/
причеrr в случае n>k+l

ti (D=0 ( i- k*lr.. . , п). /zо/
В случае rе k= l, П >2

ti ft)=7, t!И=0 (l - 2,..., п).
доIUздтцlБсТЮ. }tB /l9/ .следrет, что

x,(t)=#'YTL , /zT/
Чli.lt1= txftt-y(T.,t[e,nt, /zT,/
ч,lft)=[x'(t)+Y(T-t)Jd,! a"tplft)l /zl||/

так как y,(tl - 0 , i!? :!j!!:""',!r; ,Ч|ii-, ., учитцвая ,rrrl','"i ,
подучиц, oTotlN (0 шоIет Iенять знак лшIь в единственноft точке
tx е (Qt) , еелч Х(r)=YЩ,причец

1у:ю)- 1уlо, -Yld)> 0, Vi ft!=0,\yi(t-)<0.
следовательно, ввrду справедJt}tвостu / 16/, X(t ? (Ta -Y(t {r (T)),

".о" !! (|-Z,Ю), ti,(T|=0 , если tir)-Z,rc).
Легко докавцвается по индIrцииr, что еслш

ti(T)-0 ft=|..., i), ti(T)=0 (t=iо+l,...,п),
то

/z2/

д",п(т) = {,r;,,:;,,,|^f!,' Z::: I:2



вАхЕtЦяив I.I. lшeDT r.ёсто неравенства:
uе (Т)< to(T)< wslT) k=Ц1,2,,,. ),

uslT)- uэ(Т)< ц-,(Т)- u,-,(T)
/24/

/2{/

/z5/

2
B-l,2,-..),

+
це уз(Тl r ц/7,1 удовлетворя!т сrелrlщ|I реryррентндI соотноЕенrяI:

, есп!{ 9hп <т,

> r;

,и сqrтать, что

2
\(Т] =

ц,(Т)rесм Q*o ( +

I (u.l(п!2wJТ' )>т,еспп 9в,п

ц(п=
.l- <Т;

[ - /) ,лагов перационноl схэш

т)
ц_,(фслч gц,п

. v,|Т)-iп!Ц,"0),w,(Т)=suрД,."(Т), /z5l
пg /24/, /z4r / слеryет, что дJя ЕIчпсле яя" ti(T) с точвостьD до€
достаточно проделать

Md-(1tog,
/25/, /z'y,

ti(71-
IIРИ ЕР I.I. Bcll Qr(t)-Qg- 0<0.1, |.(t)=l-* "р-

cL, то

равенствз

гдэJХf - напr.еаьЕео пелоэ чiсло 2,Х
+

вt

&-

Y|0-0 , лрччеч Z1(0|'опредеrяDтса с поIоФD

Z/0) =
tпё+ lл * 6.!2r.l (k=2,3,|..),

цо,- Р*
где х=Ё.

тЕоршА
летворяет ус
прш f - @ ,

прп Л;,2.
ДOlОЗАТЦ[ЪСТф. ВследстDие справедлпвостrl равенства ,/ 16,/ ш

cвolcтBa о( Iаrспýпа /14/, мя докgэательстве теореIr достатоцно
проверЕть, что бунхцяя Vа /f,l достигает цакскrryIа лrЬ sa концах
пвтврвалr f4 ?/ . Справеддивость последlего утвер8д€нпs слелJет
па./2I /, тах ках в денпоr. сrс,чае Х?il>О для f>0 /со.lsсяо /zl//,
е тэI сашI V:tt)>О llпдь только yilt)=0.

Z. Есм fo(t) дваtдц аепрерiвно длФФеренqrr!Е/еIе п удов-
ловtаэ (1,1), 91ft ).-0е-аС, 0<O<l, прпчеl f|t)-0
то ti(D= Т, t!(D-0' I i=1,2,...,lr), s"o)-S,(T)

mОРшц-З. Всм f.(t) дваrлц 
_ 
непрерЕно дrфФеренцхруеrа и удов-

летворяат уооо*r,'аr) р1 ft)- е-аl , прпчеу Y'llhO лрш Ёr0 , то

ti 0l -w," | 1i 171 l л-2 з,..., п),

t? 0l е 0,Z* r(a)) ( i-l,..., п-l ) t

/2а|/

/26/
где



ii.в.лэонов. н.А.вочковs

пршqеI

ti(T)-t:,, |Гl (i=l,_...п-l), /2ý| /
lлf_,/{,l являптся шoEoToHKo возрастsDtlдlцri Функчияrх от te QZ,_,(-)).

ДОКДЭДm.[ЬСТВО. Для док9эательства теореш дост9точно проверить
справедллвость следушtrrх утверЕденпil:

(r(, ,/ Фrнкция V, /1,1 лостпг""т r.aкcl.tllyшa t|O "qTpn 
интервал8

t4t];
ос2 / величивtl t(T) 

" 
т /1Г/ уловлетворяlOт соотвоцепип

T-t(t):V,(ttTl; /z?/
фr / trct чt-tlt) строго монотонrlо возрастаDт с рссточ Zj
фч / дzя Ёlа,l справедливо неравевство

t(d=miп[Z,Р-),т-l/d. /zs/
ДокrltеI снв,qsла *, / , 'l,з /Zi,n' / саецует, что Х l0) :YlD), wцчец

X'(t) - Y'ft) лри |-Q , согласно /zIl. следовете n""o, i(0) =Y(0) -Y(ф,
Y(ot=x0)-l/ftt, yiiD = (х|Ф -Yd) <.0, lr;Е)= (х(о - Y(Otb*'-Q
то есть чаксиr.уu W(t) дсстп.8ется лишь внутрп интерва.ла fQ Z7
TeI сашlх пунвт cl,, / докаэан.

докахеr. топерь ф2 / . так *о* 1,1l|(0)-0rltlik)-0 , щцчеу Х |tl
" Yk-|) являDгся соответственно цовотонно у6!вrшрi 14 цонотовво

воарастапцеl .iуякцияlrи от tC [qt], то V;/t) равно нуrD.лишь в един-
cTBeHBoil точч.е t(t) , удовлетворяDце . /27/, которsя и дост9вляет
Maкciilýrll Ч2 (t) в ,,rтервше fQ TJ.

Справедлr:вэсть о1/ следует з ilеравенств:

dt(d 
=dt

-f
х t(tl -0,

dk-trtl _
dt (т)+ -t -0,

воторце являiотся следствиеr| услсвиrl:
x(t lt,) : Y (t-t(T)),

t/T)-', хlft), Y(t)= 0. /zg/
,,;1s полного доказетельствs теоре!iш нац осталось лроверить справед-
ливость (t /. Так к9к X(t) = Y(t) мя t-0 , то из ,/а9,/ следуrт
нер9веястве:

х(tG,)>х(т- tlo),
t(T)-T-t(t), /zB| /

ЕрIqеr., последнее неравенство ват€rает иэ усrов}lя X'lt)-0 . Легко
пров9рrть, что вgполнение услоьuП Ylt!-|,f!(t)-0 -u"", sа собой
предеrьнае соотношения:

,tiч f: lt)=0,t+ф'
tiп Y ft ) -- ll m I ql, fl + |,f il -* tуg f" 

({ ) =* f" 
(а) tl+o t.ф t)ф' 

/z{/
Yft)=Y/-) = а.|.(^) > *|,(0=0,

В реаудьтате сопоста!дснt, /29/ п /zs| / получаеl;







дсf,Iптотическое п Do гDаIII{ Dование I 5б

то есть спрsведлy.gо /з7/. тэореIа докаsава.

ý 4. С,дJrчаi, ко'да 9ll' :0е-'С . Суцествсванl,tе цsкси!ryuа ,/4,/

&aшесФорýIrtrроrанtflе твореш i-4 по.iволяDт нац уставовить Ееко-
тоplaе clolcтBa Функцri fr4 fl , эаеченпе которцх в 9вачительноl ше-

ре о6rегсаgт опlсtrанlе хаксхrrylа /4/.
РассIотрrI спасала случаl, кордg пltЬф'6r' M-l , Ylt)-0 .

Дr этого случЙ справедлllва сrедуDlшя

х

п условиl:
F-mах'пахпrl Т>Т"

s,(TJ
@ ,

которое щ!еrаот rs справэдлпвостп при Г< Г" . Тоrдеств S"|T)$*(T/,
согrасно /ю' / .

аАхвIЦяЕ I.I. !s доrаsат9льства таореш I' вrдно, что пскоIея
."n"*r*" lV удо

ftc
llстlорtgт аора!в

lф) -0 - (l -0) +l,l ',То

l



fr=Д, -,дgх 4+ ,
прпчеr. цаксиrýrr. /4/достпга"пJ" np'"-TZTL t,(T )
ЩеI УРаВНеЯШD 

fo'(T)(T*T,) -l,F).
ДOКАЗАТЕ[ЬСТЮ. Так как при вцподнении условиfi теорешт 2

tXrF)-0 лля п*,J>lrТ>Orто 5,.*(Г) = S,(Г) , KaKoEl бц ни бц-
лп k>l ,Т>0 , Следовательно, при А>/

, удовлетворяD-

РrR = пg,

т >о

_ ,s"(T) -I +ktо +f,

ff=R, =F,

откуда и еледует утверадение теорешц.

ЗАМЕЧАНИЕ 2l. l. Утверrдения теорешц 2| осталтея в силе, Ьсли
gr-e-*t, foft) удовлетворяет условию /а / 

^ 
Y'ft)>O нtя t>0

в частности, есJIц V'(t)=0 r"o foft)=fo'(U|-e-*') , откуда следует,
что в даЕно- случае

f, (t,1 * i п*F!, 7 l t,t = fo' 0)( t - е-',Ё 
rЦ 

= s, ( f ц ),
каковц бы ни были t1-0 , то есть в общеrr случеiе np"Y'ft)>0 опти,а

мальнше ti (Т) , доставляюцц4е цаксцryм /3/ 1 шогут,,определяться Ееод-
нознаqно, но сам !даксиlФrм /4/ всегда опр9деляется единствеЕндм обра-
зоlд.

Рассмотрим теперь последниft случаfi ,

flля этого слуqая справедлива
когда 9i ft)-e-dt Y'(t)- 0,

/4о/

/4I/

TEOPEIrIIA З' . Если , вЕполняtотся условия теореriы 3 и с;пцеств;глт

так"е М>2 " Nд >ff, , *rо (2ц-,- fJ", , Qr,ЭQ*,*,rý?Ng< 0""-, ,
где л*j--о-mт,

Qп=,mах Qп, /зв/. l<п<N

то

T*Qnr-, -t{n|ýo_,R", /ЗВ| /

, 
причем

|R " 
-оIр, !,_, { t 7 rt l * i,' е;' rt 

tЁ' Ч ftl 
7 Nч {il ffi rcэ t

|,l,,

l

докАзАтЕлъСТВО. Иэ теоремц 4 следует, что при п>l"|,+l

ý)n1 ý2r,*, <9?r, .

Кроше того, согласво условиD теоремш,

Qu"- Qnr-, ,
причеra

Pn -Q, /4I| /



дJr, всех ,J.
В реэультате сопоставrевия /Эа/ | /4О/, /4I/ а /4ll/ получаеi ./З8r./.
Справёддrвость /39/ сл,елýет rэ Teopetдl Э.

тец саЕ Teoperra 3' доказана поrностъD.
ЗА!IПЦНИЕ 3i ; t. Есrл при внпоJнении усrовпl TeopetлI Э l{Ieeт

Iecтo предеrьное соотношенllе

ловl4я следствия Э.З, то

5!-f,(a) +с-,lлп) /s5' /
отlФlда сrедует, что

litn Я - llп,,-

!иQ"-0, /42/
то тогда справед.,lшва теорэrа З' . В частвостп, еслrl вцпоrняDтся ус-

f.(a) +g,|nn _nlттfffi- -w,

Поступила в редакцliD a0.I0. 1967г.
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