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трАнспортндя здддIц п0 врЕшвtи.I I

в. А.ввстигнеев

ý I. llяогополDснце транспортнпе сети. fuвод Форlry.ш дляrл(,

Напочнrц внgчаrе, что для .[Dбоfi sалачtr о переЬоэках, в котороfi
для Еsrдоlt дугх огракrчхвается объеш пёревоапIого ,груэа /напричер,
травспортная sdдача по стоlrlости, по lиHl.lrrylry потерь/, чкогополюс-
ввя сеть сводится к дцвпоlпсноfi, так Haыlвaet.orl "расдпренно't" сети
/ 01 , q. TBKre [е7 /, щrтеч введенt!я фиsтlцвцaх входа и вцхода.ДJя
трвяспоргвоfi задечш по Bpeleнrt подобвое сведенше UвогопоItOсноit сети
к двухполDсноfi в обlФч с.ryчае Beвoalaotвo, так каI коrrчеетво груза,
которое yoreт бцть доставдево в поDс сетш /клlr цrвезево из него./,
опредеIяется ToJrbKo строэllхеI ceтl ц валаншOa Bpele'ey r, в тече-
ние которого осущестмsDтся перевоахк. l!оотоlФ, lcl вшделяеI Iяогопо-
лDсюrе траяспортше ceтl{ в faqecтBe отделного объ€кта rссrедования.
ДохаtеI sдесъ, что форrryла /9/ [3Jсправедлlва дrя шIогополDсЕцх

сэтеl,,прr цlпоrяевrr ряда допоrня"эrьЕIх lrcлoвxlt.

п

IUcTb дана, сеть Gn"n . с жодаш Q,ц lc i сп , ц ыходауц zj ,kj-о . Иавестно, qто вапас груэе в 4,Ъсть 4, 0-4-- '
потребность zj .есаь а1 {Q=|Qi . 

.
ЛЕrЩt r. Ьксrrrаrьяое rолrчЪство И/4о-,I/ груэа, перевоаицое по

сатп 6", аа ареця Г, равно Ieкcrt aлbнolry коrпчестц, V(ао-,Т)
грltэаr_перевоэrlоtry sа тот re и8тэрва;l BpereHr Г по расш.ренноfi

""." Qn,, если Torbro Т>Т (a.J:l
ДOКАЭАТВПЬСТЮ. Дя pecш{peнHol сет[ ErcllaIbaoe колхчество

груаа опредеrяетсf по ФорlryJе /S/ tS]i доrаэатсльство леш0 flе!.ел-
:енЕо сrедrет иа того, что BpeL пробепа по ФяrтrвЕirr дуга!a равно
ByrDr, сrедоватеrьпо, коJпчество груsg, перевеаевное по ,Dбoi дуге,
опредеJяетс, тольЁо строеiиеI сетf, l. Bpeyeнel. перевоэки.

ПgстьZ/. ul - оптrrэлLЕrll потоr по ..rn ёоп и ,u - подсеть ceтr
f' с оп.rшльrпrl потоrоI qlu) . Flс.xt черев Н обовначltть сеть,

получашцвся rrэ @о, эаIеноl пропускяцх способsостеl С/9 ва Crlll)=

=С(Ч-glu) , то подсеть 

', 
б5rдеr вашвать cтaтrtscclol, ес;, вели-

часа 9аР) оптиIаrьного ддя Н потоrа на дуге (z ража c/u) -QrU),
опрцЕJ!ЕниЕ. I. uодсеть 9 со gходоу @ lg п жolou Z/!/ IтЕЕ,?ттЕгЕ

сяz ta,z) - Фиrсдроваяrlоl , есrч 9 - Gтg}Iческаr подсеть сетli е
а - Ф rс!рованноl, есrи перевовIt rcаl/ BoэIotнra то!ько в одI[н

шfiод Z ;

Z - ДrдсrDоdrддсi, есrr пер€воэrl . Чlэоблоzм тодько ха оддого

Т.е. f таково, что в сетп а, rIэет Iecтo с!ацiоварФ|ll peIKI



ТЕОРЕМА I. Время | перевоэки груэовРi по сети G , вшчисляемое

по форrryле
Г z,п-t+E а/dtlцl /|/

, есть

фик-

в/
г/

Zi,,..., Zlx

гле ф..,iе

глеg/u)- наибольuдцft оптиriальнцft поток по рас:циренноft сетиfi-
шивишальное вреця тогда и только тогда, когда

а/ ý4: Ei Q.= v(T-t, о"_) ;
6/ колцчестЬо QQ) груэа, перевозимое ва время f TTo(a,Z) -

сировенноft подсети, удовлетворяет неравенству:

выходов сети

Р ( at? ) = nr T rl ! tlir,itr-' : ?! 
ф, .сет ь 9 а- Фикс иро вавна ;

V(f,7)>Q(z,2l и Р(аф>- VПr) , еёли подсеть | Ъ Фмк-

сированItа;

д/ если условйе а/ зшполнено, то хотя бш для одноlt совокупнос-
ти Q.; -_.-_Ql, входов сетиu'.^,' -l(Te!|!-..,,,1= 

io,j=Y(T-l, с::, ,,), l=kun, /z/
,лп Giji.."r* - подсеть сеiи' Go-(xo,Z) , у Koтopoit Хо соединен

только с входами Oirr..., Oix i или хотя бtл для одвоft совокупвости

|= tФ ,

vСС;: .,r)=Ё Qь: V(T- t, cfii! ,i"), |q?sm t

ёo-(Xo,z) ,у котороГtl соединен
/з/

- подсеть сети
только с выходами Zlr,,l Zlц и для любого входа и выхода выпо.]-

няется лево.) Ееравенство в /2/ и /З/.
ДСllАЗАТЕЛЪСТi]o. Необходимость. Поско"тьку Фср!ryлs /I/ecTb мини-

мальное время перевоэки груза Р=F Рi , то условие а,/ вшполняется

эв,гэматrJчески. fiопустим, что не вцполнено одно из условиft 6/, в/илtп

:,/. i]оскольку ка:iдая (arz) - фиксировавная подсеть стат!lческая, то
j,Ir)lt liевшполнениr{ услов!Iя б/ форrryла /|/ неверна, так как оЕа выводи-

.пась и:t предЕоложения о максимально1,1 загрузке всех статических под-
сетrэit; невыполнение условиlt в/ и г;' влечет аа собоft невоамоаность
.ltибо вtлв,:зти весь грув PlaQ| иэ входа a(f) /условuе в/ /, лцбо

J/довлетворить спрос Q(z,'7il в полюсе 2rY /wпо"ие г/ /, т. е.Т
пр!1 о.гом пе будет минI4furальншм временем. Необходимость вЕполЕения ус-
лtовttя l\/ очевrlдllа.

.IiocTaT:.;чl+ocTb. Еслчi условrlя а/ - д/ выriолненш, тоГесть мини-
Mа":IbHo.J врелJrя, так как [Ja время / перевсlзится достаточное количест-
во груза /ус;ов,,,.е а/ / , весь груэ вцвоэI:тся из входов 4; и уловлет-
;:1о;]яю.гся вс,: потребностr,r 

Q. /условvlя б/ - д/ /.
Тсlорема доказана.

OllРЕДЕjiЗНri.I 2. Транспортная сетьб называется д9дщ.Д для
llrэкоторого | , еслu .щ,л,Iя н€€ выпол}rенц условия а/ - д/ теоремш I.

Сл]JдстВИЕ. .Щ"ля оптlлмальности по времени плана перевоэок по до-
пус,гимоfi се,rл Gra достаточно, чтобы

Е



Iоанспортная задаче по BpeyeHrr. II 2З

IIРИШЕР I. Расеrотрщr сеть G22=|an,ar;X. jZuZzl / рпс. I/l
е:7; Pz=l0; 0:2;g:/f, ; пропускнце спосббностu gtгс(u)=2

ллявсехИ;t

I ц

х9

Iо(

lo

Хg
\ Xj

\ Х1 |l

ц

ý 2. Oбцч,tft шетод

Дя решеншя поставлекноft аадачи в общец сфчае, когда 
""r".бп-недоrтустиrrа для 7 , определяеr.ого ив форlryлш /I/, рассuотриш шетод,

освованвцft ва теории оптlrшальtшх потоков, развитоft Хоанг Tyerr и Ше-
HoEora.

Поскольку функция Р(Ц , определеннея Еа всех ЦG U сетл Gln
и раввая количеству груза, перевовиr.ого по дуге при реали8ацци-веко_
торого плана перевовок, есть поток удовJIетворяDц[dil ,ваданноfi сшстеIе
спросов {Q,Оr1, i=|2,...,п; j=1,2,...,m , то ичеет цесто следушциft

,(, , , , ,,реэультат.

l JIЕIм 2.
l цшдренноft сетш

ФункчuяР(u) для сети Gn,- есть наиболцш,tfi поток в рас_
ёоrOоrZ1 с пропускЕцrrи способно"п"Й еgrС (UrT),



IBacl.ll.arbнot{/ iоrяlrбству груаа, пер€воsr.traого по дуrе- tt ва

Bofr сетя шедэвrgl lШIтr!Еого входа I. , соелtвенного с каrдцI вхо-
доI, а, д/гоl tb,a.) , у xoтopolt clb,al=fu п t (l,,a,1-,0
I фIатIвпого шIодд z , соедпвбпвого е ваtлвI д.х.л{I zl gгоfr(zчz),
у Koтopo't сlqrz)-9J t(zi,z)= 0 . Kpore того, есrп перевоэкll
дrlтся / IoIeHToB Bpeleвli, то lеrliчlllа гпуэа, пер€во8ишого по .Dбоl
дrге и rlе l'рgЕпдает IаrсrI9льItого колl{чества груэа, перевоэиraого по
aтo'l луге аа вреrя 7 .

llycTb tп(uJ - coвoкJrпIrocтb всех эrеIевтарнцх путеrt ча l в /, ,
проходяцих черев .ryфи . 0боавачrI череъ flЦ подсеть, обраэовав-

ц/D всехх путяци ив п|ц) . Тогда легко вrtд9ть, что
clu,T1: pluy7s|) -,h$,fu)tti, /5/

fдефlцl - вёrlrqrне оппх!.аrьного потоr'а fuiul по $одсетц 90l)
wстъ р{цl - коrичество груа8, перевозпl.ое по дуге al i тогдs

пе /5/ цreеl
р(ц

Тlц!=
сrедоватеrьво, вреця 7 персвоэкrr

г=

)-l- lv lt(v l

равко

,

j ,

где Iекси!ryI берется по всеl., д,гаI сетIi.
IýlcTb /( - цикл в сети fo- с потокоrr рlц). НёsоreJ яреrcнечТ(|Q

цпкла К величиву ryпl Т|ф.Пслu ва цикле /( проиавести сдвиг потока

Р{U)ва веллчuву ДР ,' то при этоI /еслч АР?mах9/t4/ ГlК) УУеаЫ,lg-
ется илл увеличrвается в завttсицости от награадения сдвiдга ш вели!Ilt-
нш потока на цише. Поскольку Гft!принп!.ает эначения иs дискретноl
подгруппц деfiствительЕоit пряшоit, то, как докаэано lieкoHou faJ, ко-
нечнцш числоI сдвигов ва цик.'!ах цоrво от аоrокs р|u) с вр?t.енец, пере-
воэк, 7 пере'tтп к rcтоry P|uJ с BpeIeEeI 7!7i опr,уд" и следует
приr.ениr,остЬ графо-анеJштического ц€тода fl - oJK рецениD транспорт-
Hoi зада.rи по вреценr.

в ааклDqенltе с(фрlryrируеУ простое, Ео ваrное утверцдекпе.
тЕOрЕ!ц 2, Дя того чтобш T:gys T(ul бцло цttнихалья ц

BpeIeBeI перевоэкп, достаточrrо, чтобш r{ли

е/ цуге u , дIя rотороft Тlцl=Т, не входrtJа бв нll в одцн циш,
ltлu

6/ в сети суцествове:r бн цrвл Х , у которого Т|К|-Т п люаоП
9дв!г потока на/( вреrя T/Kl томко увелиqиваr.

Teoperaa 2 сФорlryлирует пр!{звак, по Koтopolý, r.olвo судить о кон-
це внчrслениl потока Р(Ц)l обеспечllва.Dцего tariнrlaлbEoe вреlrя пере-
воаки груаов.

ЭД ЕЦДНИЕ. Пслtl с|цТ)вапuсаяо в вl!де

топрt{иэвество"рu rц^"9!!;I!,=""О!t)ki!!l, /?/
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Т(ч)-
l+

,1+ , р@)* 0,

РtЦ1-0.
/в/

J[еlствптельно, есr: рrlц.l- |l|9)- п.Цul,tоТlЦ-п п flфсQNu).п- flg);
еслf !п-l)9лц) < Nцl + ple) < л , Фlц) | тогла llu) таве 9а>'
ноп ч |п-!)Ф(цr- аlф<Nц<Цц;- alo.

IIРlЦЕР 8. Paccloтprl сетъ cr. /рuс. ?J,
р- 116, g,- lЧ, /1- 2 l, gr- /8, 9- 2 2, k-t| g.-Ze,

Все веобходriшlе даанце сваденI в та6rrцJ, I.
Нg'lдеI н916(.льщl оптrlальЕlt /в сшrсле IxHшýrIa ФJ,пкциок9ла .

Zg{ц)+|Ц /"orolt в pac!пpeвHort сетп E -(4Zl . Ьrпчуlшr, g/цrпод-
ставлеtЕ{ на plrc. ? воаrе cooTBeTcTByl B{x дJrг. По фор!ryле /|/ цуееу

? --i:,t:.t
--:\_

_ __+___ -З)".

----2
-l' --

-- -'2

Zq

Рис, а. Сеть 66
г_

Проверяеra

ztп-l+Еgtцtlц) llB- l+75
= lr.Ф l2

допустпr.ость сетп G15 ма Т= t5 .

е/ \й-l |6> VЕ- | сц ) - l 2 (l5- l+l ) - 7 5= l05.
Так rак все полсет!i являDтся z - Фпксированндraи, из условиlt б/-гl
проверяеш г/. Ичееу

тgблица J

п
Tr/a

а

Дуга С|u) UЦl qu) 9tu1

з
з
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z
z
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з
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з
з
з
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9
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Io
II
lz

lд

(tl, z,l
l 15, 22)

l^r, z!'
l xq, zr1

lхg, Zj
l XJ,Z6)

э
з
3
з
3

3

з
3
3

э
3

з

2
з
0

з

2

2
z

2

t / лrrя подсетш 9@, z,1 З

vЦ 9l - z ltc- В + l) - rlr- 7+l=2 9> QftJ= 9= 14,
i i / мя г.одсетц 9(al z2' I

V(Г,9l=29> Q|z)=%- 2l;
iii / мя подсетu /4 Zэ) i '

v(f,fl=2ý>QP,)= gr=/E;
ly / мg llодсет''.9(а; zJ ,|

Y(|,9|=29>QEJ -2 2;
У./ .Фпя подсети ghlzr) |

i( т ?)=эO>Qhл) : lý ;
vi / мя подсетп t|a, 26' I

Y(tgl=50-Q/zo1 -26 ;
д/ l!э неравенсть 'i) - vi) видно, что девое неравевство /z/ ure-

ет шесто дJtя всех 21, i-|,2".. 16 . Рассчотрп" поя""r" ф],
Для нее

v(Ю,e|irb 68- g,+92+ q!-5Э
п

9,- * - ?l - 5 3< y(tq,сН) = 60.
АнаJогично, д,r,,, под."rп Q|!r"

v l t 5, ciir" ) = а в- Ё q, - r r, f 9t = ч(/ч, ei|r, l - l в,

Проверяя д9лее, уб9адееуся, что условпе д/ внполняется только

для подсетш еЭ С,с . Сно в данЕоu случае совпадеет с условиеш а,/.
Звачит, Г-l5 есть raltнnleлbrtoe вреrlя перевоsки груэа 'Р: ]Iб

no ""r" 
Grd

приiaениr, для реiленlrя Bтoit re sадаqи обцдl uетод.
Подсqитаец величиЕц Ф(ц) /онu прпведеЕд в табл. I /.

С их поцоцlьD в числиtf. величины С(Ц,Т) . Н9приIер, яllя цугu l Х,r, Zr)
СlЦцrТ) равке по опредёлениD rrаксишмьноцl колпчеству груэе,

перевози}rого за вр€шя r по подсетш, обрвэованноfi всевоахоrнцхи пу-
тям!t из 4 в Zч t дl следователько, ревна

сВц,Т ) : 2|Т- 6+ l)+ IT- 7+ l) - эТ- t6.
Еjеrичинш СlU,Т) поuечювч в тsбл. Z.

Еlоsьцец кgкоlt-либо поток pntl..J , уловлетворяDщ|l1 систеraе спро-
сов {tl6; Т4, 2I, IB, ?2, 15, 26' , и подсчl.tтеец для каIдоl дrги
ьелuчuву |(ll) по форr{lле /8/ , так как СlцТ) ааписаш. в виде

ф@т-а@)-
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Дl еуlч tЦ1 ( Хч, Z") иuеем, ' например ' р.lUц) :Q" :22 п f, 7us:,l#+lJ:13 и т.д. ,/см. табл. 2/. Мя потока п8хЕlц-
-Т(ug)-2J ьделим цикл, в которшft входит Цg и в котором f,IQ<Т,
ес"fи только Ц+Ц!.

Таблица 2

п/п с(u,Т) рои Тrц р,lцl Тч рrц Ъ(Ц рgИ Б(ul
ilg

I?*
I4
I?r
I5
Iз
Iб
?

0

I4

I

z
б

4

5

6

?

8

9

I0
II
Iz
Iз
I4
I5

а0

26
35

2о
I5

I8
z
о

26
i4
2l
I8
22
|4
I5

з,г-I8
зт-I5
ат- Io
2T-I0
2т- I0
зт_I8
эт-I8
зт-24
зт_ l5
зт-Iб
зт-Iб
зт-Iб
зт_Iб
зт-i5
зт= 15

Iз
I4
zg*
I5
Iз
I2
?

0

I4
I0
Iз
l2
Iз
I0
Io

26

зо
zo
zo
2о

l4
2

9

2I

25

36

2о

2о
I5

23

z
Io
zб

Dl

zб
24

ао
I5

29

2

о
26

I5

I7Ё
I5

I5
Iз
I4
?

I2
I4

I5

I5
та

I5
I5

I4
7

iI
l2

IIусть это будет цrlкл К [u,' Ць,цэJ, Сдвинеш поток на нем HaAp-Ii
так, что величина потока на{^43}меfiьiцится. Получим новыft поток р,!ц) i

[ рч), iJё к,pИ: l йСЦ-ьР, ц=цз,
LР.iцu)+ьР для ц-цl,цб

и для Еего Т(цr)-i7; f,(uj:l/; Т {Це):/6 . Выделяеш дуги
с максимальЕцми эначениями Tru1 " повторяеDI описанную процэдуру.
Реtlультаты последоват6-,льных вычислениlt приведенц в табл.?. Иэ тео-
решiы 2 видно, ,тто рj(Ц) есть оптимальttыГi поток, обеспечивающиft пере-
воэку груаа Р: IIб ва чремяГ: I5l что совпадает с ранее получен-
ным рtlцением. 3аая Р(U) , нетрулно построrlть оптi.lluадьныi't плав пере-
воэок.

Поступила в редакцию ?0.?. 1968 г.
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