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3АIФнн (л)(PДlш}|я И йммЕРlfiIЦя ФOРl,/lА

}тАвнЕlиfi нЕпиIшшtOй тЕOрии уппIr0O1и

Е.и.Роttенск}lt

При лтзрении квазшIинеtrЕtнх гиперболическ!Iх систеl,| ]гравнений целе-

сообразно знать возl.rо:!(чrсть :тIfRсден;lя их к симr,!ет!нескоt4"ч Еид|. Это

позволяет классп(tа.rцовsть расслrатрrваеirую систе!ry кд( гипе!,болifiескJm по

Ф,{др,{хсу. На практrке trрпведение к симмегршlесвоIvч влдr соЕряIепо с оп-

ределенныljп трудностями.

То суцествеmtое обстоятельство, что, кл цравдJIо, системн уравненпfi

i.lатепrатической фпзЕ(ш возникаDт из Фпзrческих законов co{paнeвEt, а оmе-
чащие им длфtrеренцишьнне ]rраэненпя имеDт дffвергентннй вtц, позволяет

дать изящ{шfi спосоd слмметрпзлtпи этих сшстем. С.К. Го.ryвов ГТJ гре;цоrrul

папоЕпllескиlt в цд Wавнеппll ;.|ате].rатЕсеской фш9gпп
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rrc ! , М*-нелЕrеlШшефуFкцпиперемевнuх ?tr?zr,,.,7о . Вашrо,

что этот ка{оЕлtlескпЁ вдд основан на ншЕчии дополсштельного закона соца-

неппя
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ab,!tt)o,("
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которЕй. как превпJIо, пшеется у сRстеl.,t уравневпfi математпtrеской Фпзrкп.

Oчевпдltо, что спстема (I) заплсъвается в спммет?шIесЕом Епде

, 09i
u9t9lT r Мr,О, *, - 'in#, 

r Mi,rifu =о,

,Цля гпперболпlпостл спстемч (I) достатоЕrо потребоваlь полоштелъвоfi

оrц)еделенЕостш мат?пц I L 
у. g.|
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0казъвается , чк) не все ураэвенЕя iвтематпtlеской флзшп rrрпналпе-

saт впдr (I). 1Ьковвмл оказsлдсь, вацрпмер, J[раввенЕя ltагнЕтвоf, гпдIюди-

наllrшки лдешьно trроводддей средЕ. С.К. Годrнов [2] обобцш канопшчесппfi

вид (Т) сле.ryrцл!,r образол.; (см. такrе [з , ц] ):

+ + =0, (4)

Уравненш шаrпшпlоft гцдюдшнампки rФпводIвся к впдr (4). 
'Тля 

гх прп_

веденшя пспоJtьэуется наtr,пяе в магндтноfi глдродднаfttшке допоJlпительного

заJ(она сохраненця
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'rп;Pr(
и обля.lвет допоJIнлтельным законом соrраяения (2)

0 (g; м')

ослп только Фtg,,92,,,,,!о)- омородrая фунrцпя первоfi степевп от сЕопх

apITMeHToBt т.е. 9;ф9 : ф
Укатем теперь шгорпп,t прЕеденпя к впдr, аЕаJlогппо[о' (4), rrрояз-

вольпоfi квезплrпейяоfi спстемu 1раввепшfi длвергентного вtrцв ( облалвщеR

дополнЕтшьнmi законом соцаяевш), решевшя вотороfi обязлrц удовлеворять

допод{птельнЕм законам соiрщIевия.

Пусть дана замккутал система ураввевпfi в дЕергентном вIде

Н , U#, - r, r Нr- о, i=/,2,. . . , п, (5)

lле p/,pf ,р1 , pJ - футщпп непзвестнвх /7,/2,...,?а. lфоме того,

имеезся набор дополlштшьнUх заповов соцаневпяr которrш обязапо удомет-
ворять решенпе ?,,?z,.,.,/o wаэневяfi (5)

ц. ц ,ац
Й*Й*fi:о, к=/"2,...tп?s (6)

,l ,2 ,3где ф;,!;,!'* тапIе являDтся ФУl{кцЕЯмп оТ /r,92,.,.,94 . lЪвеспlо,
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кроме того, что еслш ураэнен}rя (5) ушоrвть на сооЕетстъущr'е gi , а

]Dаэненпя (6) утчвошть на t.(?,,9r,...,9о)п все слоt ть. то поJцвlтся ецв

одlо дивергентвое утаввеЕЕе - допошпте'lъннfi зш(ов соцаЕенпя:

',(Н 
r #- *Ц,-F",)*'-(#-#-'#)-

аф, аф' аф' афз
=- т-т=-=0. t7l0t 0", 0с, 0,,

0тшlетим, что дш конIФеттlп Jтавнендй всегда извесппЕ *?фi ф", ф' , 
"

r,яо',птелп 9; , а* достаточно легко оцреде,lпть.

На основанпи (7) поlrучпl,л

g;dрi-dфО, (s)

9; dpi + r_dyi- d ф*, < -/,2,з.

Еслш обоэнвчдть теперь

L = 9lд?- ф", М*- 9i pi+ z-,/:-ф: (9)

то пз (8) поJцвиr.л

pi= Lr, , рТ =Mi, - li tc^lr, ,

( Ic)

ф"= g. L r: L, ф*= qоИ7,- И" + фI Г?, tr*'lrr- z-J .

Подставляя вБ]раllенпя (IO) шя ei , ei в Jrравненпя (5)rпо;rраем

uЭ 
r!ГМl,-'lit'^ф r аГпi,-у! tz-lrJ 

rOЦ,_со;о)=0. (1:)at' 0", Ц ' 0",

Переплшеr.: теперь (II) в кваэшЕlеfiяом вцде

/r,r,Р rPi,r,-li{r-), r,- U'-)r,tz-'цJh r

* Wir, - /! (z^)r,gг (!:)rtz-)rlfu +

r Wipi- ф:fu*)ъgj-(!)|jрйfu=о. (I2)

Полученная спстемаr очевидlоr не спшlетрптпа.-Добавшл теперь к ypaBHeHEI)

(I2), а значпт и к (II), тоtдесво, скомбпвпроваFное из Jrраэневпfi (6):

tL*)q #,= 0)g ryi)gifu_=o.



lr,9iff -r' ц
0с,

r |' i,r, - ц' (')g, 

'7И 
r Wir, -,1,! tалl, ulft = о.

Ураэпевrе (II) преобразуется к впдl

% r аГмi 
_ 

,t,! tфg7 r aLMi,-_,ti to-'lr,J 
nаt 0n, 0r,

r Щ + v*)9;W-U#rO#):r, (Iз)

Это и,есть trскомЕй каноЕEtlеспшй Ецд ураввепий (5). Ввясвпм теЕеръ, в ва_

ком сrrпае доIIоJIнптельЕнй запов соцавенЕя пмеет место толъко ддrI слсте-

ш (I3) без дсполъаовавшя уравневлfi (5).

YшtorrB Jравв€нЕя (tЗ) на g, л слоIпЕ пх, рассмоц)пм ЕЕраIевде

влJtа

hp-), dyi-g,d!: фt -9,!idtz-ъ,:-р:dГ9,р)r- r*j ,

Вмесю (I2) во.lrучшrl теперь спмметрпsщm сдстеtФ

пз которого влJщо, что еслп Ее Еаш8.rIlrвать Еrвакrх оттаппчеЕпil па вцд
_ё

fryнщпл /. , то рассматрдввемая вешчЕа будет ЕолЕцм длферещпшом

rrрп 9;lN*)g. - NK:0,
Следоватешво, система (I3) шмеет допоJIЕдтельЕцй запон сохравеЕпя

вдда

i,r, - !|, (r^)r,r,J +

0(gi/,_gi-/ ) r |q,уi,-м,) r 
u,u,Ц, Й 

rOtq.;,!i,-Mr) : r,0t 0с, ag2 0t,
еслл

gr(l*)g = |* ,

т.е. /" - одlородtая Фпщr{я первоfi стеЕевЕ от своих переменншх.

OчевпJFо, что спстема (I3) вдяется обобцеЕпем Ео KoJtпtlecвy Фшу-

рЕрщrх в Ееfi фJцщяй спстеrлJ (4). Рассмоrрши теперь, как прпвестЕ к

симмец)пlескошrу Еrtдr (I3) спстешцl ураввввпfi велЕЕейIоfi теорпп ;rпрtrпостl
в аtИеровшх воордлЕатах. Чтобн пзбеrать lЕlлпllнгх раsъясвеЕrfi lз мехавппш

сIиошlой средDrвrведем утаэневш пз варtrацпоЕвого црпнцщlа. oтметшr,t, что
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ц), Етом fiш поrtучпм Jrраэвевш теорпЕ упр]rгостп в лаrт8яIевж воорддватах.

Переход в аИеровшм поордлнатам осшесвдяетGя 9шеной перемеЕнЕх, о.ща-

по полJпшть прп атом уравЕGЕпя в впде заfiонов со)ФавонЕя опа9ътвается не

соЕсем цросто. 3ашетв.t еце, что сллOrетрязацпя Jrравв)впfi в лаlтдilевЕх во-

орддпатах (сш., напрпмер, Е5J)по сJцесЕу содер[лтс.,t в [I]. а уравненш

црхвалltшат кшссу (I).
Иэвесrно t6,Е , что утавЕснпя велппейlой теорiлп упрутостш l|огут

0вЕ пощпввн ,9 ушовгЙ аксФе}тt а ФЕкцпопала Лачштrа

\ t; fiff )' 
r 

kО* l r ь+r]' ьц,, h,,,ft)|*;*;О,З*, 
( 14 )

где c;(oiro'rro!,fl - поорлlватЕ рассмаlрЕаешой ч8(тm{н средl,

C!=t;!pe - поордлЕапl той Ie част!п(н цп /=0 (.паrрштrевн воор-

дшатш) , Е - пельная вЕут?нtlяя эвергпя с.эецu.

УраввенЕя Эйера дtя Ф/тпцt{овша (Is) таковЕ:

0 i= /,2,3, ( I5)

Урввспш(I5) уэавпенЕя второго поряIва дIя не_

гдG Е (сrrrСпо,..rСазrS ) - иэвесшая фунщЕя свопх аргументов. Легко

впдсть, что cпcтerra (16) плеет допо,IвЕтсль}пй закоЕ соцаяенля (заrсон

EвEocTEtIx Фжцдfi Crl,aira!,O!,t) . О гипербо.пптвоста этЕх ]rравненпй ct!t.

[0] . На практиве удоовсе пrrетъ дело с Jравцеяшмп цервого поря.ща, ко-

торЕе легвоrпоJýвЕть п9(I5). 0боsнач л U,; -О# сRорости .Ешенля час-

тщl 
'ri 

= ffi - маттЕцr Iрадиевтов дформацпц, назъваемJп0 такЕе ilлатри-

цеfi ддсторспluв лагравtевшI коордЕнатах. Очевд.що, что fu:Ц Ес-аг- цлl рвсшаlрrвеlъ еце теп.rtовсе эффсктш, то сле.ryет учесть заэисtдiость

ЕryтэсЕпGП евGргял от э"rроппп ý Е добаэшъ JФаввеЕЕе ff: О Та-

вш,l обраsом, JlраЕЕевЕя вёIпrеffiоfi теорци упругостп (терtоуrrругостп) в

лаI?авlеЕшх 8оордпlатах, заlшса{нъ!е в вдде спстемш первого поря.ща, пме-

DтвЕд: л ^-dцl 0L",,i - ф,:о,
g? -щ
0S _"ff -u,

!_tц\
at \at /

сохрапевпя евергпп)

iV +":rч:ru:7
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tsнше утомltrtалось, что сlстепа (16) пршадлGIl[т массу (I) (сш. [Т] l.
Перспшем теперь сдстему (16) в аИеровц BoopIEBeTaI qиq,l,il,

фе.щолоrшл, чпо все Есвоirчв Ф,утщпд 8авпсят ol с.с., r.. ё . Тог-

о^ i 
^".*i"o'.: 

"; #-#й: #*о,Ь, : " ъ 8ш,еЕЕтся

На ff fu*: c-j|o.,
Уравненля (16) прпr,rут впл

Yr "-Ж,- 
g*ifu -о, (I?)

Рru-fu-слЖ -0,

ffr uftrт, (I9)

:*н;жНж:Т"fl;*Ни?;]";"у,
А=lаql: lY"|= С-' чтобв ввпдсать ураDвен пя lM a;ii t sоlrеrшо

что ]rраЕневпя (ТВ) * С! Е MaTpEtпoM вдце тдtовЕ:

fr n u.%_- Wc-0,
aЧrt . Псполъчуя ,!еЕсрь тоlдссfво dД - -
0qr

гд" W= |rч|= 
|

-fhсг'=-дdсА

( I8)

(2I)

, поJýrчесil

т. е.

Щ. t , 0О,, r о, 0!n : о. (2о)0t ' "n 0i*' -'n 0r.
Ураввевш (Zo) yre легIо пGреlшсать в ддЕсрг?Еtтош вlце. фсооразувш (i|0)

СЛе.ЦУIЦЛri,| ООРаЗОМ :

*u*И 0а,.
-Ц.:оп=0,ф 0r:

-LCi ' , оr*"""

ц
0t

ад

-0t 
+ ц*

0д

й
+ д\tl - 0,

+
ila*un

т
oiИ, всдомшая, что по оцрсдслевЕD

Следовато:lьво,

0о,
0'i0'i

ц 0

9 * lorun: 
о0t 0"i

lr*

I3?



0прелешш шотность Jp по фор.vуле У=РоdеtД , т'де iDo:c|n5t
Заметlв, ч"о dp=pc;;fuo1 , п рпоrrв ('l0) Ее сооlъетств)пцпе мнош-

ТВМ РСlt , ПОJrУrlИМ

0р,,,0р ^dцп_п + U*--а"** р ffi= 0

лJIп в дЕсргентЕом вшде

Lr Щ- : g, (22)0t ' 1cu v'

Рассшотрпм теЕерь лравненле (I7). Испо;ь9уя тоIдесво

0r аЕ 0О* __r, n lE , преобраэуем вЕраlевие

Бп: й,*q:-u,iЦiп-lа^л

цt: - rrh_@*апЫi : 
#^Рrо*о," 

rо*) *

l опi,аlh r",,*И : - uor:^- 
* а.;QrоЕа*о* :

ila^ilo,* ,.Е а"+
-- -- 0n:- - Umi",gтпр тс_ ,

Подсtаэвl это BEpaIeHle Е ураэЕепде (I7), JtMHoleBEoe на р :

р
0ui

at
- оr!#_- рЧ::* +pani.c*nlo^p

0ou,

0о*

Дя лдльнеfiдЕ ЕреобразовавЕfi получям из (Ю) ураэЕеЕпе Еера8рЕвности,

Ецрааащее заков сохраневш массн.

-- 0. ( 2з)

( 24)

3анстш лддое, что

пfo*Ео*_!цзЕ"rL -пп , flauo

'-;::- 
оо - r*miСрпtu-r-й'

попучпI ша (2])

р У r rчkr 0РЦ -а:- t,po.iE q*r., \|# - 
ff)=, 

о

но так *"" ilon' 
- !а* - ^- цtr ф- 

О , ПО ОПРедеJtевпD авд , подучиI

Р#*рч**.-ЧУ:Q,
Вапдчrвц 6*--Pa.rEorr яазЕваDтся теsзорох вапряrеввfi. Уравве-
влС (24) уте с помоФD ураввевЕЯ ЕеразрЕЕвосtg Q2) црЕводrтся в дrввр-
гсЕ!воlrу вцдr:

Iз8



?poi 
lт

0 (рu; Ц* - б;ц)
-0, ( 25)0t 0с^

ToTto тщ( le с помо!ЕD (22) преобразуовся в дЕерFентяо!ц/ Епдr утавЕенЕс

(I9) д,и эЕттоЕдtr

Щ + 0P=5u* : 0. (26)
0t lcn

Прд помощд преобравованпt, подобшrх цроведевЕrпrl вцше, закоЕ соrваненЕя

аноргЕ! приЕедется п влry

iro(r r 
ui+Чj+uз') r *_V""V -ry)-u,",_)=o. Q?)

Итл(, lrm по,ччдJIд эаlfiЕуцrD сдстелцr уравненшй в диЕергентноtl впде, оФlа-

ддшцrn допопндвельвuм Еаконом сохраsевЕя ддrI подзвестнвх фрщлfi
ац,, a; rS . ВМерем в пачесIве везавЕспмЕх 5rраввевшfi (2I),(Ъ),
(п)

?Рui 
+ 0(РаlЦ-а;^) - о, (2s.I)зг,-т,

0а;* , 0аrчц* _nт ' Z---' (2s-2)

-hЬ" л (r * 
uf +!+Ц;)-чrQ:о, 

(2s.з)!+u
2

7uа l-
пр |r*

а в качеспе дополвптапьного запова соцапев!я уваввевле (Zti)

#-ff:о. (29)

Ъкой внOор оправд}ваетс,я тем, что рассмеrрЕаемЕе JrравЕевля lfoITT пметъ

разрцвнше решеЕля, ди которЕх заков соц)аЕевпя авlроппп парушается. фа_
ау злrотим, что из п)авненпf, (28) по.lrрятъ (29) tolвo, тодько еlслш псtIоль-

9овать уравЕенш (Tarвe аакоЕч сохравевш)

0а,, 0а,-
й- ф=О, 

(з0)

которцм до.rБва удовлетэорять Malpпlla дпсtорспп ац ( в сп.lry ее определе_

впя). В деfiствrтеJБностл утаввевпя (3{J) Оу.фт вшполrсвч длrl .lшбого шшев-

та времеЕп t , еuп онп ЕЕподвевЕ дIя пач&ltьншх двпнrп прп t=g . так

как пЕt (2ь.2) слеryет
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Покаtем теперъl пап сЕстеша (28) с ограпшrlеншrяш (30) Е вцде закопов

со:rраfiеЕЕя л дополнлltеJIьнъш законом соцаЕендя (29) прлволптся к канонп_

чеспоtу впry (I3).

Нл, IФлдется оmа9аться от тензорнЕх обоаяачендЁ п aatlпcaтb слсте}ry

в рщЕерЕутом впде, trрисво@ номер каIдоiцr lrравнениD :

(ц-#)-о,

'#rry,ryrry:o,
,.TrOt ru,о^,)-urф

0
й

з.ff.+LWr
арЕ+ Ч) 0 (Е+

0(рцtлг- аrr) _ n0z v'

а 0(pri;roi= о,

,-llго.-u4

+

I.I.

I.2

I.3

+

0 (ua + tга + llга,

0(ца, +га +аа
z

+Ф
?Lpr l Е tЩr')-l/6|2-tI622-ao) , 0 +

ау 'z,.furЩ=r,
,. Yr * 0 Uazl+r?o+ tлГаr) : о,

,.0!,n * 1fuДr,+trзr"+ tllaB) _ о,0t 0z

,,fir 0 t + tlIa

,.!ff r O(uап+-Fzо+ aaz) 
= о,,

) 0

,o.ffr )

,!.+?* 0(uО1,1Га,rItlГаi - о,

,r.а#" +

-0,

) :0,

,r. Р * 0 fuo' 
Ъ{: 

о*'оо) - о,

0а,,
т-

00,э _ nЕ'",

0а,,
Б 0

0au
т
0а 

",
т
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,.n.b- k =о,

,.r. 0оr, -0у

т.в. 00r, _
0z

,".9#-
тя 1au"-'т-

т,.s. 00u -0z

*-о,

#-о,
ff-о,
0au
ау

+

\,(|196-9z9)/9,
tз-(9,9g- 91 9)/ 9с

Le-(9,9;9l9)/9+

tf (9r9"- 9r9)/9t
Ng=(9196- 9g9,)/9q ,

I.2 _ ва lz=(9,9п-?з9)/gil
I.4 - ва |q- (* 9а- 9з9е)/9",
I.6 - ва Zc= (9t9,э- 9r9)/9о ,

I.8 - ва zf (9r9ra-9g9)/g,

0

-0,
?pS , 0р5ч + 0рSг , !fu,= nT-T-T-T-u,

Шоrпо убвллtъся, что пмеет место тоlдосtво

dps - !,ар(г *Чl - Цоrц -

- L,Ь , "u+ 
( Е - sE,- {) ,"S*, ,

lЗ КОТОРОГО ОЕР€ДеtЯеМ МВОIДТеПl, Па ПОЮРЦе Сrc.ryеТ УТ,ВОtlТЪ УРаЭВеЕПЯ

I-I3. Этд мвоIlзвtл тшtовu:

9,=- ,Lr, gr=.-[r, lr:'ff, lq-ft,

9g =- i,lr'о,t (c.sc,- #l r"S , , , , ,

9в=- tЬrо,,*(д-sд,- Чlr"f .

Неryушо ц)ФерЕть, чrо п JrраЕвевляr,l r-rЗ, ]п@оrsвпЕ.t сооtвеDсIDеtво вв

9rr9zr. , , r7rg , веобходлrо прпбаэпrъ оце п)аЕЕевпя I.I-I.9, уtноIен-
вше на rшоlдrеIх, сооtэеrствепво:

I.I _ I.9, ушоsеЕпве ва мвоfдrеIЕ, сооtвеtrствеЕпо:

I.I _ яа

I.3 _ Ее

I.5 _ ва

I.? - Еа

I.9 _ ва

Теперъ шоЕо Eaiтl, чю

I4I



/,g,= !Ц, lgГ Pn, lуf Р,, _/gn-rE*Y),/gr=a,,,,'.,ho=Oo,
L 

,= /;Lr,-pS:- fftt -Щ2'- SЕr+iацЕоч),

lvl 
|, =,о u' - а,, +,/l! t z* i r, : pu2 +pau Ео 

r+ 
zp ( с- r rr- Ч' ),

М|r- рuч -6r,* t// {z.)rr: рuЦ
lrl|r: р,rгч - %,_+^Иk*)gr= рцllГ,

М;,- рч(Е r Ч)-ачt- га2|- a;q/+ Ф!O)r,:
=pu (зЕ - '$- zScr* orj Ео,),

/l|r: uо,, + tгае+ чIов + у/ (z*)ц: ца,1 ,

/l|ч:uао+ !гazz* чrаrr+//tr*)rr: lлаэt ,

Mir:*n У tIазэ1 аав+ Ф!tъ)rr= Щз/,

nl|r: О t ф! 0*)gB: спе,

';:О 
* !,!@)gr: L!a22,

'/r-0 
* ф!tN")с,г tLоз2,

'/о:О 
+ 9l,'^tz;r,,: цL,з,

Mi,r:0 + Ф'^lzr)rо: Ш.r,

Mi,r:o + фi,U)g,г uаээ,
Ф;едователъно,

|n|'= 9iM'; pSu,=tlL --"tG- чt- 5L"* Zo,L ro, 
,\

Ана.логrmrо находЕм

/4"= rL - - [ 
Ц' 

(' Ч sE; |au qr),

l,|3 : wL - - !!f '{,: (' '{ srrr !оr rоr)

JIля гrперболrппостЕ слстел.rн по фплржсу достатоrпо поттебоваlь llL,JIсtrи-

тельной оtrределенностп м.атрЕItш llL 9.g, l,
Легко убеллться твfif,е, что бункriии /^ - оlшtорошrне первоit степе}r!t.

0тметпм, qто в поJцrченЕоfi сЕiд,tетрисескоr{ систе1,1е уравнения * О/ цри-
водIтся к вшry (20):

Ц- о'0Зi+а,,Ц:0,at *|cn' o0"j
I42



Пэ атгх ураввевпfi сле.ryет fS] , что вЕЕ(цпево JтаЕненпе fu- -Р :4
дя лrбого riolre'Ta временЕ t , если ово вцпоJIве," о-О{;",--Jr?-даннЕх.
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