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0 стАБилизАIIии lРИ t-* РtrшII4Й

НЕАВIOнФ,IнЬD( 3ДЦч JLIfI IIРАБOлIлIЕсI0о( }тАВнtrlип

М . Шt. Л а в р е н т ь е в - iц. (Новоспбпрск)

Настояцая работа п(ювЕцепа !ззвепдп поведенпя решенпf, смешанmлх за-

дач дц нелrнеfiяшr( ЕараOq,lпlтескD( }тавЕевlil Еторою Еорrцва с одlо! Ерост-

рашсmетвоfi перемеЕноf, прtr fiеоIрапЕIIенlом возрастаплд ЕремоЕд. Цевlралъвнш

моментом иссJIедовавш являепся посФоеЕде Еа р€шеЕlд paccмaтpEaoмot 9а_

дачtr, которое цредIолагается суцесЕ]rщпr, мовотоввоfi Фущдп l спецп-

аJIьв9го впдд таfi назrваемого СOrtfiциоЕала JIягрtова. }tлея пршlепевпя атоfi ме_

толlши дlя lзученшl аспмптотЕпп п поJryчеЕпя апрпорвlп оцевов прЕпал'Iеlпт

Т.И. Зелепяпч. Клt показано в [Tl , сJrцесtвоЕанде т8аш фтшrдпова.llсв JIяпу_

нова в той п.rlи !fiой форме твсно свя3€ltlо со своfiстваlrи стаOилизации при

t - * ряпноilерно лмl > О огранlflIенннх реЕенп!l вшIеуказанншт задач к

стillионарнUм решеншяl,,l и устойчlвостьD послед{их. В автономном случае, ког_

да параrетрЕ заддч не зависят явно от временной переменной, црпменение ме-

тода функционшов позволшJIо дать достаточно полкуп картину поведения реше-

ниi! в целом по времеЕи [ I ] . Эта le технпка позвоJцет рассмотреть некото-

рне яеавтоноl,mне ситтацпп f 2,3] .

}lлrес;lедlцле розультапl относятся к сJvчаD автономнъп ураввевпfr с

завпсяцд,lш от f, IраlшвшI условдямЕ, пе охвачеЕцоifу раЕее. Главноfi осо-

беЕостьD пряilбвеЕlя утцrаmоfi irетодI]кп яЕшется заЕlспrrос ть ЕосtроеЕвпк

фlrнпцдоналов пе толъЕо от коэфФщlеЕтов задачtr, Ео Е от Евого вIлд реше_

нЕяr Это Ее позволяот укцlать ЕЕче (ЮрrrулЕ двIе дJи коЕкретmп спtуацпf,,

но в ряде сJrучабв оалrьЕается достатоlпш|/l для справ€дlЕостr вцводв о ста_

бшsзацlл щl f + о€ lз}цаемого решес!я к стацЕоЕарвоlry.

итаs, дц Oсrt l , t ,- о оrоaм paccrralpдBaтb 9адвчr

,цl- а(с,tt,ц.lt/". * rtlо,ч,ц"),

u|"-р - 0оi) , Ц|с-t - g, (l) , (I)

84



u|r=o = Цо@),

3песь 97 ltlt. C'tn , а " l-.щаrлш вепрерцвЕо дпlФеревци-

pyoriue ФЕщlп сЕоЕх арIтшептФ, црп.lем a>lr 0 .

фдвм счптать, что с},цесЕуDт Еределч бтпмп о10 rФп t-"o
Но оlрФrlвЕая общостд, полоttl,

liл o,1l, - 0. (,l)
t-o '

1Ьпое праддопоIеЕле деfiсЕптелъпо не Ерl@одltт к с}пенпп шасса рас_

смацшваеmп залвч. поскФtыý, если предельнче значенltя f, отлпrнш от 0 ,

то дrtя ф}rtпцдд [Е,h-ц!с,h-It-с)iо, аd, поJryчшtl залдчу вшда (I), ц)а-
вшtlвuе услоЕlrl котороfi ]rre удовлеЕоряпт (2).

Лоrтустпл,t, что дtя зафшtсl.троэаlтlшх ланвш:с 4, (о) с]ществует решение

ц(сi) задачд (I), пршем рsэномерво лм t>0 сrФаведlиЕа оцеяка

Suрlц|с,tll6r**(о,,) * yr(tиrl* Jurrl) < К. (з)

[ýсть, вроме топо, каrлдJI lз цшшчвъnс (унщпfi подlЕиется одlоlry шз

уоtопЁ
fliln|ldt 1ф ,,

llitoildr . " .

0тметшl, что HepaвeнcrBo (5) сцраЕедlдво, если, наrrрпмер,01 Е)
монотовЕая Фшщдя.

0 п р е д е л е в ц е . Фrrкrm lltJ,e C"n 10,t) наэоЬем стаци_

oвepнEl,l решевшеш заддчп (1), еслп она удовлеlворяет 1rравненш (I) п

л(0)-U(l,) -0, (6)

Те орема I. !Ц9дt Цр,t) -эешендезаддчв (I) пвшпоlнвнш

огDавlrlенlя (2)-(5). Тогла Есякrli частlтнЕfi пDедел

0(а| - {i,ъ Ulс,,l;)
tз+О

есть стацлонарвое репепrе залдчл (I).

Лопазатолъсtву Ер€ддосш8еRся

Л е м ш а I . Ппд сrDоцшлmовшдrrп условпях (2)-(5) ваfiлчтся та-

пве йунпllЕп !В€,2), Фtt,с,€r1) , !щ_дi_р9дýщ чrc,Ь залдчп

( I) споаведдво веDав€всtэо_
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ф (t,э,u,u"\dc < -
0
р|",u,ur) u|dc, (7)

дрщ!9I

P-,f,0 (8)

Доказательс тв о. Сле.ryя [r], 
"предпоJIоrенпи, 

чтоука-
запные Jo а ф с]десlъуDт, будем поJrJчать дIя ншх уравпеншя. После длй-

йереmltФования Еод ЭНаКОМ шнтетрша в левоfi част9l (7) л пнтетрЕрованпrI

по частяll в сц,rу (I) из (?) поryчим

lаф 0,,р 0Ф 0'ф
|- 

- 
_ !! 

- 

- 

j!

\0u 0tOч" 0u1ur*l 0чl'u

d
а

l

l
0

dc
аф
0t

t'"I' 
_* - \ Р{r,r,r") @u".+l1ur7" -\

,1-0 ; о

i
0

ф

а

0

0ч

)ura, +

т ut (9)

(Iс)

(I])

( I2)

.'Jrя удовлетворениrl (9) поФебуеt,t. чтобu

0'ф (l , с,€ , ?)
= ра (ц(, D,0r'

0+ 02ф l'ф
Z - -plp,l,D.l)({,2),Е 0с02 аr02

Q Фltrс,rt,u" :0,
0u.

'1 0Фt,цu,u"l ,

l --_ ас <а
(iз)

Oтпtетш,t, что равенства (i0), (II) доJпнч выполЕятъся гrрп лФнх { д

2 . л (I2), ( I3) лшь на решенпях рассматрI4ваемой эадачи.

lilноIлтель в праэоfi састи (II) ,t(€,Z) есть .Еапдн неrФершвно длфйе-

ре}щлФуемая d)инитная Фнкция свошх арIтментов, обля.цf.пцая свойсЕом

чl((.ф = l (I'l)

шя l(l< (, l2t<K с констлtтоfi ,( дз (3).

согласно (3), (14), внпоJIнение условпй (I0)-(I3) влечет сIФаведIЕвость

(9) на решенltях задачи (I), и, следовательно, будет иметь место (7).

Iie повторяя имеDщt{хся в л]tтерацDе внкпадок [I] , укаrем, что удов-

леворяшlше (I0),(II) р n ф имеDт Blut
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фtt, с,€, l) = Ф,tс,{, 
2) + z,lt,o)2 + zri,g), (;5)

Ф, @,E,2,1 = (2 -<lpa (ц|,f )ds + z"(c,€) , ( I6)

t

\
0 J

l
aо

Fico,|,yo.y)dl

) ао'0

уо,Дв&2)
g,-l tt,€,2)

(;z)

где Ytуо,у,) - произвоlьная глад(ая поJlохптельная йунlоlпя своЕх aply_

меgтов,

рlс,€, |) - у (уO,у|) е

Flco,c,9,y,):
( = PPo,r,!g,{1) ,

2 = Qrlao,c,yol уr)

А@,€,D = p(c,0,€,t),

В@,€,?) = P"o|c,,tg,€,!)bo.g ,

Фш(ции z, доrпнн удовлетворять JrрлненшD

Zr€* Zr€- 3,с:- !lр,€,о),d(|,о). (Is)

Злесь t/(g,I,!o,t, ) mляется решениеllt задачл Кошп

бrc-ч-u')

|":- аlу,у')ffi , ур)=уо, у,@о)_!,, (I9)

которое, кл( xopollo пзвестноr оrФеделено п peITJlяpHo дш всех с,соеfo,tf

Е лпбш,( -*rУ,<* в cдJry фlпятностш u)Iy,y').
Jегко впдеть, что внбор в (I?) по;rоrдтельной Фlпtции ry гарантпру-

ет сIФаведIЕвость оценхп (8) на решенпи залачш (I).

Полберем в (15),(16) тщtле удовлеtторящпе (I8) Zi , чтобн вЕпоJI-

няJIись соотвошенпя (I2),(I3). JLlц этого поJIоIлл.I

z,(c,t)-"-''(lr,*)l-, 
"(T"*)l"_,= 

b-l1,1fi+cy,ttl, (20)

гле Фршrrпп /, rf) оtrредешDтся черев lta ш зпачевпя 0;(l),

цсИil|с_. . Согласно (3) ш моЕем гаIвнтц)овать неравевсЕо

а.+|а€lц€,D - бdz|
о 

',",* |l l
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ly, ttl l + lxrl dll < К, .

Для уловлеrворенпяr(I8) внбереш в (15),(16)

'l.
zzrc,€) =-\ 16е,f ,,о),ч)(1,0)d1,

0

(2I)

(22)

Gр

zrtt,€1= (xottl+l,(t))ý * \ |1itrlo,w)+liF)o,пldT, (2з)

t
пршем сход{л!ость лнтеIраJIа Е trравой частш (2З) внтекает пз оценкд (2I) л

условпй (4), (5). Леfiствительноr 1вссмотрим EcpaleнEe

\l;",r,re)dг. 
(24)

Если дlя данного i Мщля ordl обляпяет свойствоi{ (4), то бла-

годдря (2I) закlrпчаем, что этот пнтеI?ш сходдтся при ллбом t>O . Ес-

лп rc ?rlt'l удовлетворяет (5), то в cп.Iy (2), йормалъпо лнтеIтЕруя по

частяt,t, пряводи}l въtраIеняе (24) к влду

- l , |l) B,ttl - 
! 

l, ,n 0r' lt)d,г ,

пз которого в сп.,т}, (5),(2I) снова следует сходдrость (24).

Из (I5), (20), (23) пмеепr, что

ф

}1ятетрrтруя по частялr, теперь лепtо убедяться, что согласно (I) пмеет

itecTo рлевство

т.е., в частности, внпоJIнено вераэенсrъо (I3).

Kart уrе отt{ечапось, соотношенш (I0)_(I3) явJIяDтся достаточвцмх усло-
виями сrФаведtвостп (7).

лемtlа доказана.

д ок а з а те л ь с тв О те о Ре шш I. !альнеfiшltе рассуtде-
ния представляот собои естественцоо развитие вцкладокr позволяшщ}lх дока-
зать лешшу 8.2 из tI ]

Рассл,tотрпм щ)опзвольвЕй частшчЕцfi предел

tг|с) - lr:* u@,ti).
tt--
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В ся.lгу оцешя (3)

I utc,t) - г(с)l 0
CzK(O.t) 

о-*

Покаfiем. что тогда дш некоторого Г>0

( 25)

(26)

(р)

где

tt.(I,t;+t) 

-^ 
t(c,t),0 t.-ф

tt = а (с,, [, tl") %. + 6 1а, t, Ц) ,

ol..i=0, i=0,1 ; ll|r_o-tI(o),

црпlем 0<t<t,
Деf,ствштелъво, ryсть Clcril явJuIется решевlем залвчи (2Z1 . 1о"*,

как неtрудtо вддеть, q,уЕкцш аi@,t)=u|цtft)-r{с,il MoIBo отнскиЕать шс-

холя пз соотвошенлfi

tlfitr-art lo,h аrо+ о;r(I,t)rrrr"+ afu(c,t)u; ,

ail".o= 0odr+t), ail"_,= 0,Gi+t),

u;lbo =цlо,t;)- r[с),

где коэффпциентн a;^(c,t') , оцределяемЕе через a,t, tl @,t;+t1,
tI (c,tl , согласно (3) равномерно отвосштелъно / неЕреръввш по Гёлъде-

ру. Тогда, как хорошо извество (см., паrтрrпrер, [а] ),

'"Tf 
lr, (c,d}l-. *, (ffi l0,tt,+t)l + m:a_ctutc,t,) -ll(c)l) ,

црпем К2 зависЕт от 7, suр|аh| ш MoIeT оцть вЕбрано ве завпся_

щим от r] . вспомдная услоЕде (2), дз (25) зашDчаем, что посJtешяя

оценка гараrтrрует сrФаведшвость (26).

По.поrим 
l

Jrfl: \Ф(t,с,tl(с,t|,uп@,h)dс, (2s)

0

ме ф. стродтся э соответсlъпп с (?) по форr.члаtr, поJцrчеtпш trрп докцlа-
тельстве лемlilн I.

из (?), (8) сле.ryет uопотошость J(/) . Кроме т9ю, ата iпппц}tя ог-

равп'Iепа цп t>0 . Действлтельво, пспо,rьзуя соопlошепlя (З),(16),(I?1,
(22), лепtо удостоверцться в оцра{п*lеЕностЕ шага""о"о f в (I5). Сог-

ласно (2I) , lZrlr не rrревосходлт некоторой ковстантв. Из рассlrrдевдil, rцlо-



веденяьгх цри доказательстве леiоrЕ I дrIя хссJтедOванЕя сходдмостп пHTeцaJla

в IФавой частц (23), следIет, в часпlостп, его оцаниqенность в cttJry (4),

(5). Таллrа обраэом, Есе с.пагаемше rrравоfi частп (I5) Еа решевдп задачп (I)

ве превосходIт Ео l,лодlлD некотороft велtFIпвн, д qfувцш Jdl отравпева.

Следовате.пьно, согласно ее монотонностЕ, суцествует

.1 : ti,,п lttl.-ф
t+ф

Иэ (20),(23) шеем

\ 1r, t*llu, + zrlt,u|do : |1о- tl уо dl + чt tt|u.do +\
00

dд

: NottlOodl + !,ttlo,tl1 + \ 
'r; 

u, + 1,'',)dtr,
J

т.е. вшпеотмеченная сходдлrость интеIтлIа (23) я соопIошевия (2),(2I) га-
p8lrтшpynт вцпоJIпенше

l\,
цrп
t+e

Тогдд, как Еетруд|о впдеть,

йlф=[iп
t*e ti-*

J H,+t) : !@,rp,tl,tI"@,t)dc = tn" ,
(29)

Воспо,ltьзовлшись (7), мш поJппlп!r, что

- Т ,# 1tlOоW)+|,'(г)0|(r))dг -
t

* \,у,.'., + N,ttlu
0

l

l
0

I

\
0

(z,цо+ zr)dc-0,

l

\
0

d0=л Ф,@,tl,[r)dс < - r|dctl
0

Р iC,tI, tI")

п, согласно (8), в (Т) [r=0 , т.е. частпrтншfi предел lг(a) в (25)

является, по ощ)еделен.ш I, стяtrпоЕарннм решен!ем зtцячш (I).

Теорема доказщlа.

3 а м е ч а н и е I. Теорема r остается сIФаведlrвоfi в cJýnlae крае-

вuх условпй (I) вrца

un- litu)lr_i - Р;(h,

тrc Pr{t) удовлеЕоряет oJtвotlry lrз веравевсrв (а), (5).

Чтобн убеллтьсЕ в этом, надо повторпть все проведепвЕе внще paccyr_

девля, IIоJI€Еая в (20), (23)
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Фoluпpoltl

z,(o,u,t) = @-t)\ folr.o
0

)dsk,rl,f

tut+p,lll

ta
ф,

dц-о t
0

ц

пrtt,u) - \rо k,€,ild€+ftll,
0

где

{tll=i (Г"ry

\
0

I

dc dr,
Cr0

йодлмость пнтеIтала (30) показlваотся тл le, как в с;учае (23).

Деfiствдтешво, лепко вдцеть, что

(30)

0s, (а,€,т)

т - - fa (1, €, Ф, (il + pi@) . pi trl,,.i
т.е. согласпо (3) под знаком пвтоIрша (30) стопт су!лrа цроизведевпfi olpa-

"*.о"* " С' ФЕщпй м Pj tt)
ВЕполненпе неравенсЕа (I3) слеrует яз тою, что

, uцt)

z, (c,ll,t).u, + zr lt,u) - f tll = ft\ z, {o,E,tld| ,

,

Ьпаголаря этоIry le своfiству моЕно показать, что

tn* |z,.ц"+ zr)da - 0t-*
л пмеет место (29).

следствЕе. Еслд lлoleclвo оIтандчоннж стацпонаDвж решенпfi

залачд (I) [Л-tСl} конечно. то ваtдется такая iЫlшпt{я Гко(а) , !д9

&rп lцр,tl - [rо(J)lrэ*р,,) 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . }lдея ддлънейIЕ:r l)ассуrденЕfi rтрЕЕадIе-

;пт Т.И. 3елепяry. Лоrryстпм, что MHolecTBo частпtrЕшх цредеJIов рещенш

цlс,Ь задвчЕ (I) состодт Ео краfiяеfi мере лз дух фуrкцяil (lк, [а) а

ГкеlО , каIддя дэ которшх по теореме I вшется стацдонарпшм решевпем.

В сп.lry конечвостп KoJIшrtecTBa (чЕtЦдfi tlx Ic) , , наfiдrтся тавпе точва с} !
чдсло tГ* , что ди всех к верво Л. (о*) + tr* ш кроме того, JГ'

леfпт меIдr Lrr,lo*) п tI*r(а* ) . Из гла.Iшостд (,уЕкцяl ap,il (3)
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сле.ryiт, чт9 дш Heдo1opoi поспедоЕатвльЕостпt,. +о Drоот шосто рФевст-

tl"',, Ц(О*,t;) - tI*.
\+оо

Внбрав пs ато! поG[6доЕвтвлъвостl цолЕослвдоЕвтолъвость l/i.} r лля

KoTopofi сlцесtъует _Р*u @,tii ) , мв поцtвшr, чю оют пtrвдвл эстD

стлшонарпо. *r."о?lЙr, *Й"-"е в Totla а-а( звачевле У'

во

IceK Jп(азlвsлось вЕше, этою 0Еть ве моает.

следсrвпе докцlапо.

Т е о р е м а 2. Dслп в условппr теоэошr I

(1

llottll+14tlll< fu,
то наfiдется тапов стлшопвэвоа эевевпо эалачп (r) Г(О , щ

При атом ес.пп

Ilл l tt, (c,t l - t tall r* 1ц,) 
- 0.

t-e

|0ilt)l-# t lL)-l l

то

|ч lc,tl - 0lall
Kq

'лL,lцt,

ес.пл re lg,ttll 
" 

K..t'*t , то
a-

|u@,t) - n1o)l 
t,,(*n = Кr,4-L't .

JUrя того чтобн убвлштъся Е сЕрЕ€ллIЕостп атЕх уrэацлввri, вало, ош-
раясь на посцlоеrяшf, Е леiше I Фущцповал (28), с во8вачllа[ъшпп пвпевонЕ-

яri{l ЕовторIть докаSательсlэs тоорем 9.r, 9.2 пз [IJ l Teopetп З глаэв I

пз [z] .
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