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НОРНАЛЬНО РАЗРЕШИИЫЕ И НЕТЕРOВШ КРАЕВШЕ ЗАДАЧИ

ДЛЯ НЕКОТОРШХ СИСТЕН УРАВНЕНИЙ НАТЕНАТИЧЕСКОИ ФИЗИКИ

Р.С. Сакс ( Новосибирск )

Настояtцая статья является продолжениеrl оабот ft,2] В fl] ввеяен класс

обобщснно эллиптических систен диФФеренциальнuх уравнений более широкий, чем

класс систе}t, эллиптических по Дуrлису.Ниренбергу, и дока3ана гипоэллиптич-

ность обобщенно эллиптического оператора с бесконечно диФФеренцируелrчiiи коэФ-

Фициснтани и аналитическая гипоэллиптичность операторов с аналитическиlttи ко-

эФ(Ициентани. Тан же бчла сФормулирована основн€tя теоре.{а о норttальной разре-

щп}rости оператора краевой задачи на нногообразии с крае}. в соответствупцих

пространствах С.Л. Соболева. Эта Teoper.ra доказана в [2] .

ЩельF статьи являеtся прилох(ение полученнuх результатов к проблеrее вu-

деления и изучения нётеровчх краевчх задач для различнчх систен уравнений rra-

тенатическоЙ tМзики таких, как -системu,Наксвелла, Стокса и кристаллоолтики В

стационарнон случае, когда процессu зависят от вренени определен}ý!i обраэсrн.

0бобценная эллиптичность систеt{u, в отличие от эллиптичности по Дуглису-

ниребергу, не эависит от исходного эuбора порядков для строк и столбцов опе-

ратора систенU, а такr(е от вида, в которолt записана систена. НU покажеr,., что,

исполь3уя это свойстзо для каtfiдой из pacca.loтpeнHux систел.t, HolfiHo получить

различ.flе нётеровч краевuе задачи в соответствушlих пространствах. Для крат-

кости мн не будеr.r повторять определений и обозначений работ ft,Z] , Kpo}re са-

r.rur необходиr+lх.

Статья состоит из 3-х параграФов. В ý l Фор}rулируется основная теорена
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na П r2J , и указь.ваlотся различнче подходы к изучениD коядра нор}tально разре-

lt!иного оператора. Эти результатч зате}r применяDтся в ý 2,3, где изучается нор-

r,rальная разрешиrirость и нётеровость общих краевь.х задач для систе!.t уравнбниЙ

лtате}tатической физики.

ý t. НётеровЁ краевче задачи для слабоэллиптических

систен диФФеренциальнuх уравнений

Пусть б С RО- оrр"rиченная область с rраlмцей Г класса С- n

A{Л, Of 0а) - слабоэлл"птrческпй в В оператор порядка (s,t), r...
оператор, для которого с)д|ествует цепочка эллиптических в С операторов

аr,.,..ар порядков (grr-so ),... , (9rr-8о_, ) соответственно, та-

кая, что оператор Дr- аr...QrД инеет порядок (Sr;t) " эллиптичен в

области Е, 3десь ýо=ý, 8r.,..,Sp, 9r,...r?р - целочисленнче векторч

раэличной минu, удовлетворяпцие условиD 9i I ri , j-- l. . . ., Р (см. fl] 1 .

0ператорч а, , ийерцие бесконечноrrернче ядра, дополниltl гранич|.ъ.ritи
l

операторани & , накрuварчlи"" 0j, iеr|,р7.
Полоlltим Dr=0o,..0, "

R,
RrrQ,

Ь; ; .. i,
сг

в случае, когда все операторч ai сопрово,l(даотся краевUни чспоь"лr" R17;

если ).(е какой.либо оператор 0N и}lеет конечно}rерное ядро, то соответству-
п

пцая строка в tlатрице 0, отсутствует.

Слабоэллиптический *"p"rno / степени t>0 япrппrяется краевчни ус-

ловияlлч В" , число которнх определяется разнерностьD -V,t) пространства

,рГ

+
rаL речlений следуюrцей задачи на полупряr.ой Z>-0 , определяеr4ой глав}ý-

д
}lи частя}tи Ai "rc il' Фператоров Др " СА порядков (Lp,l) " C,t)

i'rпtrl =- А; (у,i,r*$1,г (у,о , z)- 0,

(ф)' u 0) = Oil" {у, оt+ l ft) r Qз;0)- 0,
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[(y,Tiz)-0, z **фt (у,т)е Г'(r),
Еслп lfl|tУrt)>0 , тосистеr,iа

Д (п, O/аdчlр1:{1оl , ое0,

ДОПОЛНЯеТСЯ КРаеВЫr.rИ УСЛОВИЯrirИ

к>Ко,

(1)

(3)

(эта ситу-

(4)

В(а,а/аr)ч@)|r-зV), frГ, (2)

где В - (о r|) -^"rрп"r-й диDФеренциальюlй аlератор порядка (6rt) 
"

коэФФициентаr" *n"""" 4* " о*р""rr.,"r, / п L2rП(УrФ,
}lH говорин, что граничнuй операrор./, дололняст слабоэллиптический

оператор А , если граничнuй синвол оператора (Др, СрД rДr)rSоrr"ri слева

[Z] , аочгпни слова,.iи, если оператоо litу,;Г*lо!) на пространс,.. ta}
имеет тривиальное ядро. Докаэчвается, что условие дополнительности не заaи-

сит от проиэвола, которчй и}tеется при вчборе операторов 0i " 
Рr7 ( 

"r.
L2] ).

0пе.ратор Q,= (Дrlг) краевой задачи (t) , (2) нн изучасrr. прост-

ранствах С.Л. Соболева

Hn'(0)(il- 
f*ot,r, '

,д. KePl, ко- tttfic tl;,cr) r / !., H*rtt|), Н^-'(0) , Hi!'irrl -

пря,.ruе произвеАсния noo",l""|,. W;tilCl ,, Wi-i'tCl , \ti4-1'r'
соболева.Слободецкого, а пространст." Hi' ( Cl определяется эекторо,.i

и операторон (DрrСг) , 
" прпоr.йшtей ситуации, когда ядро оператора

конечнонерно и, следоватепr"о, ara,"p"rnp f,. отGутстзует

ýr

лр

* =l!,),HЙ,

ация в основнон будет встречаться в аальнейцих прилоlrениях) состоит из обоб-

ценнчх эектор-Функций fr таких, 
"rо 2r[ < Н 

*-"( 
0 ) i полунорна в

этон пространстве (которая совпадает с нормой, есл"К!Ц|r=/) nno*.n^.r-

СЯ ФОРНУЛОЙ

= lЛrrlнl4r(С) '!лl
Hf,'rcl
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В f2] докаэана

Теорена 1 . Слефмще !лвфен|л экеаваленпна:

al опецпор А поряака (9,1) uпбоэмuпlп,шен в F ч еwнчцный

оzевmоо J, поряйtа(+t,t) doюrt*a,t Д j

Ф сgцеапвуаtt прооlwнаlво Н{" О 7вкое, чпо оflеипlор (3) шleatt ле-

вай реещяwзапор;

Bl суtщеспвуепt проапрно|lоо Hf,"tCl ,,r.'oe, чпо опе mор G) wеап

конечномерное 1Ооо u заjаtснуrтUю обtааtъ значенuй;.

е) сццеспвуаlt проапр'спво H[*tCl пакое, zuпо OtB оrrер^ор а
вапалмапся апwорrlая a4 eHKa

I u| 
н 

*ц Gl-. 
с (l /, l 

н;* tcl 
+ l Вru| 

н 
* l-! 0

a

+>
'о,'r,,r,)tjro

пwчеJvl пооlлоянная С не завчаlп опl U u Ц2Ко
Что касается коядра .rn"o"r.rp" f краевой задачи, удовлетворяшlей ус-

ловио а) теоРенч l, то в общен случае оно бесконечн(церно. Напри}iер, если

число краевь.х условий ф>пL|rt),о.э^ерности npn"ro"""r"" И,+ или если-д

m|ур) не постоянна "" Гl(г). В последне,.r случае после дополнительного

изучения nn"p"rnp" / 1,1ожно указать нётеровн краевые эадачи в областях

специальнuх Форн. Некоторые из таких задач ,.iH рассr.iотрим в следуощен параг-

раФе. [lоэтону естественно ограничиться случаен, когаа 17(УrТ) n.cr.,"*ra trа

Т'(Г) , и предположить, что t-пL. Имеются различнче }iетодu изучения ко-

ядра оператора (3)

р
l . Построение правого регуляризатора

Напоннин, что слабоэллиптический;;"о"r"о r{

справа к коэллиптическоr.iу оператору А =Да'.,,

по..tоцьlО цепочкИ коэллиптичеСких оператоР ов q'it ,

",n gi 2r' , j= 
'.,,.,d, 

to= t (сн. [rJ ) .

порядка (Srl ) no".oo",

ad' порядка 1s,td) "
порядков Fijnr|,i ) ,"*"r,

'Ъ, *Q.,..0d',

0I оператора (3)..

Еели речlенис Ц

то векторtФункция [

задачи (1) , (2) инеет вид ц=]
удовлетворяет задаче

1з2
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Аф n = An"'n rnr:| ю) , се0, (5)

В:'',, = .0Пф,г@||r=уIр; у"Г, (6)

,о, 
"n"o",-"{ 

i* l""", 
".о"о:!- iо,Jф ,,l"* "",оrо,о убедиться ,ld>l .

в силу коэллиптичности оператор 
" 

Аф внутренний си}lвол оператора

rри"а f3] эадачи (5) , (6) обратиlr справа.

Расснотрии теперь его граничнчй сиивол. Нетрудно видеть (cr"r, fl , ý [l),

что он сrбратим справа, если краевая эадача на полупря}lой z20 l

i!'n, 1rх = Al' v, ie+rЁ)roQ,r;z)-lo(!,T;z), (7)

j!; n ul = D!d'ty, it+ч h trо ({,с;0)=р (у,Ф (s)

разреuи}rа для лtобuх УrсiiОr' "У€F' в 
:а'.аой 

,n"*" (!,d<Г'(Г)
и ее речlение {Г, принадлежит пространству li О Е r т.€. ко}tпонентч век-

,ооа LГо равнu нуло поп Z < 0, принадле).(ит классу С* при Z 2О ( в

частности, и}rеют пределu пр*я Z - + 0 ) и убчваот бчстрее любой степени Z

п9и8* f оа вместе со всени своиl.tи производнuни (см. 131 ). В силу _"nnnn-

тичности оператора Ad' on^ лобоlt {о суцествует частное оеuенuе lГо сис-

тенч (7)

задачи (7)

Поэтому разрешиность задачи (7) , (8) эквивалентна разречrи}rости

, (8) с {о=О.
Как показываот при}iерч, раэрешиliость этой задачи иногда обеспечивается

условиеи дополнительности на nn"p"rnp .В_ . 0днако в общен случае коэллип-

тические nn.p.rnp, Q'i' , а следоват"rl"r.,, и оператор jd' nr"or 6ecKo-

нечнuе ядра. Тогда задачи (1) , (2) и (5) , (6) не эквивалентны, и,4ожет

случиться, что коядро оператора (3) конечнонерно, однако граничнчй сиr.rвол

задачи (5) , (6) необратим справа ни при *"*", Л- , дополнякlцих оператор

At
В этоя случае задачу (5),(6) следует дополнить систеr.rой однороднчх урав-

нений

9)Еt ,O/а")tr(ý) = 0, сеG ,

1?1
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и краевнх условий

F (с, Olаr) uta|n = 0, (1о)
ll,

таких, что система Лd'U = U остается разрешиной относительно / дlля ло-

бuх 1l , удовлетворяDltlих, вознонно, лиlль конечно}tу числу условий ортого-

нальности. Условия (9) , (10) ,,tox(Ho отuскивать различньaми способаr.rи. Наприrtер,

в ý 2,3 нU получиl.i эти условия, приравнивая к нуло главнче части операторов

DpADd'[ ",8!'r,
LOрl2d')о[(о)-0, (11)

-dl3)"' t tсllг - 0, (12)

где _0р - оп€ратор, пр"вод"rцпй z4 " (Sрrlr) -эллиптичес.ко,,rу оператор, Др .

Всли (S/ ,, lo) - порядок оператора -DрА-OВ', то S;>$p . в случае d-/
ввиду коэллиптичности оператора 0' , условия (9) , (tO) r.rollHo получить

нетодоlt, указанFшн в работе ft] . Нь, скажем, что условия (9) эквивалентны

условиян вида

рА'd',r - pf , (1з)

где Д- ""*.rr.rрый диФФеренциальнUй оператор, если из уравнениЙ (5) , (9)

следуDт уравнения (l3) , и обратно, из (5) , (l3) следуот уравнения (9) .

Qтнетим, что главная часть операт n " PAd' определяется r,iладlлиl.tи члена}tи

l tdl
оператора Д

При вuполнении Kpaeвtx условий 1l0) главная часть граничного оператора

(6) также Ёохет неняться, например, при условиях (l2) оператор 161 имеет

вид

B}'' nl, = (вd' -.0 dl
)

,

tг ,, (14)
о г

и его rлавная часть порядка 6!, t ) опо"о"п""тся l.tладц|и,.rи производнчми

.,n"o"roo" ,}d) , так как. l a Bi < ld.
Предполоrrин теперь, что внутренний синвол оператора (5) , (l3) обратин

справа и что среди onepar.rpoB l5, , доп.rпr"*1rrr. / , суцествуDт опера-

Topu такие, что граничнuй синвол оператора (5) , (6) , (l0) , (l3) обратии

,l з4
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справа "" Г'(Г )

l,|ч скажен тогда, что такие операторu удовлетворяDт обсбценнму условио

лопатинского.

.3амечание. Во всеХ pacc1.loтpeнHb.x ниже при.{ерах обобщенное условие

лопатинского совпадает с условие..r дополнительности. 0днако в ofueдr случае

этот вопрос остается откштчн.

Пусть операт 
"о 

В v удовлетворяет обобценноl,tу условиD Лопатинского

да правый регуляризатор задачи, (l) , (2) строится в виде *пrпп"пцпп 2

' аrфR оператора Dtd|: а,',.. a'd' и правого регуляризато о" P/dlR

(15)

ГАе П- it
Тогда имеен следушlуlо цепочку отсrбражений

Тог-
d)

х

зада-

чи (5) , (6) или эадачи (5) , (6) , (l0) , (13). Последний строится, как

обычно, в два этапа. Вначале строится локальный, затен глобальнчй регуляриэа-

тор. При построении локального правого регуляризатора решается краевая эада-

ча в полупоостранстве для оператора с постоянныни коэФФициентаl,tи. В отличие

от эллиптического случая (см., наприrr";r, ГS]) мы оцениваен не все решения за-

дачи, а толькс те, которые заранш интегральнu},t операторсrи Пуассона с ядро}r,

aнраlfiаloциr.ся череa} канонический баэис. ,d

пr"r" Й 
П'Ъ] 

no.,.ro"*.r.o вектор-функций из Н'*ti)), удовлетворя-

Еч|их условиям (9) , (l0) , и Ё;iOta - пространство вектор-Функцпй Ц

представи}rых в виде ц=Dd'!г , ta/jntoO). Из разречlи^{ости уравнения

D"i = u для лобuх цеН^*t(G)в поостранст ". fi"*tОtL) "'.оу.r, что

H-*t (ы с Ё;:t (е) . H"-o*r (с),

lgi- 1i 1 .

d

Hi'' tcl н*'" ( G)

(E сФ

н
*-l-t (г) н*lп-!(г)

Следовательнп, nn"o"roo @ 
R

H['tcl е H*et (г),

" i;r rcl ! i*"(с). (16)

определен на пространстве данньaх задачи

Так как оператор Й в,пространствах (3) HHGeT лсatй регуляризатор
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l, l,а , то, расснатриэая ко..позициF JИ а.а , лсгха уборrтьсl, что

ШR - а! + l, (17)

где /V. -"p"rnp Грина порядка -ф, а такfе, что различ}ý.е правче регу-

-o"."rnp, drl " d: отличаDтся на оператор Грина Дl, , порядка - оо:

й,'=й! +l/,. (18)

И3 соотнс{rений 1|7) вытекает, что слератор d' пrоr""чен так,(е в пространст

вах (3) , а из соотношений (l8) , что n.o"roo ClE по с)ществу не завrсит

от произвола, которtй иriеется при вчборе оператороa 

''d', 
Е " F . Такин

образоlr, инеет несто след}rр|цая

Теореrа Z. йерrgр d, эаfuчu (r) , е) нйероо.в проопрнсltaа,

(3|, еqu **"р Д qабоutlчtrпlr"r 
" Е, о rr"gr,,ор.Oп уОовлатво-l

ряап ффценному уаJlо€tло Лоttапtнс*оео. Есп,l обфлtенше условllя Лоrлалансlсоео

совпаfuп с усr|оац$а iloпoltHutltettoHoaпr, lllo усJlовllя пеореrй явllяO|rся llot@

неабr.аdлап,l 0м нЫероаоопl оперпов G|

2. Другd способ изучения коядра оператора (3) состоит a исслсдоввнии

iдра сопряrенного операт оее att отнQситеJrьно скалrlрного прои3ведения в

Lr(a ХL2(Г) tcH. L6,8] ). 3дссь 1,1u нс буден останавливаться на HGH.

3, 8 конкретil.х принерах красa}aх задач ,.rопно также приненять нетодu,

разработанкJе э работах [Э.' fl .

ý 2. Краевче аадачй мя стационарнuх систсr.i }lаксэелла,

кристаллооптrц, , пх обобценпй

!. Систена ураэненlй }lаксвслла э однородной и изотропной среде

Q,р,о-ООПаi, с-l) иrсст .ид Пz_l ,

wt H - rE; - 4п"Е =4г4Р'" - ut r+рНi - о,

odilE:4пy, dMH=0, (p!*6dinE -- di[i'o).

В [1-6J она приводится ках прицер гипефолической с}iстенч с кратl.ё.r.lи харак-

Teprtcтпкaнl. Рассrrотриrr следуЕOlуD систеr,rу:

R

?

t
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utu,+\ur- f, , d о" +Л,tlJ| - fu , (1)

гае ?vrr?breQi ЦrrЦ2,1 rf, - трGхнGрш.е .eKтopr.. Систав (l) при опреflа,

лQннr.х ?lч " fuz соrпадает с систеной йаксвелла м, установиэшихсl процес,

сов, зaa.lciцих по закон)/ еidt . Полоrин

ч- (ц,, ц") = fu'I,,,, ц'О' ), f- ({r,f, ) - (f"',. . ., f'"' ),

?ч,,?v2 + 0,

то система (l) слабоэллrптична Gтепени 4. Действительно, п)/Gть ý;t) -
=Ц|Ъ). Тогда главна" "".r" /о nn.o"ro* / систенч (1) инеет виА

до=tr k).
Легко видетьr что нихеслед}rшlий оператор 0, lr" ý 2)приводит *.о.rоо /
к эллпптичеСкоиу операторУ д, поряАка (0, iTr) ,

Систена (I)

Но если

0

Q,- dil
Iз
0

цlур краевур задачу:

А,, а,Д -

'tOt furI,
L,fu 0
fo,r, ,ut

0

tl l -it-,Jlrl,

нс яaляется эллиптической при лэбоr зчборе пор"д*о" (q,#.

(з)

(2)

rз

0

0

(4)

(6)

0тнетин, что опрсделитеr!ь полного синвола .'{(r) .r.r.*, ( l ) еаэсн

ЪrЦ(t€fuЪ,i2f. n.r*o убедиться далее,что конплексное npo"rp."rr.o йi,
-Й+(Аr) систеr.ý. (|) порядка (0r,Ц) д"у".р"о для rпбgх (у,с)еr'(r)
и что его баэис ииоет вид

Q, (у,с)е-'"" , а

изучин для систенч tl) поряяка (ýrf) в ограниченной области f,

G

(,:),
(5)

об-
J

з

ВЬ,0/0о) ч @|L, = (8,ц+ nru)|n -rq), ! е Г,
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rдеj-(Вrr6") матричшlй (7,Хб ) - диФФеренциальюtй оператор скалярного

порядка f >-0 ч векторного порядка (lrl) . гладкини комплекснь.l.tи коэФФици-

ентаl.tи; Z } 4.

Пусrь (ýrl )=(0r,Тr') " Во - ,п".""я часть оператора В порядка

tl.irl. В силу (.5) , оператор lR дополняет слабоэллиптический .,n"p"r.,p 14

системы (l) , если

шчВо$,о)Qr(у,с)=э V{у,чlсг|(Г). (7)

Это условие вчполняется, напри..iер, , Р=0 , если заданн проекции векторов

U| n Uz на действительнче векторнче поля /rtyl " {rYl , ""rд. "" Г
не выходящие в касательнуD плоскость (l i']# 0) Э

[, ,U,lг- {, , l"' U"|r- 3, , (s)

в частности, no" t:tr:9 (с". trZ] l . 0но вчполняется также, ..n" ". Г
заданч касательная состовляшlая вектора //, и нор}tальная составляlоllая век-

тора (r(, :

(u,)tlr-3" Q",]=0), l,ч"lг-h, (9)

йл'л еслп заданu условия }l.Л. Лсонтовича fl8_1

Вц)"- ф (tl,rrllг=9, r)l" , ф# 0, (1о)

или Аля 3адачи, рассl.tотренноЯ в [l9_1 :

(lхцt - Х,lхu2\|г:9t, fr,i-0,
l,(Хu,+u2llг-з", Д,+!i. (11)

3десъ " х " обозначает векторное проиэведение.

Если 6=| , то условие (7) вчполняется, наприиеDl для краевой задачи:' ([r,fu - с"(у)ч+ с,2(у)ц2)lr-з,,

Vr,* +с2|(уlu,+сrr(у)ur)|r-h, ""
если действиrелrrце iецrо1u d,r lYY "rгg. ," Г не эuходят в касательнуD

москость Gi.r{O, l-t,,..,4) , в частностп,..п" /r.:9
3адачс (|),.(6) сооJaaтстaч€т._9t-Daничсн}uй опqратор в пространствах:

)
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G)

Ц,-Ц *VЦ Цz=[ztYI[2 l

подчиненнаа условияй

Hnl,
Ф , к>Ко,

н *6,t r)
где простран 

"r"n Н!.'0' (6/.n.r.n, из таких ве{торов fr,fraH^(G)

"rо dir f , " d*'|, также принам "*., Н* ( G),

Имеет место следуDцая

Teoper.ra 3. lТw L>2. aanoBtlя Ql , l?l HeoбaoOuta u 0оатппоцна 0м

нор.алDна7 wзраlц.l"lос7лч *щr-щ d, е проотр,нстлlоаа QЫ ч конечнамернос-

па еео яОи; прll |,=2 ilпl 12 усllовuя необrоОutа u Оооrаmочна fuв нЫеро-

воопt опеwпор Й, . Batu f u Р uз QЗl TElKoBd, чпо заfuча (Z) , (О)

разраl'ьа, по лtфое ее pale'ue пplнаОлыuп проопWнопву Н**'( С),

Доказательство. 0сновная часть теоре.{ы вuтекает из теоремы l. При

L-2 , нетрудно дока3ать, что условие (/) совпадает С обобценныl.t условиеli.

Лопатинского. !ействительно, занена

0,-(i),н^*ЦG)* (1 з)

( 14)

(15)дd,(t)- Д dr(a)-0, te0, B"va)lr= о, Уа)=
Yd,

Yaz

привод}lт задачу (t)r(6), удовлетворашlу|о уславипм (2) , (7) , к эллиптичес-

кой задаче

wtц, furvtttr+Ъrtгr-|,, rtц, fu,Vц+ fu,ч=|п

Ъ,d,ir Щ, - йг{r, хu2diIц - diпгf,, (16)

Гtst +ts'ч,rгJ|, =у, (3'= 8-В0 ),

(Lova)!r=g (17)

со сваэаннции правuни частани Cr-dio{, , {r-fuf, ,9.1-?c-0' , прп-

чен порядок эллиптическоа при X,,rLrfQ сuстеrч (16) равен Os.rTr) , " 
noo"-

тэ



док краевых условий ревен ({|lЧ;Тr1. В сrиу (7) она удовлетэоряет усло-

вио Лопатинского. Действительно, пространство Xil,* a""r""u (t6) определяется

следушtей систе},rой уравнений на полуосп.Z 2 О

шt ri +X"ri u!= 0,

di[ u| = g,

|оп конРчномФна е яOра,.

,Расо,lотрин теперь операто9

il u! * lbri af_ 0,

dfu u!=g,
t,l6'1

0чевидно, что комплексная разиерность П|rl р"""" Ц (легко вь.числить его ба-

зис, однако в этоl,t нет необходиl.tости ). Так как число коl.iплекснUх краевых

условий (,t7) также равно Ц, то условие Лопатинского совпадает с условие.,r

накрытия, при которчх систена ( I6') с условия...iи

lБr%+Вiiчr"J|ч=о=0, (Erva")|r=':0 (17,1

инеет только тривиальное решение. Иэ (rd) ,^..^ f,ЦУО-f , откуда tlГО=U-'С''Z.

Подставляя это'значение в (l7J и учитывая y"no"n" (7) , получаен ai=ar|-g.
Но в этм случае система (t6) , в силу (4) , совпадает с систеr.rой, определяr.

rоцей простра "cr.n |lL! , и иэ условия (7) следует , чrо уf,= tЦ| - 0 . Что

и требовалось доказать.

Следствие | . Зафчu Gl u 0,2)dля сlлспемй 111 нЫероеа в ..yvwlllbцdwпl

мr Qзl , еое l --Z, ко--0 u 6-4,ко- | соФlлвапспlвенно.

Следсвтие 2 . Нц,евае мdацч (9) - (r]) фtя alanela ( 1, )HopMl,toHo рэре-

чл)r,й в проаltр,нолtsаz l13l , еОе l-(Ц)rQl,r7r), соапвапапвенцко=0 ,ч urle-

д систе..rы (l) в других пространствах.

. Тогда операторu Доr8, ипчсть f _ (Zr,Тr), S- (-Ъ,Ц)
Ai=(Qrl), ,n"*, 

",'а,

lrot trJ, \ tn'-[0 шl/,О'=[
rб Lrr,

й
0

ut
0А:, =

(18)

dr, dit t

14о

l



(, отличrrчй от t3) , (4)), причен crrcpaTop /2 порядка (S"ьh - (-$rTr,-l:

Zз , Тз ) "ппrптичен, 
так как ЪrХ2f 0,

Легко убедиться, что пространство ?П; -ПftАr) n.-np"""e'y дву}.ер-

но для лВх (уrt)еГ'(Г) , но его базис тепеDь и..rсет вид

Q, ( 
|,t) е-'"'" n Qz

с)

0

iЪr г,l
lсl (t

(19 )

l22l

(23)

Псреходя к расснотрrнио.краевr.х задач (6) для систеr.rч (l) , отrrетин,

что в этол{ случае главная "асrь Во onepar.,pa J порядка (6 l2rrТg)
такх(е отличаеrс^ n jo предндщеrо случая: в кахдой строке Eo-(iro,8!)
,ненулевне операторu в

-оторч g Д2

В: инеDт на единицу большйй порядок, нех(ели опера-

В сплу (19) условие до{tолнительности теперь имеет вид

|,otlg.B0$,o){Jn(y,t)=2 Ygs\еТ'V), (Ю)

Оно вчполнястся, напри,.tер, для задач (9) , (l0) ,(t2) , а такх(е 
"rn, "" Г

задана только касательная составляпt|ая векtора tl, :

tu,)т|r - 3, Q",l : О1 (21)

илп если 3аданu норнальнuе составляпцие a"*rnooa lL " Цz :

0u,
\r:!, l,ц,ч

0,1 г -?,
3амечание. }lHolrecTBa 3адач, удовлетэоряочlих условияl.t (7) и (20) ,

различнu, так как эадача (2l) не удовлетворяет условиD (7) , а задачи (lO)

(l|)- условио (20) , хотя и и..tеDт непустое пеФесечение, ибо задачи (8) ,

(l2) и (22lудовлевторloт обоим условияи.

3адачс (l) , (6) соответствует тепaрь ограниченruй оператор
(

0drl нК+е'Т)(
Hi*t6,4l 

",с) * ФП'

H^'l-t (г )

f,
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причен пространство Н 
#(Ъ'а')(С) 

"o"rn", 
из векторов 7, е H*r' (0 ) о

|r. Н' (С) ,"*nr, ii" ai,n\, с Fl*r' (0 . Аналогично теорене 9 докаэч-

вается следуощая

Теорема Ц. ITw t> 2 услов1lя Ql , QО' необrоОч.а u Ооаtппоuttа dlя

Horт"olto н ai g зращ.|лостu оlлфпоw ft'2 в прооIр,нс7ллваz Q3) u Ko+ell.Hal4epшoc-

|м еео яОв; прl il=2 зпш re ус!ловlл необrфшq t,Оостапочна, Ом нiЬперо-

воам оrrерr,ор 0l, . Еоrr, {
раэрад)}аr, по лбое ее раденuе

1r."i. u,е НО'(а, а ц2сН'r'(G)

u f uэ (23| Iаковы, цпо заф,tла'(l) , (6)

|J прt,ам*u' проапи,""*о /r,l?":|')(C)

).

с условпяr*и Hq qункцио И .;

ДtП(а)=0, ae?t 'lr=0 
(25)

Так как иs (25) слсдует, чтоЦ|(g)=Q Ь 0, ,n краевая задач. 0 ) , ( 6) эк-

вивалентна следушlей эллиптичGскоЙ задаче со связаннu..tи даннu..lи:

utц + ъrq=|1 , ъ,dмц:Й,rf,
utЦ + ?b,v tt * Ъ,tг,=/, , (26)

Ш,ц+Дrr)|r=у, 0lг=0, Q7')

причен порядок эллиптической лриLl,fua# O,э"оr"лu (26) о".., (S'; l') =
=(-\,0r\4,7r) , а порядок краевчх условий o""""(6';t')=6,-ti?r,7).
Так же, как в предuдуце}r случае, дока9чэается, что !адача удовлетворяет ус-

ловир Лопатинского при !чполнснии условий (20) и а=2 . 0тнетин anle,

что уравнение о5) следует из 06) i

Uа TeopcMu. 0 BuTeKaeT

Следствие l. Нр,евае заfuчч'(8) , Q2l ч Q2t dtя alctnet"B l:l ";-
llрровы в просr,tр,на|lвах Qз) , еае t= (2,-/), Ко=0; l= F/rL), {о=/
u {= 1-1 ,-|), Ко= 0, соопвапспвенно,

рассrrотрим случай, *пrд" t= ПrЦ), Р>3 , S= Ff ,Vr) . ТогАа
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(юFр.торu АоrOр " Д;=(0рЮо и.iаот виА

' 

- (; 
';;), о,=[

причеri оператор

вид:

Др пор,дка 1-Ц, Р=r)r, t-p;Pr,79 )

is0
й L,L.

0dи
, А;= (28)

?чЪ2+ 0 . Систеr,rа (t) в эт(н случае эквивалентна систене

utц+Ъ2Il2=/,,
(Д -vЙл) u, + ъццt - \|r- df, ,

fu,ditu, - dЦf, ,

которая распадается на эллиптическ!D систену (JQ), относительно U|

нение (29) для определениi U2

эллиптичен при

(э)

(3о)

и урав-

(з1)

Вэиду (28) легко видеть, что базис nporrg.""r". .//[j теперь иr.,tеет

d*!
Q,, (:

Следозатсльно, услоaие дополнительности,на оператор (6) порядка

бlРr, | ) состоит в тон, что

шIч а0 $,ФQ, (hu) = шпп .Si tу,d)@ ч),f)=2 Vrроr/(r), ,rц

'о. no " а: , главiФ.е части операт oon" i " 4 соответственно.

Это условис вчполняется, в частности, для заtFч (9), (21) , а также когда

"" Г 9эдана каGательная состоаэля0llая наклонной производной 0Ц!

..n !,g|р эсаду ," / ; 
наклоннои проиэводнои 7r t

l#)r|r = 9. , pr,l - 0, (зз)

0

3анечание. t{нопсстэа 9адач, удоaлетворяшlих условия..l (7) , (20) и

В2) , зсс ра9личl+., хотя и инеот непустое пер€сечение (задэча (9)).
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3адаче (l) , (6) теперь соответствует оператор

_ н^+сгл4)tс)

шр, н** 
(FЗ'|Э) 

161 -* ;' (з4)

нr,t,!(r) ' 
K2K4l

где простран ,r"n Н}*СЭ'U"(С)"п"rп,1т иэ таких векторов Р, е Н"" { С) ,

lreН^G),,,," ilfr_ utf, еfl*T 
2 

@, din{rr r,*r| (0)

Аналогично предчдуце.,iу доказь.вается следуЕOlая

Teop,er.ra 5. Прu 7>2 усrловuя (2' , (32| необхо0llла u Оооtрлюцна

Оllя Hop,ta,ttoHai wэрашлцоап, оrrеwоw а, в проотр,наllваЕ ( За | u конечно-

лерноФа еео яО ; прl |,- 8 эп"l re усllовtл необооОwq u Ооапmочна Оtlя

наЕровосlпl *"рлор fl,, . Batu { u |. uз (34| mковd, чпо эаОа,lа (7l ,

(6|wэралш.а, по л'бое ее panle*ue пw*М*' прооIwнаtlву Н*tЙ'/) (е),

Следствие 1. Краевае эаfu,чu (21| ч в3l ам сltс7пеJ.й (1,| Hopщ,lzoHo

рзрапrд,а е простlр.наrtва, (34| , еОе l-(й)r(/т)з l coolloёlllc7llBcttHo,Ko-|,

ч чj4аqп конеtlноilернае яор,,

Рассмотриrr, наконец, случай, *..д" /= (trLa, /rlr2),8-б, . Нет-

рудно проверить, что операторu

r,

Q,-
0 Б:dм

Iз

приводят оператор

с главной частьр д: Ёида

0

0

0 rt

020,о0,

,0

0

00fo20

!t
(з5)

(з6)

над полеи коr.lп-

а2

0

0

?u'rй

n: -V

00ъ| 0 0r-0, oQ
Д * И, t ) -"пп"пr"ческо..rу оператору Дr= Qе"Д

с а
Г",

0
0
0
0
д

0 -0о

40
а2 0,

а, 02

00

, Е

Легко убедиться, что разнерность ПlУГ\ пространства r?r:
}
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лскс}ilх чисел равна

2
m(у,о) 4

dr=iTr- loltr,
, dэ+ 0,

dэ= 0,

а сго базис инест в}ц

(37)

(38)

(39 )

(Zlo)

lq
ь

(;

0
еэ

0d0
еrОа)

-ltls

) e-,zlz dg+ 0
,

е d, aQ

ПрGдполоlrин, что сбласть f, удовлетворяет условиян:

а) е вчпукла относительно направлений, параллельнuх Q-brort1
, ее проекц"я .1В на плоскость 4=0 диФФеоноDФна единичнону K9y|'yr

бl в Ц СГ ,,а" Ilr=!,eJ= 0 , и}tеется кпивая / , на кото-

р}Ф внутри а нохно натянуть пленку ý , задаваенуо уDавнением .Уr:
- Ь(а' ) , .о" S(O')' С**'(а) , ( - нецелое, больоlее нуля,;2'-

=(сrrt2l
Сис.тена ДrU= 1rort , эквивалентная, в силу (35) , систеr.rе (t) ,

ин€ет втд

шt u, + xrur-f 1 , dM u, * л,r'dhrtт

x,,tt, l ,tц- {. , diu u, - лr)' dfu {, ,

АчЫ+ ъ,Ъrt;t3'- F, , Fi= Lr{u'- 4/О\ fur{Пlц'Ordr;t| ,

At/F'+ fu,x,,rt/c'-F, , Fr= ar/"'-4l@+ ц!'"'+ъ!lrdir/, ,

Напоннин, что вектор?Функцпч !!, " Цz и постояннче fur,Ъ, конплекснu с

нниной сдиницей i=rln . Введеи в расснотрение еще одну нни}rуD единицу

i |i' =-t), перестановочнуD с l, ч полоl..ин

0, - а0'+ jcl"' , tl]ir- tlo+ ;tl"a' , а - (Ц , arl,
(41)

Е= a,*joo, 0u-iШ,+jOr), 1 - €,*i€r,
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Тогда система (39) эквивалентна систеие

drц +1ъ,йr=ф, ,

1rtлг, + jЪrй, = фz ,

ф,=2iOzu@-/(D+ if"',
ф, = zi 0пU"'- /'" *i{'"',

ф, =-i lrtl"'-furuo'* i ъ/dfu{" Уt'l,

ф r--i l, tl"' - ъ,tJВ' + i ъ/ йt {,* {'",

(42)

(4з)

(44)

(47)

20;Щ -Ф,

20ua, = ф,

,

Нетрудно доказать tcM. Еt5])следуощее утверждение.

Леr.rма Пуспо t/'"| tt"' с С**' (Е) - фuксuрованнпе ра!енчя аrпвне-

ний (4с) , ко|поwе поdслtпвtлл,t 
" 

ф= (еr4) " Ъ(/r,/r) . тоеф dtL

рааенuй UI=(tlt,,urr\| *-"r- (42| , (43| класса Г*'(Еl ,о,rdо -п"пл ^"-о
абчее преOсттавленuе:

б"

уГъ,

iсrГъr'tч,' ,(:;")g-fu,Б\*,,"

еОе tPoT)=eo+iPo - проuзвалDнOtе аналlлlпlче"оrп " .{? функцuu KJlacca

с 
**i (а )' d; Бt е 

i Ч 
" Ч ! . Ш9 fuo= 2 Е, а =l 2, {Пr=ЩГПr,

йrо'(с)- rlIr'r(o| . lб. uiс,vТД Гъ,е-Ь"/& 1r 
\", h," rо,Бц' ; а по,гъ)dО'("'), 

(45)

|аь(оr-il,/-ъL,

\-'ftsiп(r,-t)Гцц

UГ = P,IZ) е +9е

o%l

0тделяя в соотношении (l4) реальнуо и r.rнимуlо по 
7

o'l(a' = ;[P:"o!P,ilJ\,* -, Н фl,)#

1
stdl

части, получае..r
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а
ч
ц

ч

(2t

(4l

u)

ý)

е,
ао

ау'
a;u+ilr,)(: (48)

,

rде комплекснUе вектор-ФункциИ в= (оrr,вr), Р- (РrrFz)

систене Ксцци-ринана

4no- lrh- 0, 1raol 4Fо:0 , п =/,2,

а (2 Х 2 ) -""rрпц" ,z1 , Д' и.{еот вид

(ГъrrtСr'|-Х),, гце-iЧЙ, \ ,l
n : 

\, п,еч{-ъ,, _iгlсrе-i"r,/-ъ,l,, f 
, Д:

tsru = (р,

где ,, С*-81Г 1 ,

tsа: (h Рr) ,

't!,0) +,,.+

l,e С*rlцР,

удовлетворяlот

(49)

a:,)u, 
(5о)

(52)

. 06о3начи}r

Лемlrа подсказuвает постановки корректных краебuх задач для систеr.rы (])) ,

(ЦО). Пусть, напgинер, N=2 в (6) и.п"р"rор J инеет столбц"Рj=О

аля j=1.2,q,5 , т.е.

.Bru = (pruo'+ рrо"')|, - ,(у), уrГ , (51)

и пусть f /- "аrрr,*r.,й (zrd_ диФФеренциальнчй оператор порядка (tr;t) .

l:
р', iln')|t : l.ty') , у'е/,

К - нецелое, O.,n"r"" ffi

3ададим дополнительно условия на

В силу (48) , эта задача распадается на эадачу (lrO) , (5l) в области

0 и задачу

ffY,) = Е tt),
K+l

i;-Ф:р; ),

относительно вектора (*rР) класса

Ter.re коши-Римана (49) , .д. дr- д|,

(ts;Аrts;Ц) l clQ, (5з)

(l?) , удовлетворяю.lегп э !2 сис-

- tr'| :

с
, д
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| - /о ft ,sr,il) V; t':,) - u:, (У;,) -ч;Шll,

Уqповие Лопатинскоrо задачи (lr0) , (5l) состоит в Tor,t, что

(54)

(55)

( 56)

( 57)

( 58)

dйR!, Q,d # о V q,п е Г' (г ).

Аналогичное условие для задачи 1Ц!1 , (53) иr.lёет вид

det |в 
" 

tt; t t а,, (lil - der (i,* i pi, p;t ор'r) + о V t е 0а.

Действительно, пространсr.п 3llI (над полем *оiпле*сrь,>< чисел1 ёистемы 14!1

двуrlерно и инеет базис

dr'r,
dr'r, )е-',,, .l

d,
и) : it-ltlý,

u)2

Так как olira!=o , rn ц),-!itlе .H"|ol=l/i ltl{0 , поэто-

,v ц)1 ,L02 10 ," Г'(0Q) . Следовательно, условие Лопатинского задачи

(53) состоит в невыроIценности на r'(0Q) ,.rатриц

G;\ * i,B'",tr) : Ф;t ip: Fj+ tр;)Дl .

Определитель ^"roru, Д, раве" -2ilГЦ, поэто,.rу это условие совпадает

с условие}i (56) 0тмети}t, что условия (55) , (56) совпадаDт с условияr,rи до-

полнительнос тч ) если Гз= l
3адаче (1) , (5t),(52) соответствует ограниченнчй оператор

Е
x+tr=V,)'' к)Ко'

,о. t о (1,1,2,1.1,2) , а пространство С! t|l состоит "з Be*rnon" flrfz

"" C'l-G) таких, .,," drrгl, ,4Ш|r,

+

ci tTl

'с'-'(г)
@

с*+! tl)
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Lrfn'- 0,|"'+ъi аrdи/. " 4/"'- 4/"'* пiаrlи/,
такхе принам"*", f,^(f,-) ; ,(- нецелое большее Ко-ПИlаtd,l,d.

Итак, иr.tеет место следуп!lая

Теорема 6. Пуапо облаопо С уёоелаtворяап yclloBl)я.l|l а) , б') , а

эафча (l) , (5r) , (52l - yclloBlлr4 (2) , (55) , (56) Тоеfu, опер.ор а
нЙеров в fФоапи,нсlлtsаs |58| ., Ec,ta заОаrла Iпзрацлrа, по .rлобое ее pa]Jeаue

пwtайцllп tросlпр,налlву 0П'(F) , (п.е. чУ'е C'r'(E) ом
j- 1,2,4,ý; tl"', ч'О'€ Cn' (G)),

Условия (55) ,(56) выполня|отся, например, для задачи

|, -?,U"'l, - 9
(6)

ч (9)l,

u"'|l= h, , u"'ll - l, , (6о)

При этсrи задача l|ирихле (qО) ,(59 Фредголь}rова, а если L77[,r raKoBo, что

одt{ородная задача (q0), (59) ииеет только тривиальное решение, то неоднород-

ная задача безусловно разрешина. Оппеаелитель /1 отличен от нуля, поэтсш.rу

задача (53) , соответствуп||ая условияr.r (6О) (l!r-r, , В'в'0 ) , сводит-

ся к задаче <d) - /''j Ё Ф , te 09 При этоr.r неизвестl+lй вектор

(ц,р) в оАносвязной областч l? определяется оАнозначно, если задать

P{tol = С в некоторой ,n"*. to е 0Q , что равносильно условио

tJ"'lpl -с, , ч,U'lр)-с, р€l, с,,сrе 0, (61)

Итак, l,tu приходи..t к следушlену результату.

Теорема 7 . Оrtщпор Й MOattu (l) , (59) - (6r) foeOeallot"loB в

проаlIрнапваЕ (58| , еОе l =-(Z,е) , Ко- 0 Eanu -LrL, не явмепся coбcttt-

Betчalll значенuеJц мфчu fupumte Фtя опер,пор, Лап.tаа,, по зафtла (l) , (59) -

(61l беэуаПоВнО u оОнозначно wзраrul*а, а ее paleцue прltаdлаltn просlпр.нqп-

"у C**t (Gl, t = U,1,2, 1,1,2) ,

Таким образон, вuбирая по разнону бекторu S " l , },tu показали,

что задаче (l) , (6) соответствуот различнь.е нор}rально разречrи,.rне и нётеровч



операторu 0I , действуощие в пространствах (l3) , (23) , (32) ,(58) ,

при этоir условия дополнительности (7) , (2о) , (32) и (55) , (56) также раэ-

личны.

в эаключение отr4етиr.t, что краевые задачи для стационарной системы l'lakc-

велла изучались раэныни автораr.rи (см., напринер, flО-'l2, r7-20_] и дополни-

тельно ссылки Tar.i ).(е ) , которые рассirатриваloт ее как переопред,]!еннуо

эллиптическуlо систему. Следуя [l6] , ,.rы расс!rатривае..r ее как определ!,lную.

но слабоэллиптическуlо систему, и в тех случаях, когда это воэножно, получа-

e}r теореr{ы о "ётеЬовости задачи в других пространствах.

2. Систеr.rа уравнений кристаллоолтики Е16] :

шtЕ+рUu#- о, LOtH- О#=о,

еs
Е2

е|I 0
(52)

Рассмот-

l,

где F, Oj - положительные постоянные, обобщает систеriу 1.1аксвелла

wtu,+a2@)tl2={l , utttr+a,(a)U,=/r,, (6з)

rде а,(а) - квадратные коr.tплексные !rатрицы класса С*(Е), которая являет-
l-

ся слабоэллиптической при условии эллиптичности в 0 операторов dMar{ClV'

{.a,tol-€ *0 Vrr,El еГ'(Е), j=|.2. (64)

l

Стационарный аналог систеr.iы (62) {для установивtлихся процессов) очевидно со-

дер).(ится в этоrr классе систе}r. Для систеr.rы (63) справедливн аналоги Teopelt

3-5. Приведе}r один из них. Пусrь (9.f)= (бrrГr) Тогда главная часть

РИl.i СИСТеМУ ВИДа

оператора (63) совпадает с (3) , .,n"p"r.rp Р, тот же, что и в

вательно, краевой задаче (63) , (6) соответс,rвует nn.o"rnp ýl1

вах (l3) Базис npnrrp"rrr". Тt|rl и!iеет вид

1цФgе,' ; \| о ,1tzl nezz f l
\

(ц) Следо-

в пространст-

(65)

15о

,



где ci|i' = itr + ej t , 
"i(y,f,) 

- корень ур...,l€ния

(ir + 2r) , aj Qt.( ir+а|) = 0, у, Г , i-| 2l (66)

. Rе ej a 0 . Условие дополнительности на .,n.o"rno / 
""о"а*" $,|)

состопт в To}i, что

плц В| tу,о'п1 u)"',ts! (y,d"') tlo)-z V ry$)еr'(r). (67)

Этиr,r условия}r удовлетворяDт, в частности, эадачи (8) - (t2) Так же, как

теорена ], доказывается следуOlцая

Теореиа 8.ITw N>2 yclloBlл (64' , (6?t необgоОtч"а u Оостtппоцна

ёлв ноgалонаi рзращл"lооfu оперФfu)р, 0Х| эафчч (6) , (63) в проаlwнсlп-

ваа (13l ч конечномерносlоl еео яОр; прч |-2 эrп,,. Iе усrlовltя необrой,ч,а u

Оосttutоцна dM нhеровоо", -"р^ор Ш, . Вспч t u I uэ (13| паковёl,

wо эафча (63) , (6) tпзрашrа, по любое ее раденuе прtlнаOлылп проаттранапву

Hrt'(e )

Следствие 1. Кр,евае зафчч (8) , (?2) drъя сuс7пеJ,й Gllнizперова е проап-

рнспваа Q3) , еое 6=-(|,ll, Ко- 0 u l-(ЦО)rКо-|, соqlвепопвенчо.

ý Ц. КОаевче задачи для систеr.rч Стокса

Известно EZZ] , что систе.{а Стокса (сн. t2t] ):

дч-чр=|, djдц-? (1)

- стационарнчй аналог линеаризованной системч Навье-Стокса (ll =l), явлlется

эллиптической пои (ý; t|=(Оз,-t;7r,l ) . 3Аесь Ц- (t/,r{J,tlr),

f=trrfrrfr) .0бозначиrr Ц=(U,Р), F-tfrq) . oтr,tетим, что

в c]rcтel.re (l) , простоты рбди, }.u оставили лиlль старшие проиэводttuе от ( у|

Р , так как добавление ,.iладlдих членов в наlлих рассухtдениях ничего не

,4еняет. Краевые задачи для систенн (t) рассматривались разныни автораt,tи

fU - Zl) . Рассrrотрим для нее в .аграниченной области f, с гладкой грани-

цей Г о5цие краевне условия вида
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Вr(/ =(ts,ч+Цр)l, = ?({), уrГ,
гае j=(Вrts2) - 

"аrр,п*"rП (3 Х4 ) - диФФеренциальный оператор порлдка

(6;t) с гладкий, коэФФициента}rи.

Сначала кратко расс,.rотри}r эллиптический случай. Нетрудно убе,, аться,

что простран rr"п [||+ трехнерно и его базис и}rеет вид

-б-еlrlzа)
ч lt12

(2)

(6)

d d*i

00
-lclaе d - iT-lrl,),

Следовательно, условие Лопатинского состоит в Tor.t, что для nftn^ (УР)еГ'(Г)

dф (Bi a,tsi(d, ч) , 4 tol'Bi - лiб-z ltl.i,'n ul)+ о , (з)

ts; = ts; Q,й , ts:u'=*4 t!,ir +l1)|r=_,r,,гАе

Этону условио удовлетворяDт, в частности, задача Стокса

Ц|г '3' (4)

(5)

а также вторая краевая задача

Гш).U|, - ? '
r ш)= lt.Y)u + [vry. ul" - rp ,

где Г (Ul - тензор напряжений f21,

тора V (r,и) первого порядка,

ZLJ , [У (У,И)JО- ,.n""r"" часть опера-

Условия (3) необходи,.rн и достаточны для нётеровости оператора задаr+r

(|), (2) в пространствах

н
к+(бr,|)

(0)

rr=|!r), H"'u'"lcl * Ф

н *-l-'/z , к2ко
(г)

Пусть теперь ý=(0з r-|), t=Z, , т.е. мы хоти}r найти такое рецrение

задачи, что U и Р иr.{еDт один8ковуо гладкость. Тогда систе}tа (l) сла-

боэллиптична. Ее главная *".r, ,{О , Q - преобоазование n nn"p6rop /, =

'i;



=QА иr.rеDт вид

о

0

С ДОПОЛНИТеЛЬНЬal"l УСЛОВИеr.r

к+То
(ol

ltu:l

[а,

Нi-Щ"'(е)

tr,-Brb |,r )

д" = lAI,
\d;л

оо) 

,/,= (а
дr, -ч

0д

к2 ко.

(7)

(9)

(1о)

(11)

( 12)

(1з)

причеr,r оператор А, иr.iеет порядо* (О1 ; Vr) n 
"пп"птичен. 

Так как ядро

.rn"p"rnp" 4 бесконечноrrерно, дополниr. его граничннл,r операторон СrF =

= 9lг . таки,.i , что ядро оператора (0, С, ) ,p""""nr.n. Систеr,rа (l) экви-

валентна при этс)н эллиптической систене второго порядка

Au-vp=|, AP-lq-duf (8)

бц ul, - Ql.
,д. F-(f,Фенi+tOr"' (с),,.. /еН*(0),

,ре Н*'' [е) " l,p - dlc f е Hr (G) .

Легко убедиться, что nonr,rp"".r.n tllf, Tpexr.tep'o и его базис имеет вид

(: ';u 
О,) 

,-,",,

Следовательно, условие дополнительности состоит в тон, что

det (Bi ч,d)а), Bi ty,olta^,il, Вэtу,о)+о V q,tlеr'(r),
JTotty условиlо удовлетворяет, напринер, задача

(Vx4 + rр\lг:з, 9rН*r'|'tГ), к> 0,

Нетрудно проверить, что задачи (q) , (5) не удовлетворяют условиrо (ll)

3адаче (|) , (2) теперь соответствует ограниченный оператор

Й,'Н

Учитuвая, что систеrlа (8) не переопределена и число краевых условий (2) ,

(9) равно 4, пол5rчаен следуоцие результать..
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Teoper,ra 9.Условuе Q1l необхоOч.лао ч dостtmtочно dttя HattepoBocTпl orle-

wпсw at в проаlwнопваэ (]3) Ecttu зафча (1) , (2) раэрадlJ"а, по лфое

ее раденuе (u,p) прuнаОлыл' проалwно,ву H*rT'(G).

Следствие 1 . Кр,евая зафча 11'1 , Q2) нiztерова в прооfIвнапвах (13l ,

еое $=-Т, , ко= 0 .

Далее, пусть ý =(0-g., l), t-(Тr,п)rпl2 . on.p"rnpn АОо0

" Аr=аА снова имеDт вид (7),только порядок оператора Д, оаве" (Qr2-п;

7r, п) Б"з". npnrrp"".r." ffi} совпадает с (10) , поэтоl.tу условие

дополнительности также и}tеет вид (l1), только главные части В; оператора

(2) порядка (lrt) ппr"о"ляотся по-иному. 3адача (t2) не удовлетворяет это}rу

условио. Er,iy удовлетворяет, напри..iер, следупцая задача:

Краевой задаче (l) , (2) соответствует оператор

0,,, * ,u#)l, =з

Пп, Н**(""О'10) *

где простран "r.n Hlr(4"'(0)
.,,n /е н- (0) , ;2 H't'( с)

Hi^r'o"" (G,

'H*bt rl ' К>Ко l

состоит из вектор-Фу"кциП F - (frt!)

" А 9-d,i[f е Hnn'(0) .

(,l 4)

(15)

таких,

Повторяя приведенные выше рассухценип, имееr.t следуftlий результат.

Теорена l0. YcttoBue |1,1|необrоdмо u Оостлапочно dм нЫеровослtа опе-

р^оw Йо в прооlwнстlваэ (J5) Еслч заОачл (]) , (2) paзpaJшJva, по лtфое

ее palleHue lцrр)

Следствие

6 =-Тr, Ко-0,

Наконец, расс!rотри!t случай, когаа ý=(Q ,-|) , t = (Йз, |)

on"p"r.,p' /] Q " lital)o """о, "no

паково, чпо цеН*-'(d , о peH^ro(e).
l . Зафча (1) , (14| нЫперова в просrтлр,напвап (15l , еOе

п П>3.
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причеr.r оператор

При условии (9) система (l) экэивалентна систене

д,

(J, 
- l:Г| z 

'nr) ,

H}*Fn,l r,
йr,t i ,**СП'J)tе)

t rгt

)n, 
:W^;)

и'.rеет вид

rз

),,=(
о'- (

o-v
00

о

ut0
0д

, (16)

(17)

(18)

иrlrеет порядо * (dэ, 1ЗЙ), ; fr, , t )

7Р -bu-f ,

ut дц: -tf , Йtrдtl = др ,

,а" lf ,f)e /J*+tбэ," (0)

g е н^*^-'1с1,

, ,... { с н" (е) , шt{ rH*r'-'(c),

Нетрудно убедиться, что баэис пространства rП[

,lo|z (19)

Следовательно, условие дополнительности на оператор n.rp"a*" .8a сос-

тоит в тон, что

dйBi q,d+B|"'(y,tn)lol'| оtD)+ о Ytу,rlеr'(Г). (ю)

Этоиу условиD удовлетворяет, напринер, задача( Ц 1, но не удовлетворяот (5),

(l2 ), (lq). 3адаче (l) , (2) соответствует теперь оператор

К>Ко .
(21)

имеет место

Teoper.ra l1 . YclloBue (2О | Heoбxodtll,to u Ооопmочно фlя нЫеровоалоl опе-

Щап,t в прооlwнсlлвол 121 1. Еслu эаfutла (1), ( 2lр3рашла. по л,о-

бое ее оаrcwе (1др) tЕtково,,цпо ц еН 
rr^ (G ), рrН"' ( G ),

Для доказательства кон€чно}tерности коядра олератора яостаточно заl.tетить,

аr''l-
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что из уравнений 1l]\ qункчпя рLtr) восстанавливается с точностьо до посто-

янной, если вектор-qунхция ц||{,) удовлетворяет системе (lB) Последняя

систе!rа MoxteT быть расll,ирена до квадратной эллиптической системы |-l1-1 :

цлtдч +9чг = ,лtl , йt дч = д9 Q2l

порядка Ц3:rdn '1 Пэ, П-2 ) , .*""""r,"нтной систе}rе ( rB ) , если положить

Ul, : 0, (2з)

Наконец, npnrrp"""r.n T7|rl систе,lы (17) , (2?) при условиях (9) и (23) сов-

падает с пространст """ Г7L}

Следствие l Заfutа (1) , (4) нЫерова в проdпранстlваr|I) , еOе

l=-*,,Ko= 0
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