
а

,:а

слцЕствOвдниЕ дOстдтOчн0 глддкOг0 рЕшЕния линЕйнOй

с,{ЕшдннOR зАдчи lulя урАвнЕний гА3OвOй динА,.lики

с грдничнц}rи услOвияни нд уrцрнOй вOлнЕ

Р.Д. Алаев, А.М. Блохин ( НовосибиЕк )

paccr.raT p.iвaeтc я сr{ешанная задача

Для систеr.ru ypBHeHrai акустики f l] в област,. /rО>0, lyl <r"

r-|,
Гоо

с=V:

удк 5|9.633.6

( l)

t

ДU, +Ba"+CUr-0,
гАе

Гt0
l :lo м2

lpo

0

0

м а,
U

л,

lo1
,' оl
ом1

с гtЕничньa.lи условияr,rи пo.д а-0

t

tl+d,p-0, t|_fu,pr=' (ll)

и с начальньl,tи даннь,tи n*, t= 0

UtO,t,у') - Uotc,y), (ш)

3десь MtO<M<l),d, fu - некоторuе константu tc". frl ).

Для доказательства корректности cr.ralaHHori задачи (I)-(lll) в ElJ бьп пос_

тфен диссипативньй интегЕЕл энергии, из котоrDго следует (см. fl,2] ), .то
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[l,,l,C,Y\ 
'' 
W: пЕ. всех / n. ,"*оrорого,пронеж rr*" |9,|.-)

сипативньri интеграл энеJгии бъп построен пр4 условии, что

rпоп)0l li,l.^.п20,
где пL- p.d + ъf/р , fL - - Ъ/р ,

l,=FlМ' , F'=|-И',
после следушtей заменч неэависи..rчх пе рененнь.х : t'= l, о'=с, !'=

=у+ dt с}rешанная задача (I)-( П ) r.roжeT бьrть переписана так (штр.rхи у не-

эависиl.tух перененню( опускаеr.r) :

|AT*lE+clltl=0,

tt,+d.р-0, Гr-Ъ.[Р-0,

а,п г=-,(, " 0t '

Дис-

(1')

(п,)

a

a

0
€ э_

Z -
a0

Ф
где Г=t+ч)

q-1

0о

в области

, Aa=/L,
lror.0 ,lyl <оо

, д!-hу

|-0 |

Z - kч+t) ц

,

d>0 - некоторая константа.

в tз] Оьпа сконструирвана разностная cxetita дпя численного ра!tения cr.re-

ltraнHФ; задачи (I).- (lll) так, чтобu сФоp.rулирванная разностная нодель допус-

кала построqние раэностного аналоaа диссипативного интеrрала энергии. Раз-

ностная .,iодель строится так

нуо сетку с lt агаrrи Дt - Д

следуfiцие обозначения:

строиr.t разност-

. Вводим в рассr,rотрение

IJlKA,ih", jЪу) = U;, K,i, lj|= 4|,2,..

qui = Ц;' , еЦ; - [Ii**,,i ,

0''U; = U|,i_,

и разностнЕ отноOrения

,

,

6

т д, € -(*f -il+, a



где C' d> О - некоторь.е константu @+l= /) . Уч"твая это, сФоp.rули-

руеи следшrцуD разностнуо |{одель сr.iФrаннd задачи (I) - (Ш)
е

l |Л.r +ts. € * С. r|tЁi = о, K,i, tj1-4/,2,..,,

Uoi* d'Pi.i =0, Гrii -Ъ.zpii-0, к, |it-ц/,2,...,

.,jhу), i,tj1-0,/,2,, ..u;=цQt

(1)

(2l

(4)

(з)

В [З] Obrra получена оценка разностного аналога диссипативного интеграла

энегии

?

t* < слпst .Jo 
,

,д. JK= l[I^ N' + | г[I^ l" + [ €II'|' * |LII'|' *

+ lт' U- |' + lг € II 
* 
|' * l Т 

!, 
II 

* 

|' * | €' II 
- 
l' r l€ FJ" l" *

пU^|' - ь"h!Я 
,Z_Wi 

,uii),

lTU^|'=l,.hy\F""tu, , гu;i )

+l2'U^|',

и т.д.

TeoDer.ra суцествования достаточно гладкого ра!ения cHallaHHoi задачи

(I)- (ll) в [l] аоказьэалась так: сначала с}rеtrанная задача (I) - (Ш)сводилась

к cнallaHHol задаче мя волнового уравнения. Для нее Teope}ra существования

достаточно гладкого радения бьпа доказана в Г4] . Из эквивалентности этих

сilаOанньo( задач и следует TeoF}ia ýуцествования достаточно гладкого раlrения

рассиатр.!эаеноl cиallaHHol задачи.

В настоцаi работе излагается другой способ доказатеrrьства этоi теоре-

иu. 0н основан на использовании оценки (4). Аналогичньй способ подробно опи-

са, в Г2, 5 |Z-ZOI . 0днако для прr.r}.rенения Bceli а9гументации этих параграФов

1



из Е2] к смqданноi задаче (I)- (Ш) и ее раз}|остноi нодеди (1)-(3), }lu долпнч
ноценить Jo через начальнье данньс, а это не является очевидньa,r Факто..r.

3амечание l. 0ценка (4)справедrr.rва и в Tori сrlучае, если в "rрr", t*
э.<Jtочень. TaK,re квадратч Hop,r разностнш( отнqDений третьего порядка, т.е.

lT|,U^;', l ('U*l' , I f [J* Х" и т.д. (си. ft ,з_t l .

3анечание 2. 0ценка (4) бьпа получена пи условии вьalолнения след}Ф-

a

!, lyh' .L
/Ly- u)lLo 

- B-l

vii = fu*!1u,ii , H=r- ! fА -

* - f ,0, hу> il:о ,

Mi, /zi+ Пi
l< dм < у

lL,

4ta

+
(5)

!ля того ,rrо6" оче""r" ./, череэ начальньЁ даннь€, rru доtrжны более

тщатепьно изучить разностну(, нодель (tЮ). Предпоrlожин, что начальньс данньЕ

[!о lC,Y) обрацаотся в нуль n.lltr_tY и во всех точках t,{ та_

ких, что либо а2Х, либо 0<С < а a Х для некоторго 6)0
После неслопнш< пЬобразований систе..rу (l) ноrно переписать в следушlен виде:

1tir+i: HVr,j * F r,,i , (.1')

D

где

ucа
оу

4

F,,i -|а" UraA)yit, +
nzXc l"ЛUi, , 2о /+dd,t{ ,

I

ty=АЦ, Zr=Дf h, r - единичная }rатрцао

Грничньс условия (2) перпиllутся так:

8



5,Vц = ý,Vo,r,+ ý,,U|j ,
(2')

t

s=

где

гдс

L
l

д0
,S"-V

1'ý'-ь",

т
Гъ,

|J=?'|0
L,

0

оу 0

о1

,-)

0

0

будел пFдполагать, что пш достаточно боrrьших по нодуло отсr.чатаlьrч, 7i

вьrlолняется равенство v{
ниченное р€цrение эадачи( l )-( 2') (прr это}l Hu считalaн, что

ylre найдено) .

Матицу # предстаэин в rиде

00
ъz0
0х,

Vr,i, , b0,1.1,,,,

|r|"@+t)

-ilое-t

-<,ty Р'

M'(a-ll

- |n|'o + l "'t
-et, р' а

l,|'a@-h M'ctrta-tl

Yzr2+h -|f*lrle+tl

2<чр'[ 2rrl'ap'l

0

г

i-l -i[
lw-[l

l ш+ll

2пч P'l

,

l= -(BZyP i,- эм'р'l |о'+ 1ezr)"7,t

L2
^ at,c,r-e

',=Б,

,2+l
Ъ-'Ъ.*_,.о l dtоFо

z-с

9
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Используя неравенства (5) , легко показать, что

Nrrt7Nrrfu,>0,
Матр.rцу Гр,rна Gi , которая удовлетворяет систеr.rе:

0р, = НGб

G, = НOо+ r
0n, = Н, G;

M2aW+l-de-lil
*r!QV,э't+ xM'ta-tlf

пр.r i* - l,
пи i-0,
пр,r i r, /,

ВОЗЬ..{еН в следушlе}i виде:

0i

о\ л0lг
0l

-?, (f l
\о 0

0 \л0 lr
Lг, l

0
LУ
0

i-'P,
\,

у,i=ц+vu

)Ё)

lo 0 0

[, Li
\о 0 L',

no." i-.0,

npn i> l.

Тогда единственное ограниченное раление задачи (1')-(2')

"о" iru=E.. cl-rFs,j

'rU 
- i-'

(Fr,i - 0 пw S. 0) ,

Е) = ý:,{s, yоr,rs, Uoi-rf,i } ,

||'*rо W rc-{l- g- tJ 
.l

zM'bpol - ърl'(*rl'{а-h J

4-1 , г 2M2e2p"t -ъlr|,tetrl'(*tl Mitr|e+l-detil]

'- 
= БП |"zrе[е-llъм'+2рЦJ 

|,|2eИt-d,@-tl ]

^ ,Г
ý--7 

L

1о

-



a

Таким образо..i, если вь.|олнено усповие Лопатинского dэtý_+ о , то задача

(1')-(2') одноэначно разFltина. Условие Лопатинского в даннои сrlучае записu-

вается в следушlей Фор4е:

, a+td+ . (6)
2-[

3аметим, что мя политрпного гаэа с показателеи адиабатч l, / l,.". Lt]) ""-
личина

d
l+ 2

Условие (6) в этоl.r случае перепшется так

ш
+

3-1
т=F

Ем'
-ff,ftr')UtM1,-M2),

+м

(з_
\е р' + м'- ||(м')-м'l-

\{ rM'l+ м'

2

I
(6

В общеи сrtучае получае..r

где

ffIrrP-?)(Ц(l_M).

пр.че.,r tr|i= о только "- у.-!

tc')

Потребуеr.r, чтобш вьполнялось равнонер|ое условие Лопатинского, т.е.

lй,ý_ 1 =

Io+l-d@-0l
W'"'*(azr)'Jau!r0,2tьl2о'ГрЦ t""r)1"l

о
а]' - некоторая постоянная.

llтaK, по известньr.r начальнш.t даннь}i нu опредепяеr.i U; ,i,lj1.0;1,2,...,

!

Y , зате}t опредепяе}r Ui и т.д.

0цении теперь полученное раOение. Испольэуя неравенство }lинковского мя чис-

ловь0( рвов, легко получаен, что

,l1



Yrii,
i=0

(.

;

!
(ýлчп

,

-, (; iц|')п t

l

г)'" (
ф t

I)lW,,i.0 ",l

2
l

п')'*

* IS, ll. l U;

+

+ Шýп.пV

шч"r)'.

где llVri l'= (V,r, VT ) и т.А.

Далее справемивы следуощие, легкопроверяеr.rые оценки

\< l-fui

l

)n',

(;
'1.o

?,,r I I s,l (Е !ч,r,
л

ý:l{

l, )'o

tr')"'*

l},0.j

пV,л ll- l

* l i'|.1 i
Д'-,',,

|(т;')

ф

- +"lв'л ( f)Zоu;
t/,

liш
,\

- опефторrrая Hop"ra ..iатицu Г и т.д. Пра вьводе этих оце-Здесь

нок использовались также неравенство Коlи-Буняковского мя числовш( рлдов и

анмог неравенства |0нга мя свертки (см. [51 ).

0конча тель но ...tы получае..r спедушlее не ра венс т во :

12



(t'.o(l,
i.0

ф 'l2

|,)о ,\1 ZlV,,i, |'

'ае 9, Nr20 - некотоptrc постоянн}ё,

flycTb

!- с.. h, h, LО 
/ro- rl/,, n-f
,

где Со'| - некотораi константа.

Тогда

?= ? (",u,S,u),Cl,d,fo,

h:) 
*' величина 9 

*0 ,

( rg,(Яtцi (7)

(7')

с поrrоцьо ( 7' )

квадрат норiч на-

(1")

,

lt
т

)

пшче}r пр

lte*!)U^l'.iltr-!)tl^ |' + |, -l U'l',
Ал

гае 0<9 <l ,9, ) 0 - константч.

Таким образом, прl надlеначен вьбоDе отношения

мопно оценить квадрат ,оn.* l(P+ !)U" |'
чальных данiuх l(I"|'.

Систену (|) Mor*Ho переписать и такин обFзоlr:

Vu,.i - 11 \,i *Fr,i ,

Иэ (7) легко получаем сJrед)rпцуо оценку:

где

l"
т

че рез

V,i =Чui , Fъj = ! в'' (с+аА)\,,r,

-JB" (с+аl)tq-:",rui, а=t, i:r
13



Грничнье условия (2) моrно переписать так:

+гý u";

г=

S,\o,i (2')

где

0

^,t 
рй - rD ц;

ll ll
К задаче (1 )-(2 ) пtrнени,.rч все вшlеи3ложеннье рассуждения, с поi{оцьD

котошх ..ioliнo получить оценку квадрата Hoptu U, |' череэ квадратu нор{l 9ч
д

разностных отнqllений пеFого поFдка от начальньо( даннь0( l[rl" f ,
l t U'l'.

=z;,;;,ir:;:,:д, t U; r гА€ i=fu+) t
УДОвлетвойет с"стене ( l') с F...-. .,l

. В этоtl случае

че реэ

гр)аничнье условия (2) инеот следупщrсi вид:

SVqi г
где

')Q

ý= г-

L
d l, 0 0

9-| ,.вTu o,j
?vч., 0 tla

что ,,tu ..to,ffe..t поJ,lучить оценку ".о"."r" |(9+
квадратu нор. разностнья отношений пеFого

Условие Лопатинского дrя этоi задачи аналогично условир (6) . А это оз}Ёчает,

U,|"
начальнр( данньо(

Используя вш!епр.iведенньЕ рассуriдения, ..lu последоватеrrьно ,ioxeн оценить

аг регатU:

9-|
д

от начilльнUх данньо(;

ýr/-9{_lT
поряАка от

|i rl" |' , le [Io |О . Через эти пе разностньЕ отнq'ения пеFого поряд-

ка с поноllьо исходноi систенu (l) оценивается агtЁгат

l(p+ lrZtJ:l';

lt.P+ U)
а

сa

о
|'

14
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1rР-| .|!' ,rо |'J А Т 
U ! -черезразностнь€отноIlениявторгопорilка

от начальнь0< даннu)(;

lir- {riф)' U" |' - через разностнь€ отнодения втоФго

порядка от начальнь0( данньо(;

tt1-!|'ff' U" |' - через разностнье отнqшения первого порядка

от начальнUх даннUх] 
^_,

ltY-9) + ff'U'|' - через разностнь.е отношения второго

порядка от начальнь0( данЪь0( с по}rощьD исходноi систе..rь.;

l(Y**4) + '# U"|' - через разностнь€ отношения второго по-

pяJlка от начальных даннь.х;

l(Y-9' (+)'U'l через разностнь€ отнqдения вторго

порядка от начаrlьньо( данных;

l(/-".4f 
'u f'U"l"-через 

разностньЕ отно!,ения вторго поряАка

от начальнъо( данньй с поноцьl0 исходноi системu.

Такин обрэзоиrны уне нопен оценить через начальнЕ даннЕ следуощие

квадратu Hop{

lГU'|'=|(++ар.9+d)
t-0-|
hy

[(U'l'- [ @9+il t о" 
'' 

,

| !tI' |'= l k9+ d)

l г2r.r'|'-l(? *

hy

л) ("(

)u"l' ,,

|-0''
Uo|',

lr 2Uo N' =lk,l+il Цr"

l 7, Lr" il' : ll @9 *dl" ('t' )' U" |"

15



:? Цц Ui,r, Очевидно, Yii

Чтобы оценить другие Hop.tu, сФор}aулируеr.t задачу мя uii =

,l ._l-,'оЧ fo;1
м')" - 

|_- 
1м'ъ+iТ i ,; J

удовлетворrет системе (1 ) с правоi частьD

Ё,ч-Zв-'(с+аl)ч,,r- 
!,!-'1с+аА)? 0 u; -*.е" u;

Прrвлекая к рассr.rотрениD уравнения систе.{u (1) и грничные условия (2) и учи-

тьэая, что начальнье даннье обращаrотся в нуль в узкоi полосе около гран'lцы

а-0 , }rы получае}r следушlие граничньЕ условия:

SVо1 :Г,
где

l+ м2а M'(l+d)

ý=
0 0

Тогда условие Лопатинского Фоt.tулиЕуется так:

dlъ- |+ H"",I
Оценив агрегат \+ #Ur,i.l' , нч с по..rощьо исходноl систе}lu оцени}r

агрегат lФr!)(+f чiП' . задача -^y,l=(p*lЧ 
rЁoi

Фоt.tули руется аналогично, а именно:

Boi частьо

и г tвничньr.rи условияни

V; удовлетворяет систеrrе (1 ) с прв-

F,i = |г, G*аА)v,,i_, - ! в 'br,rA)({-!)? t, ui,i-

:о(о-*) (+'i ui,, ,i

16
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гАе

Фr!)
t-0'| {-|

д

ц'(t+il r| ф-|
фДh, ur-hy й

_ /+1,4'd
4

,r| ф-| . М?, сР-| 1-0-' о

Т ъРо,j,т т тпцр-

'ъ+t)@+!)t-' Ч огУ' Ч Z ";-
М'ъ+| .|- l

д
F g-l

т
eriGC

Покаrеи, как a этон случае получаотся граничнье условия. Прu. i=0
системu (l) и гдrничных услоэий (2) rrolrHo поJrучить следушlие соотношения:

из

м' ( t + d ) с uiu + (t +M'd) r rfi + M.d. Z[ii - 0,

м'€ Ц + (м'ъ+ t) 
Z рii .

ttействуя на эти соотношения оператоФи О * *), получае,.i

\у 
- !)W' € й * ( м' 

" 
r, ) ryi) = l,|' (np * d ) Цц t t-, r ; ) й *

+ (lNzъ+l)(<y+ll. 
If' 

ч-, rn!)p;,, -

-l4'wц+ll ft tr-o ф + (M'x+t)t..9+d) f' еоrr: r

rr' 
Zty,,)%i 

+ (М2ъ+,) 
ff:'w-t)p41 

+

, м' Ф-|; ,, * мr?ъ!lr. I-{ ро,).=0.';-h"%i*-" \
0тсода, полагая К=0 и учить.вая, что начальньс даннье обrвцаптся в нуль

в узкоi полосе около границу I=0 , окончатеrlьно получаен

17
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,' (q r!-) | Чr;,= - (M,fu+,lfur!)

о|',

м' р-,7т у-| pf'l+t t-0-| g-|
tt poi

t-0' .|-/

ly А Pi,i'

r (Ц)'цil'

@р*d)
ц
h"

U |'.

и т.д.

, мы с по}rощьо сис,еr.rы (l)

чiг о

дд

оцени.,l аг регаты

Fз начальнь€ даннь€ ..tы r.toxeн оценить следушlие квадратч Hop{:

U

0ценив агрегат

где

|fur!)ч Чuir
|(ЧГuii[', ltr*$ . 3начит, че-

(8)

n Т' У" tr' =П (+ + dPr+jr'+f

l{'U'il'= Шiоg* ilr(+)' [Iotr',

ilгrt/"l-i(# +d@y+0,+)

Если, следуя за,.rечанио t, в аrргат ./ вкппчить квадратч Hop.r раэност-

HbD( отнqдений тЕтьего порядка, то, пименяя аналогичньЕ рассуждения, l.tox(Ho

оценить квадратu ,ор, ll Г'[JО |',. . . , l |,'IJ'S' через разностньЁ отноше-

ния тЕтьего порядка от начальнж даннt0(. Таким обрзоl.t,

Jo< uпs[|luil'* l iи'il'* ! 0 
-lJ' 

|'* lt?' U'|' + . . .

.". + Ш€'r'l'* l€';u'f *...+lt,U,r}= uпst.rо.

о

Ясно, что оценl(у (Ч) r.roжHo без труда переписаТь так:

mлс r* -а цпSt.f g ,
к 9
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r*- lLI* |' + llTU'll'*.. .+/,гr[I"|" *.. . r lt'U'|'" .

a



Прr этом нu прдполагаеlt, что 0<t=k,Д - Го , Не9авенство (8) мu по-

лучае.i, последоватеrrьно оценивая следупцие ноD,iч:

a

lt[I- |= lГtj*-ч)2tI-|- |ГU'l + d lLtI'1* ronsl,r'! ,

l"90 LI*|= l ЕиL d€tt' !< l{[/^ l +d п iU'll

d. l.Log-t? сл'[ . /, rъаа| ?U' п + morll (U" П;
цКК

щr |iсr"[ .unst.I!' @, t!) l
к

mgл l 0 U'|-.const,r!',

l<9(с,р+f)t'u-! - ilý' IJ' - l ь9+il?'И* i*

€ mдс | €"[J* l+ d. mлпll t".9*/) i" L'^ | ;хК
mдс fr i..,p+d) 9' Lr' l - wпst, ri'',

к

поr|iч'U*l < colrst I/' ,
r

ч, l t'tJ- l. co,rsl .I/' ,

lc9 k9+/l ? t U-t < l € 2t!- - d (Bq+dl? i cl^l,

чс ilcg+d) ? 0U-|* uпst,I! t

ч*|i t U^l*cgrлt,4' ,

t*y Т9u'l. l(г- dZ)ý[J'- lг€[I"l,

mдс l Е? tl'l* const .ro*,
к

чra rt,|J'l -. Фrllt,r.'/' ;

lt [I' | - |(Г- dп) (Ъ crv) [/' I l

mtс |T'[j 
*l * чпst,I'!

к

и Т.Д.
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l

по рядка.

3аr.rечание 5. Пи rlаличии оценки диссипативного интеграла энеFии сме-

ltlaHHor? задачи il-1!l) и ,eopit"" суцествования достаточно гладкого решrения c..re-

ruaHHori задачи (I-1ll) мч полуtае}r, что рqшение этоr; задачи пинамежит npoar-

tбнс тву w: (.т.е. Tol.ty прсlrFнству, которе диктуется постФенньO,r интегра-

лон эне[rии - с". [lJ ).
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