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вЕсOвцЕ прOстрАнствА с.л. сOБOлЕвА

и /У-нЕРкОЕ нЕРАВЕнстВ0 хдРди

Б. 0пиц, А. КуФнер (Прага, ЧССР)

0. Введение

1 0.I. Классическое неравенство Хапди [, теоре"а ]3O]l вида:

Т'дr,' 
Pl'''d,t.\hri f'th|'l'dt (Q.1)

инеет ..{есто мя О{ p-l ngr, некоторь.)( усповиях на поведение qункции / в

окрестности точкч t-g Ов бесконечности. 06обцение этого неравенства, со-

деDпацее более обrцие весовъЕ Функции, инеет вид

|е

\ lД,ЛlЪ dld,t <с, I lДiлl 
Pa,tlldt (о.2)

c'KolicTaHTol Q , не забисяцсЛ о, Фуr*цr" / , и доказано разнь..lи автораr,tи

( см., напра""р, [,3] ).

0.2. Цельо настопlаi статьи яtляется нахопдение условий на весовuе Функ-

цrп ao,Qr...,Oil , оп*деленньЕ на ..'o,iec,.. !? С R'l , пр}i кото-

рш( иrltеет место оценка типа

(о.з)

мl довоrrьно lдиркого класса фунхцпl (l . Неравенство (0.3) будеrq назьвать

/V-""-- нераэснстaоll Хаmи; это название оправдано и TeF, что специаль-
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Hbl.{ случае}r (0.3) является оqенка

t

, rАе соеа . Неравенство (о.t) инеет место мя О} p-tr/ пч некоторь.)(

даrьнаiших предполохениях (сн. п.2 )- и напоиинает неравенство (o.r ) .

Если ввести весовое пространство

l' (lЭ ; о) :|tt = utd, t е Q i

|u|r,oo: ( ! l ц @)lP ao@)dc

и весовое пространство.С.Л. Собопева

! l u rol' l"- cof-Pdд < (*rl" Z L|hfi c-oolLdc,

{,. }

(о.4)

ф

'rl''o 
(О 1Q,,...,dr) -|u=u (о), се {2, fr . LP(P ;о,)

ь,
м^ i-l,,..,ll,

то неравенство 10.3) вчрахает вложение

W"'(р i ot,. ..,оr) с LР(Q;ао).

Неравенства типа (0.3) расс..iатрrвалuсь лllя Рз2 " tq] " э f5] - то-

не мя р-! и мя специальнчх весовцх Функцrаi ао@) = Il|tcil,
at @)Е.. .э аr(а) = 4 llgtcll-' lv у tcll" . неравенство (о.q) бьпо до-

каэано дDугиl.t способоlq в LZ] дла roe 0!? пtи некоторчх условиях на 3Р

Неравенство типа (О.3) расс,.iатр}rвается та**е в fб ,.Teope}ra 2] "еrодо", *ото-

pbri обобrцает }iетод, испольэованный " ISJ .

0.3. Символом / 0,1 будеи обозначать ..rнox(ecтBo всех ограниченнь.х

областаi " Rl , граница котоЕн)( удовлетворяет локально усrrовио Лиrшица.

(Точное определение сн., напtииер, в L3] .)

0.Ц. Символо" uI(рl будеr.r обозначать ,.rнo)recтBo бсех весовь.)( функцrоi

на ..r'o}recтBe Q с R/, r.". из}.rерr,.rнх и почти всоду а Q полопительнчх

@ункцtаl .
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1.1. теорем а. Ifuatb p>l, l2c Rl , Р = !!уО"
4с рО' , QоЕ 1r, Е Q . Ifuспо фунпам а;

. , . , ll ) , ц, tr уОовttаrворяvп ute,Oyalpl ycr.oBllяll:

1l ai е цI (а) dм i= а l,. , ., Д/;

2l поqч вфу (п.в.) в Q caщpcllaylql, rФqtэвоОме

?ч
VS , i=t"",l'l;

3) п.а. в а сущеqву,оl, rрапэеФнае

aai а Г tilc lH 0,г1

Й ,aP4=u",l 'g"?r;J, i-|",,,li

# fоР,@)|Ц|'', -uй7+ ао @ll clF ч IL с - 0

u о}0, {rrlo, i-l, ....lt , п.в, в Q
обозttаlаллц

,0,г tN 0с|Цl s*п,й i-|,...rliФ.-

5) фlя п-1.2,, .

l
lцlР Zi,l

6)

uliaieW'' (Bol ,

1. 0сновная теоFilа

,

tlдeat, rcap

l

еOе

(i- o,1,

}

4l Фунtсtаlя О явмqпся раrcrцеп alфepeюMaltoчoeo uвоsеltлtя

(1,1)

(1.2)

lаlф sr.ll tI

еОе flai (i-|,..,,l,)
2в,аце flQo фмаu а"

,
t-|

aiailoi)as, о ,

-,сою,юнеrоrа ваоrrар to внацнd Hoprala. к

4r.чр [О-* 
@о

lu( (

Тоеф tltaBatl цlzal1p пероеflqво

,rо
) l .нl'o,@)da-,* ! |#,r ", @)dx . (,,3)

d



о

|.2. 3аr.rечания. (1) Грубо говоря, |/ -"ep.roe неравенство Ха9ди

( |.3 )ииеет }tecтo, если существует рqление дГ урвнения (|.l ), в KoтoФ}r

коэOФициентани явлfiтся весовuе Функцrи ai
(ii) Еслч Q -произвольная область 

" 
Rl , то, очевидно, суцествуDт

оfласти Qо€ 9О' такие, 
"rо !?og Qп+t Е .Q " Р- .ЦРо .

а,>ф
(iii) Еаи Qr PO'' , To ..{ol(Ho вgять q- !? м^ а-/r2,... , то

этот вtбор не всегда является qелесообразньrr (c}i. п.2.3 (1i)).

1.3. Доказательство Teoper.rы l.|. Если

р
a;(o)do- ф t

то (1.3) въполнено. Поэтому будеr.r предполагать, что

р
O;@)dc < ф .

дllяр>/ п Srt>-O вернонеравенство

sP + tp-t)tP - рэlР-l ,- О,

и, следовательно, мя Sirti е R (i=|, . .,, /,l )

;}

tt.
>l
iot Q

0ц

й

0ч

ц

инеем

|t

,,l,

(1.4)

Еслл здесь полопить

то получиa.,t

flt

s*9 @)а:|/Р @l , l,- а@)Бfс) a'fP pl , i - /,-Ldqеащо
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n

,i-l
0ц

Бi
р l0,r |P

1асrl

-а.
Iчtр l,

- Аh| ",'' 
|#u{i'- 

",), о,

а.+ р-illцlР

откуда, используя обозначения (t.2 ) , имееи

0ч

БL

Так как

lц.
о тq'u

р
а; + (p-t||ulP Ёr

- 

гl- -
l0l'"o

т
{J
t,з t

7l
-р sуп u t$a; >-0

(все рассухдения верны n.B. в !2 ).

ч,L цаiUi -

то отсода и из (1.5) следует, что

Цtut
0ri

(,l . 5)

(].6)

а
Бi |uf о;r)- ,""* (а;ц),

ллrild
2ZlT

i-t Oai |"fu,,,r)

*tr*,(о, r р- t ) l ulp Н, +l ч(+ r,,,f,,

Ввиду того, что

а . ).Ы_hV]#).r"f)
й;@rri,) - - (P1'-i;|p+ 

ff ,
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из (1.6 ) вытекает

z
i-1

llJ
Г |0с
Р,|ц

' (* dio1,1o)as,

2.1. Пусть 1В-обласr" " R'rp>l,coeRt

0ц р

Бi a,+tulP |.
ltгlР,'чпt

(lul'o,rr),

а;, - luJPao> Z!-"(luh,r,),

аd 0rг1
Б,J

д*,,V,|r",|'*#,1

р-|
зgп

,

a

(

>-

,Z*,
т.е

lt р

так как иа условия tr) (см.5lравнение (t.t))следует, что

0u

Бiх
i-|

(1 .7)

(1.8)

_ -ао'
|tl|P эgп t

Интегрr.rруя неравенство (1 .|| поt)о и пр.{неняя затЫ к правоl части lDорlулу

Гpr.rHa, ииеем

lt*
0ц

ц

Po,tn) 
- |uloa1$O, >-

lчl
0Qo

(1.9)

из (l .9 ) , пеFходя к пределу пrл4 п+оо и учить.вая усrlоэие 6) наlей тео-

cer.rн, поriучае}r неравенство (1.3) . ТсоFла доказана.

2. Некоторче прненения Teoper.ru l.I

. Мя teQ

\

}

и ма С# p-tl полоlrин
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ао(а) = lo-ool

е+Р-2
а; (о) - |о-соl Io;-aoil

11о,р+l 
lf

\р l
о-р

г раницч

,

2-р

(2.1) a

tг(оl - 1r-Соlа &- |- ur! 
( f d.

р

i-l,, l,

будет

с

Оункции Q. и Функция (Л удошlетвор*т услбвиям 1), 3' u l') теоDемч 1.1.

Усповие 6) этоl теоЕнч в наше..r случае и..iеет вид:

о * !*."р_[ fu( b-aol"-P l*l'-'r!"*Ё @г %r) u 

"fu 
,,

Ефф 
0Qп

и это условие будет BшloJlHeHo, если потребовать, чтобч

lt

lulP sхп< Z И, 
"or)r 

*@) > 0 u dаo

a

,
Q.2l

для достаточно болыцих пa N .

Есrти на HeKoTopo,i 9асти Ц' 09о

l

то вьпопнение уеrrовия (2.2) нохю обеспечить требованием 4-l на Го

},l3 этих зlассуrдений слсдуётr что 9нак aчраilени,

f

чь* Z @гсоr) tй сО < 0 ,

h l,a,ao, Q) - Е ,п,-са)!пirc)

0Qо будет игFть эЪхнуп plrb.

2.2. 0бозначсн1,1е. Пусть f, CRl , 0 е9Чt

00+ 1с; (1|-tcol , ilCo@ol)

на
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,

буАеrr обоэначать ..tHoпecтBo тех rcчек се00 , мя котор}.)( чисrlо

lЪ@,gо, 0 ) полоlfитепьно (отр.rцательно, равно нуло),

2.3. Случай области !? ' 9о' , сое Е . Будел расс}lэтр..вать

Ф),нкции agrolr...ralt ч !Г иэ (2.1) . (Случай Со{О являетсr, с точки

з рения BecoBbD( Функц]ri , неинте реснц,м . )

(i) Пусть a.p-l{ ; тогАа 4>0 ý чп{,/ . Полоrин 4-Р .

Условия 2), 5) и 6) теофнч t.l будут вчlопненчr если

чеС'tF), ruррuп|соl-Ф, ц-0 на l!J-1oo)

(что, в cвolo очереаь, будет эчполнено, еqrи потребоваtь Цесitр -lооD ).
(11) Пусть ý >р -N ; тогда с<о п 9!пв --| . Поttонии Qо-

сР - К(со, i) -|,^достаточно больчlих 2 r гАё K(cu,t1- urap радиуса z
с центрон в точке .fo . 0чевидно, что

0Q! rc"1 - 1Q*{аi п !?- п ,

0{2o-taol = |0а-(r)п DоlчW bo,|)naf .

Усrrовия 2l, 5) и 6) теорнч,1.1 будут вшrопнэнur ёGJrи инеет место

чеС'(а), ц-0 '.l flQ+tсо),

(Это усповие будет вшrопнено, если, напр,шер, ueC| ta)

a

. Еgrи брать

Qо- Q , как в случае (t), то усJrовие 5) Teopelru 1.1 мопет не aуlоrrнить,

Такин обрзон, из теоре..lы t.l получаеr.r

ся

2 .,& . Слсдс тэбе. Пасmё Q € РО'' , Р'/ , Хоеа . ТоеOа чrеап лес-

(2,3)

по HepBexalrBo

a

\ lu tr,l' lc-col''P da *
а

'*,u*;Ilfr!",-,,f |#f '*,
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)



ecJ1ь,. вапалнено оdно uз слефlалцЕ 0вух уаповuй:

пини..rает вид (0.Ц) .

2.6. При}rерu. (i) Для Q = К (ao,Z)

<tl Е <p-N, ц€ Cl(a), sчр ц п {%! - /, u= О

dQ-@ol I

(ii) 9 ,p-l,|, цеС'(D), u=0 на flQ+lao),

2.5. 3аr.rечания. (i) 0лtя pl=t, неравенство (2.3) пр.iни..iает вид

о

t

l 
', 

pllzlc-col''d"" 
ffi,V"\|uцl" 'r-colodc

(2.4)

и доказано в рботе [5] м" а^= 0 ч мя ЦС
(i1) для l.p- 2 ",".,(-Щ-Оа)): -

с! в -|оD .

I

вьпоrrняется

и неравенство (2.3)

ilQ+laol - 0Q , аQ: (gо) = flQo tco)=/,

е. р-/,/, ц.е С'(F L sLрр а л |ool= d,

Erp-1,1, оrСt(Э), ц-0 на аа.

(ii) Если О - *""аф, . R',Q-(о$) х (0,z), ro

0Q+ ( ol- [[z,cr), 0€ tэ<z}, { W,,й, 0 < I, < rl i 0Q- (d = Ф,

0l2OtO)- остальнне две сторонь. квадрага. Неравенство (2.3) прrнимает

l u @)l' l*l'-P d, u

Тогда пз следGтвия 2.1 слёдует, что неравенство (2.3) и}iеет ..tecтo, есrlи

,лп

вид

\
а

l
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lо-р+z|Р lr -Ц,r('#||,",",trt#'
+

2-рр la,l

t и иr.iеет иесто

для

илu

Iия

ё.р-2, чеС'(а) sцрр чп [oJ- dи

0, р-2 , ц€ С'(D) " Ц-0 "" 0о* (о).

2.7. 3амечание. Нервенство (2.3) r.rolrHo доказать и для более слоlr-

}lb,lt 
"ror.ecTB .1р , даже неограниченнш(, правда, с некоторь.tlи видоизr.енения-

"n 
(сr. f6] ). Так, напри,..rер, неравенствО (2.3) эешо м, Q=fril, .-"

taР-N, ЦеС'Ш) -я каждого коr.tпактного }r'ox(ec'Ba КСRl

" gчрчп |xoJ = Ф uл' erp-il ц це CitKt l .
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