
,

удк 517.937

0Б 0сOБЕннOстях рЕlлЕний урАвнЕний

в чдстных прOизвOдных

ИосеФ Крал (Прага)

Пусть /- оr*р-о" }rHoI(ecTBo в ,rV -MepHor.r еdr<пидовоr.r n*"r*rar""r?"

" |V| - конечноемножество..iультииндексов Ф=&rr..,rпп7 . Каждоl,tу

<е 14 постави,.i в соответствие бесконечно диФФеренцируемуD "" U Функ-

цца а4 и, польэуясь обцепрrнятьr.rи обозначенияни
}

-DI Nl
l,

а
БL

(l,= t,. t,) -D*- 4*'.

paccr4oтp}r}r диФФеренциальньй оператор

(1)

Если локально суlrиирчемая Функция U удовлетворЕт (в сr.ruсле обобщеннчх

функций) уtЕвненио

Р(l)ч - 0 (2)

не }tilo).(ec'Be U: F , где r С U - относительно эаr.rкнутое }.iножество осо-

бенностей, то пи подходяllих предполо,i(ени м с повеАенип Ц на а и о ,iнo-

*естве f удастся описать особенности РOU ," F пF,r по,.iоци }rep

,ХаусдорФа определенной рOзrrерrости. В частности, если соответствуDцая,4ера

Hнoil(ecтBa F обраrцается в нуль, ,о "rо*"ar"о F уGтранино, и, значит,

уравнение (2) автоlrатически вь.tолняется на всен ,.rножестве U . Прrrиерч та-
78
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3

ких результатов дrlяоператора Лапласа встречаотся в работах Карлсона Et,z]

и Е.П. ДолженкоЕЗ,Ц] ; для оператора (l) - в работе XaFei ,,r Полкингаf5].

В этих исследованиях используотая обuкновенньЁ нерU ХаусдорФа. Нu докажен об-

щий результат этого !ида пр.t поноци анизотропнш( нер типа Хаусдо9Фа, подо6-

р9ннuх в соответствии с ФоFrоЙ оператора (l) .

llycTb 1r.,,,, fuN - натуральньЕ числа. Полоtltин п1,=fuzр...rпл|J

и дlля каtхдого r.rультииндекса d, - Еч, ,,., uп7 введеr.i обозначение

ll
о{7

|с : rrr. 
I - lq пfi,

Так как r.rнoilecтBo ,lультииндексоa lV| э опFдепении оператора (l) конечно, то

MolltHo добиться того, чтобч

в.е |l| -l lqt,: rпl -. /. 13)

В дальнаiшеir мы всегда предполагае}r, что tтl, подобрно таким обрзон, что

вьполняется условие (3) .

zV -"ерr.* интер-

а

a

(

0тмеченннн па раллелепипедоr{ тrпа l|L назьвается

вал вида

к rl, L4)

Tlгде Jtr - невuржденньй одномерrrьй интервал дrlины |Й (l - t,.,,,/!),
Парметр lJ Haзoвerit нор.rой параллелепипеда К и обоgначин .rо ""рэ |Klr,
0тметиr.r, что Литмай fl2_J пользовался таки}rи параллелепипедани дrtя постро'ения

объема типа йинковского, удобного дrlя изучения устрани}rнх особенностаl. Нч ис-

пользусн их ,lля построения анизотропньD( ,.iep типа хаусдорФа [ь-в] .

КалибровочноЙ назьвается Фуrкч"я / деiствитс{tьного пере..{енного

t rO , ддя KoTop,i существует ,"*о" }>g , "rо f является непgврьвноi

и не убьзашlеrl .а 14f) . Для TaKoi бункции / и лtобого непустого ино}rест-

." lСRl определиl.,t пр1 0< О<а .еJrичину

l
ilL,u(L) - ,т!r4l 

(lK" l- 1,
79

rl

х
l,.l



где нихняя грань берется по всен последоватеJrьностЕt отнечсннш( паFlrrrепепипе-

дов Кп ruпе rIL, удовлетвоmOщих условиr,i

lKol.<e, lсЧК".
Ld) - 0 , (энашююlнеру ХаусдоФа tипа l7| лобого r.tнoпecт-Поlrагая t:,

." L CRt
о
оп Fдепясн paвeнcтBo.,r

,

il:(L)=funI,,(D.(,
3айнеися и9ученисr{ особенностgi локально сунниЕуеиш( функцlаi в зависи-

ностr от их анйэотропного интеграr|a,.оrо *одуп".непрерьвности, которuй полеэен

пЕ. сснотрGнии пФстранств типа L"'n tce. [lЗ_ll. Если qункция l локаль-

но суини]уен" u U по отноценио к нере Лебега ?v, ro мя каждого паFллеrrе-

пчпеаа К , сэаиu(аниенсодеtrrациrrл" U, обозначинчер€з

Цк чdъ

среднсс знilчсние U ," К . М^ l >0 и лрбого конпактного }lнorecтBa

а С tI с нсп5lстоi внутренность" 0"* 0 поrlагае,,r

а; (а0) - yn \ 
', 

- aKldfu ,

fti}a *

гдс всрхнiя гFнь берется по вGей отltеченнь..,l параллелепип.мл КС Q с ног

"ol-.d . Усltоэиr.rся сцс фоgначать через !,Vr,,.r0 (ePr)
чпч !-LOr,.. r/.J G Pl ) мультииндскс, все ко..iпонентu которого рав-

н}. единrцG иrtй нулD сооilетстзенно. В этих обоgначениях доказlэается следушlаr

Тсоренс l. ,lТуЙо 0<|< l u fr - *** 
^нФеапоо 

лулаrлплlнОассов,

|olp фl1 лулопtаliОекс <с м фgпеаепся в alOe о6= j + € , еОе
_11

2 е l"t и |З : rnl - l . IfuctTo фунtсtаlя ! >-0 n"p*r"r"oro l' 0 аОов-

лqрор8ал, acJloBlпO

{hпlrf ,(t)t
-t-l!zml

I

-мк)
l
к

ý

.-

8о
tlo

>0. (5)



Еcпl

где lъ u

Ii,

{tll = gtht-l (6)

яомапся калuброоапнаi фHta4lai, по lфое dпноа,.пелDно заJ||хну|пое мнФеотво

F C(J , Ом Katopor" /t:(F) - 0 , яв!7яа|lся уапр,,lшаr| (ottHoallпetloHo

(2)l dм eceg Фунtцuй Ц , кqпорае влеолле,с фобценмпl праlзвоOнамt 4г -

=.DJ , соФвапФвglqцrьаlлуиоtпмнОекса,t Эrfr , лоr*lльно сg,чмlруе|.ld ч

уОоолаrв оряwп пpeбoBalttllo

Рr(i,O)= ТИttl), dlo, (7)

Ом taфoeo ко!.иаппноео лнФс7поа 0 с tI , ао # Ф ,

Эта теореиа является спедствие}i несколько более обrцего пFдложения 2,

которое ,itu докапелr ниже. ||оказатепьству прдпошriеrr несколько обозначений ц

вспоiiога тель ннх утве рlденrоi .

Полагая

|l

о=!^,
9

?t= d' l.- l,. . .rl ,

обозначаем 
""р" 

Л систеllу всех от..iеченНр( па раллелепипедов вида

l, arr, iog', GBr,), 2-og, >,

4д - челье чисtlао .Нетрудно видеть tcp. f8 с.. ll_J ), что пrи

обозначает мину интервала

(t+e9|)
|t

п
l-t

6

t

каждrй отиеченнъй паралrraлеп"пaд,r( тuла П ..roпHo покрыть паFллепепипеда..tи

К1.,..,КбеЛ такини, "r" lKil^< l(lo., i=|,...,O,
Если ( -интерал виаа (l) и ý7

i- t, . . ., N , то нч полоlrиr.r ý*-fSr,...,ýr] (eRil )

8t

и МЯ КаllДОГО нУЛЬТиИНДеКСit 4у! в Б,r, ...,*nl] обозначим



й,
еслп f>0 , ,,о lK обозначает интервал, которчй попучается 

"Е 
К'

гоr.rотетиФl с коэФФициенrп l относитеJtьно чентр ( ,совпадашlего с цент-

р" lК ; значит, 8ц= dSr .

Для доказательства преможения l нан будет полезна следу.lоlцая }lоди(икация

rter.rMы 3.t иЗ f5]:

Лемr.rа 1. Еслч f- *o""u* поОцопq,а в Л , пр ,lфоilу flаwu!е-

лепuпеОу К е ? лфно посllавlдllь о соопвеmапвuе бесконечхо dлфФереtалlруаtw

фунlарю Рк с ноалпепед, соаерfuлg!4ся " !К , laotцl| обизол.,t, ,цпо

2 Ф,.= t на
Ке9 '^

ч 0м tcafroeo лyпotoalHOetca. 4 собfuпся аценкч

Ке Р о ý; |ty*l. С*, Р)

еОе С*- по"-*rrlая, завL.сяlря taAlb d|, <, (но не * 0 l.

Доказательство, сн. " f8, ".l tr]

Есл,и Г - обоац""*ая Функция, дq'lствушtая на прстрансr..' 0(U)
вс'ех бесконечно диФФеренцируеиD0( Функчий с Ko}rnaкTнb.i "о"rr*"}r " U , то

<Тr 9 ) обоэ*ачает !н€tчение Функционала Г в точке (/' е O(t/|.
предложсни е |. !fuonb lrilr' " f чоовлtатворпап tрефtолmmлlа

пеоре.|м 1 ц Фу*алл tl влеапе со Bcelol праlзвоОtаl,оl [-23u Ё е fr )
лоlвJlоно cgti,Nalwela ч аОоuоtворяаt уЦовtло Ql . Ес,лl F - ао"о*lrо"о

заtоснупое пrщ".со о Cr u ypвHetue Ql оz;рвеФtuво на f/ :, Р , по dt7

фоео l,or|wlrallloeo лншitва ас а с непуслтоt7 внупренноqпью сццеспЕ,g|оll

поалlоян,lсLя l = l(ura)a.- чсу'ql'lруе}gя (полФе fu | функryя

Ъ ,-,n,", loto Ом кфd ф еДU) с HoalrlыeJq 
" ^rм-rв" Q чr4еqп

&d.SK=4'

U 1кке? 1
(8)

}

леопо аlенrФl

l(ptлn,p)l. 
'V:

WпF) + l mд-о lфрil.,о4
F

82
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[оказательство. Достаточно рассr.отFть оlучай, когда 0 П F # Ф

" лl:
<t

педов Кlr,.,, К, такин обFзон, чтобч
ор

@пF) . оо. вчфрен некоторtЁ P r rl: (0 П r) " О <с<

. Тогда 0П F $ожно покрчть конечньa4 чисrtо.,r от,iеченню( паремелепи-

l* * Е, i-|,...,p i,t
| (|Kil^) . р.к

ке9

rпа с U К
ке0

Ке0 + КпFп0+ Ф.

Уиенычая в сr|учае необходипости число а > 0 , нu нопен добиться, чтобч

l
Капдьй паFллелспип.е К1 }iопно покршть параллелепипедани Кlrr...rК"еЛ,
ноGнь. котор}0( нс превосход* ]Kil, . Or"no" видно, что суцеgтвует конечная

систе.{а 0 С Л взаиино нсналегаЕоlих паFллепепипедов такая, что

КеР + lKl_u 0, 111)

f UKl^), ор,
f

(12)

( 1з)

( 14)

удов-

( 15)

qункчuо c|r со

ке.Р + t KctJ.
В силу (7) r.rопно.зять постояннуп С , для KoToDo.i пр1 всех i' i
летворяется трбование

КеР + \ D - (П"ч)*lаъ * ф (lкl^) ,
&
ч

к
Поставиr.r в соответствие каждоrttу параллелепип.о, К€Р

своiства..rи из вшrrеуказанноri ленмч l и попоlrин

t 9*'

пусть фе O(U) инсст носител" " а . Поскоltьку (2) спвведrrиво на

U' F , нь. на основании (8) получаен

8з



<PLil ц ,ф)= <Р(r) , qф> = F*Z" <a*D*u , 9^ф ) .

Сначала Fсс..rотии TaKoi мультииндекс 
"с, 

е ful

ot =J+Z (jrЙ, Jj:4l<
ич инееr.t l;l_-q +,,,+in > О ; тогда

(o*D*o,у* ф)= (- l)''' < Di - { D2d*, n' @.9к ф )> .

, что в его разложении

i)
}

(16)

Условимся пользоваться сииволон 79 для обозначения нультииндексов, подчи-

'""r.о, ý в тон с..iьrc,ле, что Р1 *ýi, i=|,.,,rl .06означая

через Ер постояннуlо, зависillуD пlчь от Р , из (9) по Форlуле Лgiбница

}ru поJlучае..,t

,i |u'r*цKy|l"? Eus! llрrа.ф)l <

lРzП1
lDPco_,1,1l.<Eolo*yl+Z E_lKl-ч ф, 

Фо'
п

Имея в виду, что

l
п'

и учитьэая, что дrя

р : mrrL lpl>0
/< fi<N Пtr

в ьполняется
]р| п1 tllKl <0пL

l.tн ОКОНЧаТеrlЬНО ПИДеa.r К ОЦеНКе

0тсода на оснозании (t6) , (l5) вьгекает

|Dе ro*9*/)l-< lK гlcrlоп{|+ оF 
РооЕоllР 

to*/)l ).

ё lýrпl

d- lKl^ >]Kl

I
и

84
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l(o.D"u, 9кф>l * 

'/( 
|кl,)(Е,w*у l+ о|' 

ёocrlDotqvl).
всrrи ;i |- / , tо ос- 3,' fr

a h-F"fr
с(

-7а

и, обоdначиэ

,
(17)

,юнеtа-

rrбраю соaеЕr

l<а"Dl"р*у>|-| ТrФапOПu dъl- 
^axla"{|

tK

}rH получин оценку

П вообlс, поrrагая

а0

нЕ на основG (t2) мя подходilс{l постолннql

Виспtсй от fl ) иrrеен

и, следовательно,

шенно произвQlьно.

П рсдлопени е 2, IТуопо

прейwпл 1. Eelal FC U

l< П t Лu,уr|. bZn| < а.D*u, 9кф >l <

. !,,,плlФ(р r 
\:r" 

+ peN 2 ]l'tц\il) .

YcTpGHlrB 0l 0 Ё исполDsовав (ll), , (t3),(tq) , HI получин, что

\ ъr^-\ lo,
0о FпQ

l
|к

l {s""r"цаl о, 0

hdл,

f;K,_ U
е0к

,

l<p tDl ц, /) l -. l, лмtуt. (п * 
| оМ") 

.

пвдпоrсние l докаоано, так как Р' 
't: 

Q П F )

a

|,fr , ?, I u ll уфвлавормtt yclloBllяtl

- аllносlл|рl|оно glоснупое дн&аltsо с лф,llоно-
85



р
конечной Nfr-rеооЛ u (2l уОовлапаоряепся^,rа UrF , по суlцеопвуаll ло-

|са!lDно сурlм"Фуе\ая (по оmналенuо * ,*" /!! ) фgнlаачя Н , общlраlр.яся

в нало 
"а ffrf tакая, чпо 

!
Р 0)ч- H7l;

в оцсле обобценнах фунtааuй'(m.е. Ом ,сафой ф еЮ (U) l uj,|еап меопо р-
венопво

{рO)ц,ф) -\rrrшIl
F

Доказательство. Пусть V- оr*оa,rо",.|но,хество с KoimaкTнba. заr.rьa(а-

,""" [= а C(J . Иэ оценки (t0) видно, что Функционал ф F+

'*<РO)Ц,ф) "" прстранстве Ю(V) ношно представить пи по..iоllи одно-

зн;lчно опFдеrrенно}i (знакоперененноi) мерн Fадона J , поrr"ое изrtенение tf t

Koтopoi на Kal|(дo,.r ко.{пакте R с V удовлетворяет неравенству

l\,l(p) " 
l U,иW: W п il +\ ъаъ),

RпF

гяе Функция l, эадана paвeнcтBotlt 1l7) . Иэ усlrовия (5) и опFделения (6)

калибФвочноi Функции f вь.текает существованиa "nan" l>0 такого, что

t, (o,d) + 
'l!l 

Пl о l'{ttl

Так как lKl:''| = Ъ(К) мя капдого от..tеченного параллелепип 
"д" К ,

то для капдого борслевского нножества 8 с г вьлолняется

N (д ) = l-'ilj {в),

,

a

,

a частности, лrера

. Пользуясь Teope..rotr

tt: )'Функцио #

\ nr,
в

д

абсоlrотно непD.Ё.на относитально Xl: "" Vn ,Д
Радоr.в-}iикодинa, нч получ8си сунхи pye,.iyD (относителtно

на VП F таку|о, что

t

86



(19)

мя всех С1' еД(V) . Так как Н определена почти однознitчно (относи,
ll,

,-""о /l] t" U является объединением возрастаоцаi последоватепьности

открьгьр( }tножеств V" с коr.{пактнu.l за..iш<анием YоС U , то без тр)rда по-

л)лается локально су}r,lип/еиая Функция Н "" a"aлr.trоr""r"" .Д , дпя кото-

F.r (I9) спDавеrииво дlя всех ф еОW),
3анечание l. !дя частного случая

уdl=t' (l.c= l +ltzftъl), fr -{gl, l - l,
пFможенеrе 2 доказьэалос" " f9, lfl .

Иногда бьвает пФlезнш{ пФrь9оватьс, еце дgугини нодупri,rи непFрьaности.

поlrоlrив

tt

'а|. 
- f, lrrfl

мя з -U,,,..,,xrtf 'Rl ,

il:Hd<р(D)ц,ф) = \ Р
F

,

определии дпя кахдоi локально ограниченнql Функции U

ко,,rпакта 0 С U лrодуль непttЕ,Е}.ости

на U и каr.дого

Если tl изr.rеЕ.rна и локаrlьно ограничена, то нетрудно видеть, что

di (t,0) - *рL|u@l-цч)li c,ye0,Lc-ytr,-d|,

p'(aQl= t (fl!''l1,1^ o,al),, l l 0, а" + /,
из прддожения 2 получаеТСЯ 

А
Следствие |. Пуапо Р(3), |, И u | чдфп по & фдое з,лаче-

Hl)e, чrпо ч в пеореrqе 1, Пуопо ct > 0 - непрераенсв фунrсl4л пере.л4енноео

t>0 ппкаr, цпо
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-l
lin tof ,,lt{l l 20,
tl0

ч фунlаал

I ttl - tr(l).ll!' 
п1-1

явмепся KattuбpoBaпai. Пуапо фунtа,сtл tl - Uл
-4Hatal [* !/ Ц , соqпвепспваплрмl лулоtпаlнОекала

ап уаювшс)

dFG0)-a(otll), llo,

3

емеспе со Bcerat проuзво0-

Jсfi yOoBttalBopя-

Омlсаэфоеокомаrilа 0CU . Еслll F CU -опносlлле/ьноэамснупое
I

мнФ|еаllво с локалоно-конечна7 ш; -лерq7, по uэ оzрвеФплвос7оl рвенФва

Ql на [[ : f вdпеrtааl, сццеqпоованuе локаltоно о?р,мченна7 борепевс*оti

фунlа,рлч Н , обф***ся в нpиD*U'F u пакаi, чпо (18) ozpBedtuao на

в еjйсllе обобulеннах фунпцй; в |ulопноап,l, "-u t! F ) = О , по

yarlи,Hu.|lo, ll, значлm, p,Beчcflloo (2| уOовлеrпворяqся на BcerL1 лн@слве
а
F
U

Доказательство вuтекает из предrrоженчя 2, где ,itu поло,fiиl.i

. 0тнетин, что Функция (17), появляоцаяся в оценкеgсh =7llzПl ,rldl
('lO), теперь является локально огрниченноi. 0тсода видно, что в доказательст-

ве премоriен"я 2 плоr"ост" / 
^.ерь, 

У относитепьно lt: мопно взять ло-

кально оrрниченноi.

3аиечание 2. Частньй сrtучай следствия l:
лИ-tLJ, 1-1,

доказьэitлса в [lO_| , где инеDтся дальнqiшие ссЕrки на относiцуося к этин

вопpocatl литературу.

. Литсратура

t. carle9on L. ю\rаЬlе s!щrrtarttteB of grtJлtцrg Ьпюпiс furрtrопs'

m fl. fiаtл.gсаrЁ., 196з, v.t2, р.15_18.

88

?



2. Carleson L. Selected рrоЬlапв оп ехсЕрtiоrЁl sets. - Van tibstrand Со.,

Prinoeton, 1967, 151 tр.

3. Долпенко Е.П. 0 представлении непFръвньD( гар,rонических функций в виде

потенциалов.- Из9. АН СССР. Сер.нат., l96ф, т. 28, c.lll3-1l30.

Ц. Долженко Е.п. 06 особш< точках непрерuвньD( гао,rонических функций.-

Изв. ДН СССР. Сер.нат., l!64, т.28, c.t25l-|27O.

5. Harvey R., Polking J. Eшrable slrgularittes of solutions of linear

раrЦа1 differenЦaI eguatiorв. - Acta пвt}t., 197О, v.125, р.39-56.

6. KrAI J. Нёldеr ФпЦпючs heat poterrtlals, AcEad.Mziorвle dei Liлсеi,

Rеr,d.Сl.Sс.fis.,пвt. е nat. Ser. 8, 1971 , v.51 , Ю 8, р.17-19.

7. Krat J. Rещrаriý of poterrЦats аrd r€прчаЬilitу of siTKjuЬrltles of

soluеiorB of pareial differerrtial eцratlons. - Proc. Сопf. Eqr.radiff, Вrю,

1912, ч.З, р.179-185.

8. Кrбl ,r. RgrоrгаЬIе sirrcrllaritieз of soluttons of santietllpic equations.

Rend.bt. , 1g7З, v.6, sёr.6, t|o 4, р. 1т21 .

9. Кr11 .r. Sirцrlаritёs rюп essentielles des solutions des ёqrratiorb aru<

dёriGеs partieltes. - I€сtчrе t,lotes tn }|ath. (Sёпirвtrе de ttrfute dц

yэterrtiel), P*ts, 1974, v.518, р.95-1О4.

1О. KrAI J. Potentbls аrd rФvablllty of sirцularltieý. - Pr.oc.oonf. "Мп-

Iiлеаr ечоlчtlоп ецrаtiопs ard potential ttrcory", Маdgпiа, Praha, 1975,

р. 95-1О6.

11. Крап И.06 устранимьо< особенностях и о прlнципе нейиана. - в **.: 5-е

советско-чехословацкое совецание по пр4,.rенению методов теор},|и Функцlй и

Функционального анализа к задачаr.i математическсй Физики, Длма-Ата, |976,

с.l32-1Ч0.

12. Llttmап W. Polar sets аrr] rgючаЬlе singrulari.ties of partial di.fferen-

tiaI eцratlons. - Arklv Паt.,1967, v.7, р. 1-9.

13. Stampacchla G. ПЕ LP'n 
"цrч.." 

аrrJ applications to tho tijэry of pаr-

ЦаI d,ifferatial e$Etions. - Prac.Conf.E$Ediff , 2, Brc.llslava, '1966,

р.12}141.
l

89

l


