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получЕниЕ ФундАнЕнтАльных рЕl!ЕниR для 0днOрOднýх урАвilЕнhЙ

с oсOБЕнtlсстя.lи п0 hЕскOлькин пЕрЕнЕнннfi

И. А. Киприянов, Л. А. Иванов (lбронек)

В веде ни е

Нетод разлоlкения Функций на плоские волнU tl'] нашел lrногочисленньtе при-

l,tене}lил как в задач.lх интегралыrой геонеtрий, ток r' в задачах уравнений нэте-

.€тичсской Ф{зики. Так, в частности, В.А. Бороэltкоэ Е2] построил Фу}цанен-

тальнrе ре!!ения длr одноро4нuх.оператороl е частшrх прой3aоднuх с постояннч-

ии коэФФициентаl,tи. При этон оGно!ная,Форнула, длr Фундаrентального речaения по-

лучилась с поrпоцьп раэлохения на плоGкие !олнч d-Фуr*ц"". }lспользованный

в этой рабоtе метод позволил как изучеть особснности Фундаriентальнlх речlений,

так и получить (фрнулu Герглотца-Пстро!Gкоrо э гrrперболйческон случае.

ВпЕраче !есо!че плоские волну бши вrедGiu t Г3] . ПодрФно осноэнче

Фактнr касашиQся плоских бесо!uх волн (анэлоr осно!ной Форr.уru [t] , пред-

ставлсние РаДона, разлоiение d-Фуr*чr, на плоGкие эесоauе вол}u), и3лохе}ш

в EQ , 5] . Тан rс показано, как нетод весовчх волн нохст бuть э(,tФехтивно

прхнGнсн к полученио. фундаментальнчх речlениЙ для d -эллиптичесхих t3] 5

j -гипсрболrческих уравнений в To}r слJ/чае, хогда по одноrl пере}rенной дейст-
вует оперaтор Бесселя.

в настояцей работе вэодится понятие '|зесоэой волнu" a тон случае, когда

инеьтся особенности по несколькин перененнu}.r.ф ý l дока!анъa ФоонуrU о п9ед-

ставлснии функций с по,.{оutьD указаннчх весоаъ.х волн и p8cct oTDeHU принерU для

испольаоэания этих разлох(ений в дальнейшен. 3атем получено предстаэление мя
рсO!ения уревнения Бсльтраии с поноO!ьо обобчснного потенциала.

В ý.2 строится Фунданентальное реш€ние для оfuих J -эппппr".aa*r,

ураэнениr't, т.е. для уравнений, в которнх операторU Бесселя действуот по нес-

колькин псре,.rеннчr.. При этоrt параr4етрч при особенностrх не предпопагаDтся

оАинаковu}rи. !оказана теорена о структуре Фунданентального решения, которуо

ecтecтBeliHo Ha3+Barb теореной о "сложении особенностей". А иненно порядок

вь.ро)iцсниa Фунданентального рсtlrения диФФеренциального ураенениr с опсратора-

ни Бесселя по нссколькии перененнUн в точности такой ll(е, как у Фунда1.1енталь-
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ного 9еч,ения для уравнения с onepaтopor,r Бесселя пФ оflной переменноl-r, при этоr,r

у последнего паранетр при особенности равен cy}r}re соответствую|llих пара}rетров

первого уравнения. Получены оценки поведения Фунданентального рещения.

В ý 3 рассrqатривается приr.tенение метода разложения,функций на плоские ве-

совче волны для гиперболических уравнений, в которых имеются особенности (при-

}tеняотся операторы Бесселя) по нескольки}t переr.rенныtit. Доказываtотся соответству-

щие Форrtулы Герглотца-Петровского. Получение такого вида структуры Фундаitен-

тального решения позволяет объяснить наличие принципа Гrойгенса'для сйнгулярных

задач Коши в случае пространств люббй разr,rер"осr, fб 7] .

ý l. РазложеFtие Функции на плоские весовые волны

Лусть fla)- непоеоывная Функция на R" , где -c = (лlr,. .2Qц.Zllуlr...
попеременныл fi*+l о ., . , Iп i/{.2) ""r"""

С помооlьп операторов Пуассона констру-

ируен Функцип вида
.Е

\
0

,

t

, an| Предположиl.t, что Функция

К - Фиксированное, /< К< i

fo lo1 = { tci,,. ., I* , c*+t сл!,0|, , . .

q

\
0

.,. ,5пФL 0п_.к)
lFE

П stfu
!,-l'" 0td4..,d?o_* , (1)

i=l

где lrr'.'r lо-* - некоторые вецественнUе полохительнше константч. С

сп*воло" j , как ,,lы увили}r ни,.tе, естественнuн образоr.r связнваптся операiо-

о" Bnaa fr, , rАе р пробегает rrнoxecтBo lrr. . ,, //о-*
Пусть теперь g(S' - четная Функция олной вещественноi переменноЙ, а

t, У - "*"r,"рrоЪ 
произведение векторов аrУе Rа , ,.".С,У -ёrrУr,

Функцип вuаа 
3D @,yl , определеннуо с,поиоtьо (l)

У , будем назuвать.Функцией,типа плоской gесовой вол|{ь. с

весоц 
f|z - (pt,..,, F о_*) Crylr,,.rCo,

?

0пределени е

при Фиксироаанной

по пере}rеннчй

В дальнейшем, как оýччно, череэ

в точке С и радиусоr,r Z
Леrrма l . 14меап леопо пФlеаttво

\ y(o, pdS = dn_t z(r'-p') g (l4,l.P )dp,

s (Cr|l обозначается сФера с центроii ,

п-3
2

(2l

7,

\
t
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.:;,-- а5- 
"-полum 

l1oBepJ:Hoclпl ýtat) , R n do, - ,ulalpda S o,1)

" Pn, lФl2 - Д ";
Доказательство леa.iлtы повторяет доказательство,основного то)fiдества в

[, C.t6] и пРиводит к He}iy при N-/ . В дальнейчlеr.r буден использовать следу_

пцие обозначения: Р! = 't/Jt,,, . rFп_*\,, lPl=f ,*...*Fо_* ,l = n*|Pt,
.Пеiiма 2. СцwвеO,uва фо7'.чу.за

\

п*

Sto,t)

F,

l,

l
-L

El
2

п-к

2,ii Пг
u.lt

i=l
-lJp..,,lln-. /- l_!

2

?o{c,yl f7, y:;dS -

l)- зt
-ф п-l, о(r'-р') , (lot.p)dp,

Fо-к
(])

(4)

еOе
I
l, 2 )

do-',

)

[оказательство проводится обратной индукцией по r( . fl1и ц- 17

лемна 2 сводится к леr0lе l. Пусть (3) справедливо при ц= S+.l . Расснот-

рин интеграл в левой части (3) при ,(=S П}iеен-

s a-s
бФ

/=l !.!,(ý(qrl о 0

п-в

пы
lt1-1

Дr,у, 
*Д *r*, !s+l ФLOi

у::, d0,.. . deo_s ds ,

х

х 9t/t 0,)

Производиl,t занену перененнчх по Форttулан <i- {s+6ФLе;,

Fi,= Ysrb}i,aga, *1 +Pi - !'ni,, i -|,,.,, п-S,

Если flto,tl- .r"о" Ё у{ -Х 1j + р;) - ,'
с эленентон поверхности dS, , ,о полу"а"н интеграл вида

t



\ bt,ýi ci,li+
\ с-з

0*,4i)Д oi''' dS, .

п-3,r-
ýtO,Tl

8чделяеи теперь интегрированпе по р,
зуеir индуктивнос предполохение. Тоrда

r - dol,
Fz,

а |Pe+,,:lllo_.,3
t 2 а\хр -р l

р2, -l,'t'-р") r"

и для внутреннего интеграла исполь-

D

о
ttг| ,

Р, dP,

й

al,
,а-3lP

I

l
-|

а+ lд|-J

n(t- р') " g|alp)de .

7

I
-N

,Рп-в \ ,й,а

получаенlйi

9 \al, p)dp,2

Изнснlя порядок интегрироrвниа и проиЕaодя 9анену перененнчх по Форнуле

, неходин, что

r - dо-r,уr,,.,

1,

)dp lt-f )

а+ r,+ , , ,t lto_r- 3

р,) 
2

J

t(о'- l

'у (tat,p
п+llr+, , ,+lto_r-3

2 oh-'dg -

(

1,

\

Такии образо.r, .,ru приходим к (3) длi ( с ý . При .этоl.r

х

где J ЕrР) - бета-6ункция. Из последнего раaснстэ€, по иtцукции, получа- l

e}i а

a
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Кэк и в [l] , "ы будеl,i использоваiь доказанное н,,чи основное ТоiдеСтaо

прy. Ц-| i

a

l

0

\
,,

рr(а.у) !J, у

п-к

ап_ IrF,"о.,.,fJп_к

dS=
J-sт

ll
K+i

I

\
-l

(t- р') у Uot.p)dп ,
(3)

(5)

здесь и з дальнейщем ý= SC0,'
H5lx случаях 

Y(S) - lSt' " 

'L(Sr-

. Главное приненение (3l) осноэано на ч8ст-

1S19&, lSl . Получаё.{dеприэтоr,l

тоlцества предста9ляот собой раэlrохенrе соотэетстrуfllих Функций на плоGкие

сесовыс волнU; в nepвotl случае и},iеен

l ,, y,i i, у!:, d,S =

*+,ff r!#)г (I!.)
,

lclг п+ltll+t
2

( )

во Bтopo}l i

\
S

(to,ytJ !пlа,уt)о
п-t(

П цFr.
i-l l К*0

dS-

(6)

и две непрернвнце проиэводнuе по остaлъalн пaрс-

обозначим оlератор вида
39

l

D

где С = С (п, р, 
') 

, некоторая константа.

Пусть в дал."ейше" f tnl - Финr.тная, четная по ne9G}.GHl.rH

,E*rlr, ,,1С?. Функцкr, ииеощая одну непрервзн)m прои9воднуD по пlре-
iеннuЁС1 ,,,.rЕк
ilённцн. {gqgз Г!



Г! 1t"l:

i

l
0

2-L-Я*,Г;2*

ii,(Ч)
Иt+Д*' Л-,(+)

f Ф-у,, " ,

6

l
0 ,

.a

",,r0*-!к, ,!*,+ yi*, - 2.пr{,rlФt01,.. . .

oi + у'"- 2oolocпL9o-* ), [sа'Г' o,dq, . . do,__.

Сhедуя E3J , будеrr назчвать этот оператор обобценнчи сдвиго..r. С поиощьtо

(7) опреАёляе}i теперь обобцсннчЙ потенциал по Фор..rуле

(7)

(8)

,о" Rj* : t,'Ro , aK+l20,,..,ao> 0l Если через Д"
обозначить оперdтор вида

то справрдrlива
,Теорсна l . Обоблленtай па|еrа4lсц1 (8) Ломапся parrerlueJrl vввненuя

Дrч@):f{с), р)

еОв f @) аОовлаtворяqп ус/lов'1яlr, переlа.слеrlruil оа!е.
'!]ока зd телt с т во ., Пспользуя саносопрrхенность оператора. обобценного

сдaига (7) , получэен

Bru, a*+i

п-к

i,l
+

А ou [а) = -' 2 fr,[, - ryГt 
Т,rУ ty,fi^ у!:, ау *

бо



с

п-х

IK+

откуда, используя тождество

,,. , rL , и Фор}rулу Грина для

к

'I, 
ur,

п-х

{], rlit dr,
*lr! 

l qуа
(r*

\
R

l,
+

-#/*

BF

ц
х\

lyl=

+ с&- i l #,rf-'г!f чlff r!;ч-1+g i-l ,у|r' '

t Вr,

*, ИЯ,)., h,,yf-' + г! r,p!-y!i, dy *

Н,)_, lyfl + h,г!rч,ffу!j,dу-

до Ц (а): с hъ
tpll,* 0 ъ

+ С lrh"
L-0

п-к

lu- 2

tyf't r! 1,y,[y!:,dr *

, приходи}r к представленио

п-к
+ с [лпъ

l+0
,
bI у

гае Уе R!,, , а С . *оr.r"rта иэ (8) . flрч О-0 третье слагае..rое

исче3ает, сунка второго и пятого слагаеr.rых обрацается в нуль, так как

lyl>0, l-K*tltl.

Объединяя первое и четвертое слагаеriuе, приходин к (9) . Теорема докаэана.
Имgрт rrecTo сле!уочдиg lDорнулч (провереннче непосредственно) :

,r+ 1-2
2

,]+1-2

2

,),our,,,*/ у"-'r!t,y lП
ь|

, ltl,

K+i ф,

Aolyl2-1 = 0,

А (Щ, ) ! U-flb- t. . .,1,,yl'-l, (1о)
в у
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если J> 0, (7 + V)

,]+1,2

-Д ,' ,ylu lolyl- (-/)

есл, / четное.

| 2u*r'7(Ч)г1!)гЁ) 21

четное, и

ly| (1, )

(12l

(1з)

(14)

2-1

Используя Форнуrч (5) , (9) и (l0) , получаен раалох(ение Финитной Функ-

u"" | @) на плоские весовче волнч

д,
ry l о,,,| 

! 
d,r.r, 

uоff 
,!:uo,| -

' Р,- r!:rdy = С'(о, p,,t) { rcl,

цЦ,z2

г(+)г(ry)

R",(rt

где

где

Ё/l
т)

В случае четного / , пспол"зуя lDор..iулч (6) , (9) и (tl), нахоАиrl

(( ) (ч|ll
2)

г..л.П Г!(rl. г
i,l

п-в,

q ( r+ 1-2
2

t
I
(п,f,0

rr}

D

I

д
/l

fuу,U С t,r., I tыу, at)o iфо, },рtl

' ,I y!:,dy = C'(o,p,lilf {а),

ц ltsк
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,

Полученнче Формулч (l2) , (lq) явhяотся аналого}r интегрального пред-

ставления Радона и вчрах(аDт собой обобщение соответствуоlцих (фрвул из [rr] .

Вообrце от предполоt|(ения Фхнитности }lo,KHo избавиться. Более того, MollcHo

дать раэло,fiения }ta плоские волнU некоторнх обобценнчх Функций. Так, например,

6|-6у"кци, в слччае rЪ */ , не являЕще}tся четнuн, будет инетьразложсние

видi

-l F
d@) : С ц,р) lп.уl lo dSy

f tcl

I
ý

.8

ý 2. Фундаментальное решение 2l-эллrптr"ес*ого
уравнения

пу ст, 3 (Dq,, Ву,со) - I Й, . . .,h", B*,r*r,,j,,., Вrо_,," о) -

линейнuй диФФеренциальный операто9 поряд*а 2П с постояннь...tи коэlDФичиента-

ми. Будеr.r говорить, что оператор В - 
"ппппrпческий, 

если ..tногочлен

tou)).:!ok),,',,,d*, t):+l ,,.,, цЁ ) , ,о" oto - ,п".""я часть

t , не обращается в нуль при u) - (ц)rr, ,., al)a) + 0 ,

Будем искать решение уравнения

t (rr,, Lf,r,,) ц @) = { {о, (16)

,о" |bl
условий на

плоские-!олнч, то достаточно y..reтb реurать уравнение (16) для Функций специ-
ального вида. Поэтому расс}rотриlt уравнение вида

t,(Dа,,Вr,, d::t dS .

удовлетворяет пока предположениям ý l. 0 воэноtltнчх ослаблениях

будет сказано ниже. Так как r4oжHo разло)fiить на

(17)

(18)

{rcl

")u -lrrо ,t'I
'Его решение будеrt искать в виде

0 (g) : 
\ "" 

r !,- ,r::ids ,
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rhе цr(с) являетс, рещениен уравнения

t LDr,, Bp,c")ur@) = !о @. О).

rРункцио Utп@) будем, в своо очередь, искать в виде

ur@) = 9в ( g,, ц))

Непоср,.;ственно,из (20) получаем

d d
а ,...rdк d€'

(19)

(2о)

€

q

! (Da,,-Br,ro)ur!.r) - t
0

с

\'(-

й {- ",,,': #), Bl,g,in!l'' 0l d4 ", d'o_,,

,д" { = fi nr, r ,Z Iк*L dл+i uъ 0; ,

(21)

В силу (l9) потребуем, чтобч

'(r,# 
,..., d: i:"l рВ) - ,К).

уФ,t,..., 
": #,\r-,,

Рещение этого уравнения запищен с поноllьlо интеграла Драмеля
ё

9В) :\ ,(, -dr, ft)do ,
0

где дI ({) есть решение следувrцей задачи Кощи

Q2,

(2з)

tl'i|(Ф- 0, i-Or,,,,2п-|,

записчваа, как обччно, ре|tение этой задачи a виде kwптtрного интегра-

ла, а затен последоватепьно используя (23) , (22) , 1J0) и (t7) , получаен

вltit
l

2Eiu'К),
"]

бl,

х



а-к ll,
- 
Д |d.+t|'" dS,

здесь контур

Полоlсrн

с охватчэает все корни зна..tенателя.

!(ф =

Тогда Функция

Jfr,*,' np"l

l#rlsl%rsl 
np" l

Ёt
Kto - aj [F) ,

, не являоцеa.iся чет}ýr,r;

четно},l .

хз
-€

ll \t
ý'ос

д
l

2fii

цJ
2

t€-сlъ
е

t (оъl dъ2вlатf, i

х|]
i-t

I dоLlri d ý (24)
,l-K
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ф
с

I

Бl
((-f,)x,

'"ru dl, =
l zп-t l

ел_п(€-о) Ir) .

Соответственно Фунда},rентальное речrение (2Ц) приниr.rает вид

I
Kln)= aБl Д

!!l
2

!ti ', 
,i'уtdd) u-D

, fi,- |'-rrl"
t tоl

dS, (2t)

u)rr, uь 0idi, +гд€, как и вцле, 

'-,,!r,

п-кY-
'Ll., 

*x+i

Пусть теперь l
l

не является четньa}t числоa.r, тогда

ц
2

К@) = д х

С|{п,р,l) (zл-t! в а }

,F(

п
ь1

/i
cl*L dS

х
dt

Полоlкиl.t r= € 't Пусть

С'И,lt,,l)(z^ч)!

2пt-l .l(t-t) tdt-C,t
l

0

тогда реluение принииает вид

Fl,лl
2 ,*U Л ldrri,|

ьк

l
ý
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Если t<2пL , то все диФФеренчирОвания r.io)(Ho внестИ ПОД ЗпоК интеграла.

Фундаr.rентальное решеаие в это..r случае приниr4ает вид

tl-K lt;

K@l = Cu
Д t a,*,l

d3, (26)иl-|

i t(а)

это окончательный вид Фунда}iентального реlления в указаннuх ограничениях на
aJ

показатели; константа (,t вuчисляется по Форirуле

t!
2

I
s

,"*rrе)(rп! (zп-х\!

Lnс

I(- ) (+)!
пз|:

если

если

где

/ - uелое, и вuчиGляется по Форнуле

I
пз

/. дробное.
Ъ случаЬ четного ;l полччаеr.r

t tоl

L
2 Рл-Р!

,' 
ff Г(+)г(+),,т,. ,.(zm-у)

{27)

К@): С' \ (t,.at"'l {n,n.r,)u
ý

,ff|d*rl" dS,

(-/ )

чс

a

"' [r г e),*'(*)t

Пусть теперь 2*al . В этоr.r случае Фунда.,iентальное решение всегда и}iеет

вид (26) , приче,.i в случае дробного ;l константа иr{еет вид (27) ; в слу-

67

,



чае нечетного константа инеет видI

n3 = 
(1-2rп, t| !u 

оЧ fi' г ё)q-п l
iF, \2

,

и в случае четного и..rеет эид

+
(-/ )

через

пере..еннuн, то будем иметь

(x-zd!
пr_

" li.,(+) "(*\l

}lзучиl.,t теперь характер особенности Фундайентального решения и его про-

иэводнuх. Расснотриr.r сначала случай однородного уравнения t- to В Фор-

r.rуле (25) полоlllи..t О-Ч ,l2l=l ; тогда получае}r

К р) - О? u'^ru tJ tg) ,

где {J t|l' бесконечно диФФеренцирУе..rая Функция, четная no frrr..'' ?п
Нетрудно видеть, что после диФФеренцирования получиlri

К @) = ъ'^'t р (l ) (2s)

с некоторой другой гладкой Функцйей 9 ,r-lCl . Если ".о"" Щ,
обозна,+rт.ь Heкoтopylo частнуо прои3воднуD по пере}rеннь.^ atr. , ., С о '; о

а!,а" - некоторчЙ ,абоо "з j операторов Бесселя по остальнUй

a

t

D:,
''r,",,К@) 

- r е п-х- i-2j t?q),

Пусть теперь / - *ет*ое число. Положим в (25t fO\-\tlJlnll
" t=€, t Тогда

ЁI
KIal- СДr' (t-l)"'' l 

u 
kt dt *

t

\
0

2пф]

\ь
ý

l
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Интеграл, соответствуоiций перво1.1у

где

ку

справедливое в случаях

слагаеноr.rу, является н}l8rочленсlr cтe.neн|i

. Прииенив оператор Л7 , получиrr нно,

fl. lu)*r;l
lti

8 tta) dS.

,,четнuй поСлцr.,,rСп . Посколь-

постоянннЙ, то после диlDФеренци-

(3о)

(з1)

l

l
0

а-<

+ ц'^+l [пl€| )^''t'a|tl-(

2п+t , четннtt no Сr*rr,. . , ао

гочлен степени

"пл tоЕчJ - 0

2п-l , поэто..lу первое слагаеное является рещение... уравне-

и его йotfiHo отбросить. Далее рассl,iотрин опять два случая

1rl<2п ч2lt>2rп . В первон случае при диФФеренцировании hte t

получаен йногочлен, являпцийся решениен однородного уравнения. Поэтону, пе-

реходя на единич"уп сФеру, получаен представление вида

К tal -- ъ2^'l Q t2l + Pro k r, (29)

a

a
ро"аr"" /л исчезает. Вследствие этоrо Фуtца}rентальное решение будет иметь

вид (28)

tз начlих рассуl,(дений и Форнул (28) , 1291 вытекаDт следуЕоlие оценки

Фундаиентального реlцения. Имеет HecTci неравенство

Dld - }.ногочлен степени 2*-l
rо Bтopo}{ случае коэ(мqиент при (л

]D:, Bi,r,K tcll u б ozП't-i-2j

J

lo. есл, i+2i > 0
>2п ;

, l не является четнч..t, лuбо | четное у|

2О. если i+2j > 2л-l , l-.2m " Y четное, то справедлива оценка

lЛ!,В!,".Кrсl| < СrzП-У'i-2j ( t+hr),

В'случае, когда кв п-| ,Ft -F , ..tb. приходиll, в частностиrк результа-
Tar.t и оценкан работu Е3] т.с. к случао наличия особенности по одной пере-
ненной .!n . Так, оценка (30) будет инеть вид

t лi, Bi;,сп
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Такин обра!он, сравнивая оценки (30) и (3l) , получае}r следушlий реэуль-
тат.

Теорсна ]. (0 сложении особенностей .\ Фчнdаленлаttоное paleHue fuв
оОнорФноео t ^епrаrtп,ческоео опеw@и с fтwаененuе4| опеиrlоров Бессе-ttя

Вr, по пФеденнаrl tK+i , i=I,., t п-к , tмеы пdll re поряоок осо_

бенноаапr'wпо 1l .б -эruаmuчеodлй оллеwпор поео хе поряdlа с orleщпopopl

Бессем Вр по oOHai nepeJletлai Са , в кqпораi F -/tr* ,.. tPo-*=
= |Pl,

Изучии характер особенности Фуhданентального решения и его производнчх

внутри оОласт, Rf.* . Пусть Фунда}rентальное решение иr.rеет вид (28)

Iнеен

К(с,у) = Сr: rЩ 8tp - С

, Q (!, 
о) |1- ,и"-' 0i d0, . . . dLo-* ,

G

\ oi*'
0

6

I
0

t

где

то

п П-К

о; -Z @г ltf - F, @i-;' y!r, - 2ooi ! **i Ф{ 0;),
ý

l

a

ч,-(чr
аr-!к

'."' а '.L0

+ У:,- Zar*,Y**,ad

|0

+ - 2аоуоСо! п-в

IJe

Так как

Q (h) - Р Qol + lа t!е) - l2 r2olJ ,

Кlr,уl= СQ Qoltrlа{-l + С' tl,f{l "чt 
р чr) - Q tyoll i

сr.ёдовательно, при ý -+ g второе слагае..rое инеет более вчсокий порадок
7о

2

,..



Отсода, в своо очередь, вuтекает, что достаточнd исследовать х5Ёакfер осо-

бенности интеrрала 8ида

lEa

Фвуl- l . \00
d0,,,.d?o_*.

,l-K

Пsиi-l
Fi,'I

0;
(з2)

f -2,п
0t

t

l

Лемма J. Иtпеерл Фrc,Р , ореОелzяеl,ай фwцлаi (32| , gdовлdпво-

ряап oLleHKe

l ф@,уll < С о2tП-а'l (зз)

пиl п)z Zm+l u.

lфtцуll<сhtrl (з4}

ttptl ||- Р1
В случае К-П-/ .этот интеграл подробно исследо9ан в Е3]. Как и в

ý l, оценки (33) , 1J4) устанавливаотся обратной индукцией по /(
0сновной вUводr.которUй иожно сделать из ленlьl, состоит в Tol,t, что по-

рядок особенности внутри области не зависит от 1Jl(lrr, . . , Fп_*),
Из(33),, (JЧ) непосредственно следует

Теорена Ц. BHytпpl обмqа RХr* оl4енюl фунfuлеwалоноео ра!е-
нlл lдпаоп соо|поапсwенно ctteфпatцй еuОz'

oi,B!.oK @у, = 0(t) пw п+i+2i < 2rп i

О} В!r"к(ц!) :.0 (o2,1l,a-i-2i ) прtl п+ i+ 2i > 2tп;

D; ф, К @, yl - 0 (ht) пw пl i* 2i - zrr.

ý 3. J-гиперболические уравнения

Конплексно9начная Функция 9(О, caRo" , назuвается основной,
если она бесконечно дшDФерGнцируенэr, чстная no Со и удовлетsоряет не-
равенстван

1.0ур t r| 
Сg,l а.ffi, lct'-Fo"; (з5)

7|



lrри л.rбых 1,1 : 1,1,2, ,.. Так как r/(€) четная no Со , то к

ocнoвHы'it Функцияl.i l.to)fiHo сколЬ угоднО раз приrrениТь оператор Бесселя, приче}t

снова будут вчполняться неравенства вида (35) . Нножество основнчх ФункциЙ с
обычной топологией будеr.r называть основныr.t пространство|r ýд . В соответст-

aI
вии с эти..i через ý; обозначается двойственное к ý, пространство

пространство Функционалов .

Рассr.rотрим линейный диФФеренциальнчй оператор порядка 211 с постояннu-
l..iи коэФФициентаr.tи вида :

,

t,(л-,*,,,..,h) а,,а, 
,blui,

{о-
Blt
t

где

2!+N.2п i,

а

z.
,.rON'

обозначает ,7-п степеrь оператора Бесселя (/-К) при

. Нас будет интересовать речrение уравнения

az

0с;,... 0с;о
, (з6)

(з7)

S; в

(38)

L (B",1,.D) К (t.c) : d d,О,
г!е т = (с,,...,ао)еRО, te RI

L G;,ý,,..., {n) >- d l€|"^, )r0,

, в пространстве

случае, *о.д" on"p"rop 14 является В -"ппппrпrескиl.t, т.е. когда

|ýl+ 0 , Фунда..енталь-

ное решение было получено Buure (в частности, с поиощьп раэложения d -orr*-

ции на плоские волнu). В лальнейшем нас будет интересовать случай оператора

вида (36) , т.е. однородного уравнения с постояннu1.1и коэФФициеiтаr.rи. Пусть

t=п+К + l ; если 2r>l ч l не является четны,.t числоl.t, то фун-

даментальное решение имеет вид

2r-l

ý

l
s

ddl*ч),с)t
Кtt,d= С(п,к)

в

L@:,l),,...,tl)п)
d$, ,

где постоянная вычисляется по Форttуле

С и,к) :
l

(з9)

ct Г (i) Г (#) (F l) . .. t 2.,п- ! )

при дробном К и внчисляется по Формjlле

D

l
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(- r) )(

Lta!,o,....,do)

п+кп, п+к
т

l

Си,к\:

при нечетнон l
При четнон

(tf.з1- Сh,к)

где

zпt r(ý)rа**ll Qп-уl!

/ 'полччаеrr

ý

( l l,cl. dl'*l hltt,c1,ol), df
dso),

(4о)

(41)

(42l

(43)

п+ к-!
2

(- /) (2 п-Р !
С и,к) -

l *Ч г(5) z^r,(#)l

В обоих случаях Оунда}iентальное решение является обнчной функцией,

непрерчвной в начале координат.

Пусть теперь 2^a l . Тогда Фундаr.lентальное решение иr.rеет вид (38) ,

"де С (П, К| определяется по Форt4уле (ql ) при дробноrq l ч по Фор,.rу-

ле

С @,к) -

п+к+l
т

е/) (п+ к- zп)

пЧ гё)z.+'(Щ-!) !

и, наконец, по Формулепри четнои l
h+к-аm\!

С (л.к) : _
qаtГ(5)@+ю!

(44)

7э

t
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прИ нечетнон I
Пусть теперь операторi, (36) не является ! -эллrпr""ескиr.t. Тогда ин-

тегралч (38) , (ql) расходятся, и их HylfiHo регуляризовать. 0бозначин через

ý0 ннохество точск единичной сФерu, "а. IL(сtirсПr,,..rц)4tl>Р.

Ленна 3. ЕслЧ мwюпеwсflЧчесlсаЯ повеwнос7llО L G3 , €, ' .. . , ýо )
не члееm особuх па7ек hlрме ^ { = 0 ) ,. по Ом раде,мл урв-
неtмл (3?) 

" 
ý; l)леqll lеепо tреОстtпвлеtме

кtt,а,l:сlп,оrИ|t;:::!,!;,Ч as, (45)

,-о i, Ltoi.df..,,t)o)

D

еае Qlпrк) , f ,,n,* (trara) оtреОе.лмпся в сооlпвепсlпеlлt с фор-

лаuIсцц (r3)- (r9)

Доказательство по суцеству ничеrt не отличается от доказательства со-

ответствуЕцего оакта в E2J . Только внесто разложения /-Фyr*un" на плос-

::: "*"" нух(но использовать разлох(ение f -qпуr*цrп на плоские весовý.е вол-

Проведен теперь специализацио,формулч (38) в Tor.{ случае, когда оператор

1J61 являетс^ 3 -iиперболическин. Это, по определениD, оэначает, что со-

ответствупций ory однороднчй полинои L tt' ,lt r,,,r€o ) степени

8П ийсет при лобчх (;...., {r, , не обрацашlихся одновременно в нуль,

2tT| раgл"u"dх дейстэительнtrх корней 7 . Непосредстэенно иэ этого определе-

ния (соответств}Фцего понятио строгой rипефоличности ) и чётности по d вч-

TeKQeT, что справа и слева от нул, на вqцественной прямой инеется ровно по

ttЪ нулей. Это занечание будет с}пlественно исполь3овано в дальнейшеи.

, Расс1lотрин сначала случай, когда I ie. является четнъlй чпслон. В Фор-

нуле оунданентального речrения (38) интегрироваlие ведется по сФ€ре $1grl)Э

Oi * Ul,d) = |,гд" (d,Ф-Яаj .3аr.rеняемстан-

ri*:l обраЕо* по сФере ýtarl) ," ,"r".o"frl"*i" no цилиндру, Ьснованиёr.r

котоjогослуrrит .Ф.р", Q ' u): +... + ,r): -t , аэбраэушtие па-

рамельнu о"" tl)o . В полученно},r интеграле, используя J -гиперболич-

ность, ,,lba cl.toпeн провести интегрирование по образуrочин. Для полнотъa доказа-
тепьства провсден соответствуOцие преобразования.

Пнеен

lшd,Drl ldof dlno , , ddo

Кd.g)- Сh,кl

t

\
l

7\

oi +rtu'r-.'t t (ai, dr, , , .,tlo),u)o ,

a

,



ГДе u)o= *, l- - " '- di-, " С(п,к)'о

по Фор}rула}r. (39) , (Ц0) ,142) - (4Ч) Пусть теперь

определяотса соответственно

ф
lГ- 

-

- vттr '

U),
90чi-й (i-l,,,,,п), (46)

(47)

а)0

-,
ll*цz

q
t/iy7, d.l

Тогда

лг

следовательно,

Поэто1.1у

,dtd")o- 
,/,+U'

l €;

,/l+T , ,

-ч
Ltoi,d,,...,d), u)o- (л+г2) t (t€,,...,€п). €о,

2,a-l ry .h-l
lt,r+ (c,a)l'"'-' = 1t+f ) ' ltc+ (.f,Ell-" 

О 

.,
a

l

Ktt,a) = С и,к ,\*Г\
а |_-оо

?Jп-l

lfл+ 1ag11 tlд

Ltc', €,. ,. ., {о )

к

,а

a

Рассtlотриll внутренний интеграл. По определенио регуляризации, проинтег,

рируен по всей оси за исмlочениен Е-окрестностей тех точек, ,оa l([',
(r. ..., tо ) обращается в нуль, а затем устреr.rим ý к нулlо. В сйлу

четности подынтегральной функrlии и сиt|i}tетричности относительно нуля располо-
уtения корней характеристического l.,tногочлена (о чеlr )п(е упоr,rиналось вьлле) ,

это равно3начно тону, что пDоинтегрировать на полуоси || >0 дваl(дu: от
'оо до 0 и от Q до со . Заиетим теперь, что чIслитель подчнтеграль-

ной функции, в силу crenerrdio характера, допускает аналитическое продолже-

ние в некоторнй сектор с apryиeнTolt 9 :-ос< 9<< l где оС доста-
точно ..lало. Так как нулей знаменателя, лехацих правее О , конечное число

$r..,1lГ,п , то каlltдчй из них lrtoжHo опоясать достаточно налой oкpyx(Hocтbrt

ý* {К= lr,,.rfr ) , целикон лежацей в области аналитичности подuнтеграль-

ного эuранения. Контур интегрироэания теперь изненяен следупци}r обоаэон. ,,

i



когда идем от оо до 0 , .то проходиl.t каlвый раз по нижней части соответ-о,
ств:,пщей сФеры Jл (К= lr. .., m) , а когда иде..r от 0 до аэ , то

проходим по верхней части соответствуrоцей сФерu. Тогда, по Teoper.re о вычетах,

иr{еен

аЭ ,а ltr,+ tgýll?'lttif
don =- ZaiZj't 

f,t, tuj,(,,...,{n )
\

2rп-]

l lи+ (c,{)l ts l [l*
l

-оо

0тсода и иэ (38) находим, что

9

L (о", €,,..., ýn )

т

tr,+ 1g,rr(-'
к

Ktt,r): loir',,-bT,
lГ.l da

а
й f ,",, €о\ч=чj

К (t,d- С и,к) da It r + (с, q)l"' l 
{* l tч+ @,ц >| о

(48)

L (о2,€

г.е. получаем оорttулу для Фундаl4енталльного речrения в случае, *оrда | не

является четныr.i.

Рассмотрин теперь случай, когда У четrое. Аналогично предыдуще}rу пе
о

ревод интегрирования по сФеяе в интегрирование по цилиндру с поlrоцьо (46)

приводит к вuра,.(ениD типа (Ц7) , т.е. к вuраженио вида

t

}

i

к i,d -2гi t и,к)\ilt,jr-(",ill'*lhlhri+Ь,l\,.Гif 4р , лаэl

76 ;r' frL{п',€,,..,,€)l,r_rj

х

L (r", € Ir...' {п )

,lr|'dЛ -
(t t ч +(q, ý )l "-/ h r/7 r,r'- ) о l,r l

L QI'rýr,. .., ý" )

к

dc
-оо

Так как последний интеграл является полиноr.lоl,t степени < 2П, , то с уче-
том (2) заклочас}t, что он удовлстворяет однородноr.rу уравченио и его ..tolfiHo

чторосить. В очгdвшейся части подынтегральное выра)ltение продолжается анали-

тически в ни}{ноо полуплоскость в силу того, что / целое. Это приводит
0

нас к Форr.tуле

D
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Такин обDаiоr{, локазана
Теорема l. fuценuе уwвнеыл G?l , m.е. Фанfuлеmалёное palJeque в

случде ff -еuпербапlческоео .?пеwи LB*srO") эаdаапся с п(маrрю

форачлtа (48) пwчапнал t , [*2^ ,чiпапrа,lоофорлаулч (49l -вос-
|la/lorЙa сll{чам,

При этоr.r константч определяотся в соответствии с Оорr.rулани ý 2, а cyr.i-

r.rиРОВание велется по Bce}t корнял.t характеристического полиноr.tа больtлих нулей.
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