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0 ТOЧНШХ КВАЗИКЛАССИЧЕСКИХ СПЕКТРАЛЬНШХ АСИНПТOТИКАХ

Nlя h - псЕвдод{ФоЕрЕнциNlьнчх опЕрАтOров,

ДЕRСТВУЩИХ В РАССЛOЕНИЯХ

В.Я. Иврий ( }lаrнитогорск )

В веде ни е

Цельо настояцсй работч является получение точl.t х спектральнUх асинлто-

тик при h-+0 для весьна обцих саr.rосопряженlfilх f-псеэдодиФФсренчиаль-
нuх операторов, действуцих э расслосниях над койпактнчни занкн)/тчr.rи иного -

образиями. Будут данч прилопения к классическин аси..tптотикан для спектральl+.х

о-

1. Пусть f, - *o"na*r'oe занкнутоl. d-л.р"о. [а нногообразис;

f - *о*пле*сное .скторное n -r.р"о. 4ар"."r,о.rие над Х . Пусть

J-(O,hJ , 0 ahо , не Фиксиро.ано и уr.еньшjетсл при необходиности;

!"- (Х,Е) - класс операторнозначltrх Функцио Дt ftеil таких,

что и..iеDт }recтo неравенства

lЛ[ Arul.- С*у lol lul.*^ Vs.R, п,ilеfl, heX,u i

t

здесь lrZl, - Hopr,iu в соболеэских проGтранствах.

Ч.о"" tП(Х,Е) обозначин клаGс операторнозн.ч}ý.х Функций

определяен..х в локальннх координатах по r.одуло !"n (х,Е)
До tl17,

tDорнулой

\Дru)wl = Q"hГd l,
2d

ilra<c-y€
aob,€)uQdyd€ ,

R

где

зо



ar(a,E) ; 
Эrоо@,€)h',

аr. С -(R 2d,
) удовлетворярт нсравснстэан

loi л! arl* С*ъ(r*lý l)^-'u' Yn,p, Ъ,

l тоц сl{llсле, что

oi л! лi @ъ-

Дrе!'(

,'t1

Роо rht ) l.

< C*pnN lol ( l rl r l )''е' Yе,р,п, 1,1

л
dao

aaja€j

х,Е )

,

.d
a.La,r +?,Qo"

.*.". ,{д

назчааЁтся eluвtцti п cyбelaBюnl crla-

наtчваaтся коазttэlvаrцачес1€lл, если ине-

назuвается эл/мfалачесrсrл. Если дh эллипти-

0п9ратор
i

ет ,{есто оченка
l

1r+l{l)-lл|* С lао(с,ý)л l + С,lгl Yц€,tг ;

если при эru Q- g , ,о ДL

чен, то он Фратин при наrъaх h " д-l,rt^ (х,Е).

Нс оговаризая спсциЕльно, буден предполагать , ,rо Аlе!^(ХrЕ), П2О ,

Дh кваэиэллиптичен и сий.rtетричен в Lr(Xril"on *",rд.,"rf,€ J .Тr,rд.|lфб
случае необходиност" /to у"еr.rаЬtся l Дtr саносопряхен, его спектр аискретен,

,{e..ara..o1pa1e; .t н€капr!,lваетсr либо к}оа , лr,rбо к tOO , либо к -ОФ. Следуя
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E2J, лсгко пока8ать, ,ro."n" Д1 эмйптичен, то Пi - *rл*сктоРu на

полоrитGльноG и отрицательное инaариантl.i.е подпространства Д7, прuнадrtепат

!О lX.E ) и их глав}uе синволч явлiотся ортопроекторэни на полоrхтельное

и отрицатGльное инaархантЁЕ подпростравства 4-
Пусть Е(Л,,hЪ спсктральr+rй проектор Дi ъ еЬ,у,^,r,Ъ2,1-) - iд-

ро !варча;

е(ъ,,Lr,h) - Е (ц,h) - t (fu,,h);

N (L,,Ц,h)-tпе(Ъ,,Ц,h), еслп fu,< L" , ,о
N lЪrrЦrh'lr число собстзснl+tх 9начений, прхнадлеffllи, ffur,Ъr) .

Нас интсрссlrcт асинптотик" il (Lr,?v2rh),е (С,СrЦ,Ц,/Z) np"

h*+0.
Введаr слсдуцие r.HorecтBa:

Д-|Л,J (",€ ): N- собственное значение аоИilI,
Ао= |ъ,J Еr{) :1- собственное 9начени€r аоrcr€) и не суцествует век-

торного полr J "a Z*Х такогоr что и.{€ет место неравенство

<(lao)t4,g ) t, [> > о Yие Ker, (ао @,€л-ъ)-о; (о-1)

Z-|{о,L) , J€ : fu- собстзенное 9наченrе ао@,€rУ;Zо-|t47[),

. l€ ' 
а - собстrенное.9начени. ао(Ч€) и не сtцествует векторного поля У

* rjХ , тэкого что инеет неGто нераrенство (0.1)}
*Лснцr 

О. | . ДоrZ; wrryпleOe не иqпае дн&спwI t,leи нuиD,

Т9орсна O.Z. Дlя fu1 t\e с; R l л*,, lea|D aapvatont"ocN. lw
|1-b+Q,

\ ,rt"la" N tfu,,x.,i) -

l rr^l #r,@)dъ;
(о,2) l\

a

- i lrnd
пэ0

э2



l r' t 

"l 
d *е (t, о,,1,,.Ъ , h ) ^l

гле е^е -0'(R), оr,о.D'(Х,R " lrюп (El) ,

9чр2пс Д, sчр4осZ, siпgsчрр 2о. До n

sinj supp &ос Zo, \{F r",") . [{r,2,,g, tl,l+ о!

и обе аси}iптотики HolKHo бесконечно диФФеренцировЬть no t,/zi

еOfu) = (zr)-d lU, (r,(, x)dodq,

а, (ъ') =- еоГd frIt, , (с, {. л,) аs (с,€) da dE ,,

.с, (аа) = QоГl te(с.e. Ъ)dеt

t(С,€.Х,) - 
"п.*rрмьюlй 

проектор Оо @€),
Тацин образоr,rr.пол)/ченъ. полнь.с асинптотики для осреднений.

Следствия. (1) ltel lъ++0 uласrп лес7по асLrrwпqлакu:

N (ъ,,fur, h ) -'2о (?ь,,Х,r) /o-d * о ( h'd),

0 (с,а,Ъ,,Хч2,|.)= ео(с,L,,Ъr|L-d+ О Ш'd ),

еп (Д,rrЪz| - eo(X,rl - 2о!аr),

во (о,Ъr,Ъ")- сл (!8l 1, ) - <n (с, Д,,) .

о- d, d
di по(t,Ъ)dъ,Р(ъ\

ь0

ф
(о.з)

(о.4)

(о.5)

(о.6).

еOе

(Ц) Есдz zt П [а, ,,Ъ.) - Ф , ,- lt (fu,,х,",h):
зз

,t



-O(l) пw /t,-*0 ;еqаоZПохWt,L)-d
|lo е(а.а,, Ъr,Х2 - |t) - О (h* ) rrе, /t, - + 0

3анечание. В следствии (i1) величинu Ъ, " Ъz ноrно брать

равнчr.rи ! оо , поэто..rу Цm SpeC Д r, -- Д,
теорена о.з. (i) h-B'of;r' ъr,*,rеhо , ffo

N (ц,ъ2,lL ) - 2о (L,.L")h-d + 0 (hnd )

,rоr, lb ++0.
(tl)Ec@ (с,Jч), (с,Ъ2\€Zо,по

,

,(о.7)

0 (9,r,Ll,fu2n h).- во(а,Х1,1ь") h,'d* 0(ЪПd) (о.8)

?lpl Ь*+0,
Эпа aaltqпwaral являопся palФчeplulo,. по Х,rrN"еY,

(orfur), (c,fur) е У' , еое У. У' - коllmоrrlm,Фtе днща'Ф, не пересе_

,@rцев " Л о, Zo соqrвапqпвенно.

Чтобч получить второй член асинптотики, нан потребуется усrlовие глобаль-

ного характера.

Пусть 2\,€Л.iа, ýа, =з {(.z,d), 2,,-собстэенное9на,

чение Со (c,{)J . Тогда ý"- У Sru.j , ,а" ýцr.- [(r,rl,
" Пусть Z1 - занкнутое ниrде не плотное ," Sr, HHor.ecTBo такое,

что на ýлaЕ^]*личина }явлается собственшlн эначениеr. постоянноri кратнос-

ти, 3аэисrlей, вообце говоря, от коr.понентu связности Sл- Эл . Рас,

с,.lотрин распредслени" Р ъ i

l ,'* €| l*p,q)dcd,| -

: 
*^I rr+rltъ ё (t,(.tc)drdg;

no" ?Lё До правая часть бесконечно гладко зависит от Д, . 0чевидно,

|tl, неотрицательное распределение и !ЩРF; Sa . Поэто..rуф

ll есть .нешняя иера на ýа . На ýr,.; -'-Е r она инеет |'--
ir,or"ocr" D'dod€ /da; , гhе D' 'Z *orrrocr" L

Теорено О.Ц. Пуапо')"rr?L2€ Д0 ц ам Ъ - L, u 
"=?Lz

еушрапвgй, лн.wQпФ PL +lФа нuиD М 
" 

С ýа tаiшe, члю чФеэ
lафw l',olrc! ýцi t И, ,rр*а-' лщtря " 8",i . Е ,
з4

f
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бuMptmeplaпl* бi , бесэсонечно фtuнttая в обе onopoHa ч неrtеwоOuчес,<ая.

Тоеfu, чlqеап лесr,,р йсl,rмтпоrп,t rа

N(Ъ,,Ъ2,1L) - ao(for,x,,r)h"d +

+ е|(Nt,Ъ2) l"-d + o(|o'-d ) to,sl

ttpl /1-* 0

3аиечание. Все эти результатч вернч и для суfiения оператора Дh на

9анкнутое подпространство, ортопроектор на которое принадлежит !" (Х, Е).
2. В качестве принера }rolfнo расснотреть оператор lt!редингер" Дh -

-- /t2Д + V(zl . Тогда аси.{птотика (0.8) инеет. место, если )u не

ссть критическое значени" V(лl . 0ператор Шредингера бчл изучен П. l[азаре-

нон f3,tl_t "етодо.r, 
с полlоцьо которого }ro,i(Ho расснотреть операторu с собствен-

нUни sначенияни главнUх с"rвЬлов постоянной кратности. Напротив, Halt ..tетод

по9волiет расснотреть произвоrlьнuе операторu, а такпе оператор lilредингера на

нногообраэии с краен f5f . Другие результатч по квазиклассическин спектраль-
Huri асинптотикан содерпатсf в Е6-В] .

В качестве приложения расснотриr.r оператор

Аr- Ё'L b,n) + h!" м \"J),,д" /,,nn,n"","-
кий саносопряженнчй полоllительно определеннчй диФФеренциальнчй оператор по-

рпдка r; ь М. сиr.r..rетрический диФФеренцйальнчй оператор порядка foz-пt.
Тогда ао- l+m, где lr* - главш.е си}rвош L " М - соот-

ветстЁенно. ВЬзьием Ъr= - Ф , fur- 0 . Поскольку собственнче зна-
чсниi orrepa'opa h-а' Д' , "o"Jrorro 

воэрастаDт при увеличении

heR+ , 
"rо"""r# 

к+оэ np" hr-lф,,о N\-oo,/rh )-
= N (ЁО ) , гд€ lrl tsl - число собственнь.х эначений задачи

(L + уМ)ц- 0, (О,lО)

эаклц{снli.х ,еrцу 0 " S)0, П = Пr- П, . поэтону }1ц нопен по-

лучить a""rnTorr*y |/151 ,при S ++оО . По следствио (t) к теоре-

не0.2,,""", Д(ý)-еоsdlО + o(sdla1, апотеорене0.3 п. "i ".по-
лучаец

il(s)= *оrd/о+O(зЧ), (о.11)

..n" Q€ Дg
При €*0, Ъ-0

l

а
неравенство (0.1) вчполн""о дп" f:ý

а€
з5

}



п9ч €-0 , ?L- 0 h подхомlен 
' 

неравенство (О.1) вчполнено в

одноti из слсдушlих двух случаев:

(i) l Пz= | , , l|rля лобого 
' 

еХ суцесlьует ? такое, что-L
П ( а, ?') полохмтельно опредепена.

(i1) Пz- 0 , и для лобого rеХ суцествует векторное

поле f на Х такое, что

1(tm)(оlц lг>> 0 Yr eKat (mР)-0).

Итак, если вчполнено (i) илy (rr) , то для Функции распределе-

ния собстэенннх значений Еадачи (0.|0) илiеет несто асинптотика (0.1l)

Наконец, если дополниr"пarо вUполнено условие, вUражапцееся в терr..инах ну-

левuх бrхарактеристик собственнtlх значений l +,п , то иr.iеет ,.recтo

асинптотика

Npl - eog
d/п

d-t
+цsп

ol, tт+ о(ý

}

l

t

ll

Примерч, особенно простuе no, -D - |
татело.

3. 06судин ..rетод и план работч. Пусть

оператора etth'l 
Дr 

; тогда uh
Коllи для уравнениt li|редингера

, о|gчр9ПOо-/i
- 9 (/ъЩ) tl, io,c,t) np, t - 0

зб

, ..tY ОСТаВЛЯеa.i РаССНОТРеТЬ ЧИ-

- ядро Цlварца

- Фундаfiентальное Dqlrение задачи

, то сингулiрность

чlL (t, /,t)

(|oDt - Дr) чt -, 0.

В Erl-SJ рещение строится в виде h -осц"лл"рушlего интеграла; в свяэи

с этин предполагается, что лuбо !- l , лuбо собстэеннче эначенуlя Оо
и}rеот постояннчс кратности. Чтобч избеlrать этого ограничения, r,ý. применяен

..rодиФициро.аннчй нетод Е2,9] .

В ýl нч вводий понятие Фронта осцимяций, доказчвасrr конечность скорос-

ти распространсни, Фронта осцппляцU'fi uh и то, что Фронт осциФечпЙ l1L
распространrетс, эдоль бrrхарактеристик собственнчх значений4, тан,

где они инеот постоrннuе кратности. Тан rtе,.iu получи,.i результатu о нор}rаль-

ности больtшой синг5lлярности. Инснно Hu покаrtеи, что если ре Сr R)
tГtrР,t)- t

яaлhетсi изолированной и норнальной ;

)



это означаGт, что с}цествуот ý€Я yl tor0 такие, что

r-

|Lw|+Р+ 
2lЪ+s- k 

tr лi л{ ai го ( a,o,t ) е

elr(X', L-lo,to7x J,, ппrr(сD j

..
V k, r,,, р.€Лl_, d € Nd : Х,' _ окрестностьо

Аiалогично }ч покаIен, что если SЦРРР ПДо - d то

сингулiрность

ltбhdl = 
}Uq(o,c,t)d,

при t-0 яaляется и9олированной и норнальной.

В ý 2 ,*, прииснин для построенпя Цh lrетqд послеяовательнчх прибл5-

хе"rЙ с 9анорапllваниеr.r глаlной' """r", Д7 з У и поriучин r0орrrальнчй

ряд последовательюlх пdиблишениЙ; на основаЙии этого ряда..ч построин Фор-

..rальнъ.е рядч * ЧrlСrtl " Ohd) ; эти ряАч оказчваотся аGинптоти-

ческини . oкpecтHocтn t= 0, есл, ОrSЧРРП Z|о-d плh

glpp 9 П До - d соответственно; на основании результатов о

*орЬ.rо"rjбольrюй сr"гiлярностй rш обосновь.вае}r,полученнчс асиliптотики.

0казьрастся,rчто при этих прсдпоjоrениях. Гtr@,tl " qtd) в ок-

рестности f :@ 9адаDтся lL-оaч"пп"9}щцi.ни интегралан}r с лагран,.евч-

ни нногообравйяни lt-€ - О} ,, Lt - OJ. соответстэенно.

Хотя з оfiцен йучае рядч мя tГhlс"t) rоh (il ,вляотся Фор-

НаЛЬНuНИ И ДаrС НС аСИНПТОТИЧеСКИltОl, ПОЛУЧеНtt.е На иХ ОСНОВе РЯШ.ДЛЯ

lГ tr 
(Оr0) , бh ( 0l окаэчваотся асиr.iптотически..и и не Форналь'ý-

Hri и r,s. получаен асинптотики (0.2) , (0.3)

В ý 3 с поноцьо тау€ероэой тсхники доказчваDтся аGинптотики (О.8) ,

(0.7) на осноэе аси"птотиi ме Гr(хrt)rаhft) в окрестности t.0 i

мi получениi асиштотики (0.9) исполь9уотся дополнительнr.о рассуцдениi то-

го rd тиаа, что i,r при дока9ательстве rипотезч Г. ВеЛля [9l
В ý Ц докаgчэаетсr лсlоrа 0.t.

, ý t. Оронт осцилляций. llорlальность большоrl синг)/_лrрности

"'Ъi( Ti.i' :',"i &!f;l,j];,{.]j1:*",. ей,дъ
тоrла Цб

з7

,

ссть реuение 9адачи



u,а u,lv

urlfuо:l@-у), (1,2)

0чевидно, если ре Ci Wl , то 9(/LDё) Uo е

с С-(Х ' Х ^Р * J , Ноп (Е )) Из кваэиэллиптичности

Д h , (l .l ) и (l .2) вuтекает, что если еue tF (Х,, Е ),
SЧРQъ содержится"tlql>Р} , R достаточновелико, то

Lrц(loLr) urеlъil С- (Х, х, R,j , Ноm (Н)

Vilеil,

где J -br|aJ , и что суцествует 5€Р такое, что

1lсl+lрl+р+2п+5 лi лf л{ DI rthDr)urе

,Ly (Х -Х, R,J,НопЁ)) Yd,F,Р,п.

2. Определин Фронт осциллячuй tllo€D'(x.Jrf ), 0F (tц)
подrнохест.о Т*Х Z р€ 0F ( ао) , если суцествует

= 11,2tr -Дч)D'lt 0,_ 1.1)

J

,

есть

l

a

}

t

аrе!" (х,Е),
iir, е lъilс- ( хл7,Е) YNeN

табой, что

. 0чевидн9,
р u

0F ( ul1l есть за..rкнутое под}rнопество r*х
, по члеоп леспо слефмцле

(1.3)

вклDценuя:

Teoper.ra 1,1. Ecllu Ре сr R)

0F (у th\l ur) с |r е supp,p,

(а,€,т) е Ср , (у,- Z,t) .Crl ;

0F (ч thDr) u^) с {lc- yl+ l €+ 2l-< с, /l},
зе

(1.4)



a

(

Ог (q (hЦl ч|) . |r:е suррg,

(д, ý, о) , Ср , (l, 2,г)е Ср, lt ,-ol tJ

U {rе sчр 9, t=€= Z=0, n- i"l,

0Г (у tlъDrl ui) с [lc-yl+l{+ Zl< ! Ctl,

,

(1.З')

q

l

,

(1 .4, )

где Cp=U т, {, т ), !ц lT_-ao(c,€)) + 0l . . .l, -,",
рактеристиче"*о. ,."о*""r"о'Р7 , Ui -- Uo no" !!>g, Ui- О

пр, !t< 0, с- Сg,
При этоr,i С не зависит, от Р , если rП < f
Схена доказательства. Вкlrcчение (t.3) вчтекает из (l.t) ; (1.3')

BuTeKaeT из (1.t) и (1.2) ; отнети}l, что правuе части (t.3) , (t.3')
конпактнч по { в сrлу кваэиэллиптиr"о"r" Д 

1,
Вклочения же (t.l) и 1t.4')oTpar,abт конечность скорости распростране-

ния Фронтоa осцилляций мя уравнения (систеrrч) (1.1) ; они ногут бчть докаэа-
нч с.поOlфlьо очевидной .,rодиФикации доказательства основной, Teope..lu [tOJ ;

их ноrхно эчвёсти также из этой теореиU непосредстaенно, вводя вспоr,tогатель-

нуо пере}rсннуDrдвойственнуо к /Ln ; други}rи 
"no"rr.n,, 

/Z-| ч Z свt-
занч преобразованиец Фурье.

Для доказательства Teoper.lьr 1.1l нан понадобится след)шlцаl хороlдо из-
вестная

TeopeHj 1 .2. ITyotto r*(Х хR) э V - аOсwпое дно-

wсlлЕ,оча V _olp,BeOлlBo И(Т-ао@r{)) - 0(а,€rt)*
r(r - О(эrý))g , еОе N2Q, i-ra вацес7ц,енноз,ач,цl,

Cn Э е + 0 . Тоеfu, еqч V =/ - связtаа @эФс.нулеваi бl-
пwопquФцlаl N- о(r,€) и |FРhчГh)Пl = 0, пlо

лttбо gP (Фп) П l - Р, лuбо 0F (ah) э l,
3. Следушие утвер,.(дения.вчраfаот норнальность больщой сингулярности:
Теорена 1,3. !ТуапD (о*r€* ) € r*Х ч Х|- собопвеr-

ное зrGIче,це а о (а* rý* ) .

(i} Ifuato супцеслааql BeralppHoe поле l ,rа фХ пакое, чrло

в почхе (С', ý' ,. а' ) оuпо,tнено (О.r) . Тоеф еuч
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9ъ(У, /L-Dy) е !О (ХrЕ),rqрN1, соdешпся в оооtплочно!"ала2 ок-

респносlп) ir*, - g* ) , 9 е Cr R), sчр 9 сооеwллtся в

dостlаltочно лалаi olpeaпHoolu Л:' " 0 at о Оостtапочно r"ало, по

hldl+Р+еП*'-r tr ui лi лi г ?, ( у, 12, ) *

, q ( ltOt) ure L2(X.l-to,tJ, J , hлm G))

Vо,р,kе/V, nrNd, (1.5)

еОе Г - *"wr,ор cwtali tta Ollaeottatto, а - !,

hлпG)- ГНоmЕ), s-s(d).

(11) fuоtъ суцеопоуаll веrспорное поле l * Г*Х
в mочке l$*, €', L* ) вапаllнено (О. l) . Тоей еuч ftr
,аlе re, ,clк u вй!е, mо

оl2а+S-kkрал/ь' t D; D; Г 9rly, hLu) *

* у(lъDs) ure L, (l-to,tof , J) Vп,р,k<N,,:

I
х

lulкoe, цло

Ju 0о |El-

(1.6)

l

7

,13

еOе Гаг = tЪГаdо, s=s(d).

Докаэательство. Утэерхдение (1) доказuвается с по}rоцьо очевид-

ной }rDди(Икации докаэательства Teoper.+r l .l из [Z] ; его Hotllнo вчвести иэ

этой теорешl непосредственно,,вводl вспоногательнуо перененн}rD Z l дЕой-
стэеннJrc * h'l .

Чтобч доказать (ii) заr.tетиr.i, что (не) справедливость (1.6) (но не

(1.5)!)сохраняется, еслп эаненпtь lLб на ядро Цtварца оператора

LrritЁ'А^Qi = rith-'i, , |_дё 
'tr_ 

r,","o_

нчй эллиптический э ( С*, { 
* ) |1 -""rrrg"пьнuй оператор Фурье, ,

1r*, ý 
* ) заrе"" ть на |. (О* , €* ) , r_де Р- соответстЕупцеё кЁноническое

преобраэован"" . Г'Х ; Ъrrеrr", uro Д7: Url^аi
инеет главнчй синвол @оо| ..Поэтоrrу (ti) BUTeKaeT из (i).

Следстзие |.&. tri Пуаlь Х Ь Х' - замснwIое лнФ.2аllво ч

4о

l\



X'xSrrppf ЛZо- 9 imоефеслч Q.to

€L2(Х'* [-to,tJ,J, hлп (Е))

Vo,p,ke N, n, Nd i s=s[d,),

(i1) Пчqпо SuРРУ Л До : d
Ооотuлtочно ,ало, ллю

dостпmочно мло,

; поеОа ectu 0 < to

mо

у
Ezf

,l<l+р+Zп+w* t* лi л{ лi г 9 (hlr) u ret

Д 
e+zo+s-k { о{ лi i у t h, лr ) u, е L2[- to,t),J )

Vп,р,kеN i s:sd).

ý 2. Вччисление больtцой сингулярности

l'. Пусть Т, : ao(y,lL Dc)
главннй 

""r"on*') , РrL /LЦ - Тh

- ОПеРаТОР С За..rОРОХ(еННЧ}r В

; тогда аналогично

(2.1)

(2.1,)

R ъ= дъ- L-
lL ,r,}, r-,i'n- уf Пр Ч, 1,3) + frt,

i, = . Z л, Ъ' (о- yf R;,n,h (a,y,lbD.) ,ll, j+ tс'l=M

l
*) Вa" рассиотрения 0цикро-) локальнч; поэтоl.iу ноrно считатa,.ото f
триэиально
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l.t- t

phDt) ut =- l ilrq (hD) Z E;rrrr 
'; 

t(o-p tH) +

+ чшIsxE|Krf Й пd,F),

+ui-,
il u ttil

' 
lа,у.tl Ъ '

а

(2.2l

(2.з)

?

+

ii,E, t
ll, @-yl titl

++:-
'h,LL

где tr- пъ
il

- параметриксu задач

Ръп = f,

Fъо - f,

nlrr.o - О'

U |ts=o = Q

соответственно.

в

rде

42

ПридаАин аес о HeKoTopuH операторан: tt(а - Yf )- ld,l ,

aUri ) = i, r(lъ(с,!, lLLol)- 0,

aGii:a(Ei|-0.
{

г

t UL.ц) u; - g(ълr)fuirч+ .,. + uй,п
+

Ц-см-t)h +

uй,ъ

u|"ъ - 1 ibE;lи-ylёtll,,

"iч : т ilъEiLrEi0(o-|tttl,

)

aкпщaенч все члеюl веса, нс нGньOrего 
"*, И . В частности,

е



a

d

Во = 
?, 

ioi - |i' "о, ,, , h.ir) а l,a, (у , h,Dr) ,

Дналогично Г2J кащое слагаеиое ножно преобразозать в сунну слагае,.iýх

такоrо хе веса,. но не содержаlих (С;{)" ._

В сил5l энергетических оценок, Е; , Е; действупт * tPHj'Oo,

. h''lP'' H"o,h для лобчх ý€Я, реN . кроме того,

есп" ц6.|!Si0, r то
'Щcnttt, Е}rl th eh,-|Hj',|1,, .

Псэтоиу, в силу (t.t) ,

р(lЦ) uб = рft4) vъuъ=

= U"й + ... + Uw_,lh * ir,u (,r,лd, { ) ,

rее |r- |u(c,h-D", lЦ) с !О (Х rР, Е ), /ъ - I
в окрестност" СrП {Т еsцр9l
Г*Х,

" ilРРVъ

U,tr- Тп9Ul,Ц)(u[rлъ+ u|r,7) €

Hd-

. Я t' лh9+о-о-п '|,rо,r,,
9 = SCdl и аналогично Аля i r"r, .

Поэтону

р(hDr) Гu, = Г U",h*...* rtwл, 0,юd{ ),

D

,

койпактсн в

(2,4l

(2.4, )

l

}

р tlLDt) fu, = f Utol|rr .,,* i a rnh(d{ ),
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гU (а)ll "Yrto п /о',--О'н|,'|,, ;
(2.5)

(2:5, ) ,

,

и аналогично -" ГU rUllh,
Нипе шl покаtен, что если Х'

it rъi si=si tdl.
,-

X, glPP 9п
пZ _

0 il , то np" (IГ< М
- 9анкнутое нноl(ество,

вчполняется

z
о)h'

,Н|i',ъ(Х', [-lo,tJ,J,hпmЕ) Y/, kелl ,

а если Sчр9 П До* l , то при сt<t!

,ri:i (L*, ,tоL, J) Y|t,kелl ,

Ъ"ЛiГаtп,ъrД|п
sr*t-il

,sз+2o+l|-oh[ г u,

/ъs,+Zr+il'-,k { лt f U,ru'

(2.6)
a

справqдливо
l

(2.6. )

Тогда, повторяя с очевидньaни нодиФикацияi{и соот!етств}rпlие расслrдения

f9.t и 
"спользуя следствие l.t (i) t (it) , 1.1u получин, что при' соотвЪтст:

в}rших преАполохениях

х

,';:, ъ(х',l-tо,tо)* J, t * (cl),
a

е

44
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- ri:; |tto,LoJ,J ).

t
2. Вччислин членч разлоlfiений (2.Ц) , Q.{)п9и ц|<ltl 3аиетим.

l 1у, hлr l
сч Е;
обраэова

что они содерпат только операторь. вида

F
ъ

uцt * €,t kIпh

И ТОЛЬКО ПаРа'irеТРИК-

" fr, -no.-

. При этон

, операто-l Ь-фtlil перейдет .* (zch)4e-itc-|<Y,€>

рь. б tY, /tr-Da), Е;- в операторu у}lнохения на

(С - ао Q, € l)-l соответственно. Поэто1.1у

-' r, ( у,€, т) ii1-1' !,€>,

l tу,€) ,

-!/ь
a

D

где Fr(У,€,Т)
ке (т - ао tу,€lГ|

представляот собой произведения в какои-либо порrд-

lty,! ) или суй!.tн таких произведений. 8

частности,

Следовательно,

Fo -- l(zс)-d-' 1т- аоil ,

\ = (zп)''-'G-о,Г'|$ aou, k-ооГ' *

, ао,€1 - ia ', l tr -ао)-' , а| = 2а"- о ,,

a

F t, _ q,, (ч|rrъ+ ч 
rа ъ) 

_'о'П rr(у,€,т ) i il-'' у'€',

где G, (у,€ ,Tl - Fцr(у,Е,т - i0) - Fr(!,|,r + i0),
4,

и



Так как Fd, ихееt пр, TeR особенности только стеrrенцо; типа, то

F !,r* €,tU wrt- /t''d g(") а"(у,€,t' п-iЁ|<!'€> .

Сделаёr.r обратное Ё-прсобDаэование Фурье по .2 и полохи,l а-!,
тогда получии, что

F!*" Г U trrlr: /o"-d { (t) в,', ( у,t,),

'!,, 
i U trlъ= h'4 { (Tl а', ol ,

где

в,(у,т)1|Lrrу,,,r)dý, . Q.7l

*'rtTl- IИ Lr(y,{p)dydE. l2,7,)

Если ао (уr€ ) - 
"r.п"rическая 

Ф),нкция и вь.полнено условие (0.t ) ,

то эанена т ,k " (t - ао ly,€))'l на f -а i 0 эквива-

лентна9анэне (Yr€l ]" (уrý)!i0,! .Поэтоlrуесли Qo,a"a,
литическая Функчия n Х|.Yh Zо ; ф ,, ,о Fr(У,€rТ Т iФ<
€С*(Х'r У, 

'' 
U; Х)) , а если Y ПДо- l , то

F, (у,€ ,tr т iO) е С* (У. 

'' 
( Т* Х)) , поэтоrrf

siпgsчрр 4'rcZg , siцsчрр е'rс До. .2.s}

l

,,

' Это рассрrдение верно и в обцен Gлучае, если аналитическоё продолхение

ао ( Уr€ ) iаьенить почти-аналrr",.."*""*) :

'*'*r*u""' 
QВl , Ze Q С CU , назчвается почти-анали-

тической, если оhа удовлет!Qряет условия}r Коши-Ринана по нодуJrо.Функций,

инепrих нуль бесконечного порядка на Q ПR',
46
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Легко видеть такrrе, .rо WF{oal ) с |Ч,L,?rС), l* о|,
Qкончательно инеен

l
Г U rrrъ = lo--d фr-, tу,t),

? U ,rrъ= ;u,d б tой (il,

фfultо (y,l) - \ r rо,*; ty,r)eiГ't' d" ,

a

где

ф
@)lt

'u" фrrlh (У,
(i,1) Ecta

почно l,oJlo, па на

(/) = \ g trt е', rc)е
;l-ЧtdT.

(у,

(2.9)

(2.9 i)

0оспп-

-*0:

- залоснуi?dе лно-

tшean oootatar
, llro lлееп леа|р

a

,

0тсода и из (2.8 1вчтекаЬт (2.6 ), (2.6').
3. Такиl.t образоr, доказана
Теорена 2.1 .(L| Ецч |' - 

"о-r"grо" 
лнq2аво, Х', sЧР9 п

ПZо = Ф u 0<to Ооаtаlttочно!аllо,по"оХ'*Еtо,lо]

uмеqп леапо ааrt"ооiоrплr.д ,tpt /1, * 19 ,

9(hrt)Гч, ф' kilh t
o-d;h )

tlГ=0

tl заfuпц (2.gl, (2.? 
' 

.

эцррРО До-6 u o.to
tto,t] urЕqп деqпо aatl|talrci*rca "р, h

}

t| ULnt) F цъ- Xrh'-d$ ,r,r tt)

zdе фrrlъ ttl эайоrtся l2.9'l, (2.?'r.

Следствие 2.2. (1) Bc,ru Х'С Х , У С Р
pc^Ba, Х'rУпZо.= l uveCf,Rl
но .рgлtай ноадпель, r tt) = l в окрес7пноспц t = 0
аа,lмOпола,са ,rоr, lb - +О, @rd еХ' ХY :
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\Р tЪ' ,"-ъl) d"e (с,о,fu,,ъ,h) - Яh'ur'*; (а,r) . (2.1о)

в

,

(ii) EctM

в0

Y с R- заrrоснчпое лпша,во, Yп до - Ф
tллеqп OocttattoчHo лаJйl7 ноаlпель, pdl- /

, по lлlqеqп леdпо aalrttlloпaKa 7Фч h * + 0 , t еY z

-l}

"/,C7Rl
оtреспносtа 0

\i, Ш'',, -il) d., N 1ц,х,h) - Я /r'-'r' "; 
(").

3анечание 2.3. (i) Ilуqпо еr(r) , ф[ (, , d )

wзнае e'rtd,n; (r rt ) ; поеф ag,e1, Фп

фрr,циаJц (О.4 l- (О.6 ).
(1i) fuзлqеюл Q.lО) ,Q.tO'| члчып меопо u dм

g{hD*)Гgъuъ,9(/tlr) f ,ru, , еdе gre!" (Х,Е );

ftpll ilом

eirtl - еrГd fl|O r,(c, ý ) 6 1q |,g)dadý .

(2.1о.)

- пеwоо6-

зафюtся

]la основе следствия 2.2 и эаиечанпя 2.) йч дoкarteri в следушен параг-

раФе теоремь.0.3,0.Ц.
t. Рассиотриц снова t2.4), t2.4') без каких-либо прсдполохений относитель-

"" SЧР g ч аеХ . Следя более внинательно при вь.воде Q.Ц l , Q.Ц'|
за гладкостьп nu h , .tl получин, что вклDчения (2.5) , l2.5|| инеrот место
и для

ъ,4
kлh ,

wlh ,

гUtr,ъ,п-л[iч

ъ-лi iаъ* л! гJlL (il)lL

,

a
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Тогда, полоlмэ э (2.q) , Q.Ц'| t,g
(0;t) , (0.2) . Теореиа 0.Садокаэана.

, loa сраQу ше пол)rчиra acишlтотrки

t

,a.

ý 3. Докаэательство теорем 0.3, 0.1|

Для доказательства теорен О.3, O.q нам понадобится цодиФицирован}€я

усиленная тауберова теорею Хериандера, которая доказuвается почти дослов}|чн

повторениен доказаGельства тауберовой.теореr.ш Хернандера Ett , c.l58-160Ji
Форнулировку усиленной тауберовой теореrlч Херна}цера сн. в E9J .

Теорена 3.1 . пуспо rеС: (R), sLlppyg L-l, Л, yb)=l,
У'(О)-О, trT(h э /,U/7), пyab r(Ъ,ll). лоно|lрннонечfuва-

_,щрз 
по i,efr fuню4ля, le J - (0,1oJ , прчче}l

trl (а,, hll < с/,,-'1 ( / + lа,l)M. (r.1)

Тоеф, еач ,-. ft ++ 0 tдеап !,ec7lto

\ir rr-' ft -ъld n,l (ъ, /ll -

,- р; F) Ъ'-d + { gl l'-d + 0 (/.'-d ) (з,2)

g,оно,аерно по х.ГЪ-, , ?";J " "; 
е C'-j (Ь"], a,]J ) ,

|llo flрllЪ 
- 

+0 спwаеМлво

l tl [ ц . i j - v ( ?u,, L'1 - ео (ъ,, х,r) h-d - а, (x,,,?ur) lnd l "

"f *.ffп;lg;Ф)/L'-d 
* оft'-d 7 (з.l}

ом всв ?u_,,x,,2e (fui , Ъ:)
пари!ле (Ъ;,ъ:| , еОе

еr(д,,,fo.\ - сitildъ,

F€нdчrtцg' 1ц tфall коrltчпilшФl поaн-

ц

I
L,

а С MBualrll полоко оп r
,rful эпо,t еgu G.1|, (3.2l еапмнмuсь ивноtлерно qпноа)rле/лоно.,cclKoeo-

Лlбо ilolottlaattettoпoeo парrr.алw, ltlo lt G.3| вmоttttяпttся |ЕtФ g,внФерно qпно-

арrыDно ýлюео tlaplralw.
2. Доrаоrтqrtu,сrgо: ,лgоOёrЁ. 0.3. tt докахся утaер!(дGние (1) , а

(11) доказUвaGтGя аналогично.
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Пусть f (N, lr) : N (Л,,, Ъ, lL) . Тогда (].l ) вuполняется при

под*одяще" ft/ в силу квазиэллиптичности, а (3.2) вuполняется no" fu€До
в силу следствия (2.2) (ii) . Тогда ввиду теоренч 3.1 и}rеет..iесто асинпто-

тика (0.71, если ГЦ ,Ъ) fl | о- d ,

пусть теперь N,,i2€ Л; , ,о |fur,fuzl n Д j тЪ d l
пчсть (Р. е Ci 1R) и}rеот связнче не пересек"*r""" " lo носители,

Qi= t ' " 
Ъ*р".rrо.r" Ъ1 , j=l.Z . тогда в силу заклочения первой

части доказательства получае.{, что

9; @14rN (ъ,,%, h) -

t

D

rd ) Е= t,з,),

в силу Teope..,ru 0.2 такая х(е аси..tптотика иr.rеет """rо no"7= J , где PJ:
= l -9, - 9z Складнвая эти три асинптотики, Mu получин (0.7)

Доказательство теоренч О. Ц . r0иксируеr.r произвольное Г > 0

?L,

\
?|"I

Тогда для лобого f,,7g r.rox(Ho ввести

М j,, - поднножестт ý".,i ., r состоlцее из точек, череэ которuе

провести лепаrцуо в ý. : \ .Zа незаикнутуо бихарактеристику

дп"", Т в сторону "i#/"r""""'#'"Ur""""" t; Mr=Qlr\7;
- занкнутое множество и, по предположениD, оно ииеет il^ - ..repy

Гfoz

'' r 
,ч, 

@) а! tъ)dъ + 0 (h

Пусть

нельэя

'h,нуль.

?;ъеtО (Х,Е)
такие, "rо NzhN 0

Л4т ,

в окрестности

РLrFuРР g,l, П S". )' е

9 9 9Ь"9,ъ - t ,
*

+
tL

^r,

v

tъ

Пусть

l ( |r) = 0? 
'r,rфll',

где фъь - ортонорнированнче собственнче Функции Atr, 0 -- | u

суннирование ведется по собствённUi. Функция..l, отвечаDOlин сЙственнчн значе-

ния}r, принадлежациr,t интервалу tЪrЪr,) np, fu*Ъ, ,0- | , и сун..iи-

рование ведется по собственнчм фl/н'кцияr.r, отвечаDци}r собственнч1,1 3начения}l,

принадлепаlцин интервалу harХ,) np" 1,r 7 I, ; тогаа

5о

,



{'(а, hl+v'(l,,hl- il (x,r,fu,h) + 0(t) (3.4)

о

oi ttl - \r"'"r 9hld?,,li (*,h),

где gеOilП), suрр9.(ц-4l ,fur+4l), 9-/
,а (l)b2-30, fu2+ 3/ ) , 0. d, . достаточно .,rало.

Тогда, в силу занечания 2.],

\ ir, (/r-' '-ъlj 
dfori (n, L) -

- aj' (d l'a * 2i' Gll"-d + о ( h "-d ) (з.5)

npn h ' +0 paвHo..repHo Ъо Te(fur-Zt,fuz+ 2d )
Поэтону, в силу теореr.ш 3.1,

lrl 
j(r,, il - а!lъr.ъ1/,'d - ,! (*, ,ъ) /r''d | .

* t ,,.ь2|!.лrrrо "!'@,) 
/Lnd + о ft,'-d ) (з,6)

п9п |ц**Q pa.Hor.repHo no l.€ Lъr- d, ъr7
, Нч нохем вччислить 0F (О| ttl) тен rxe точно с.пособоr.,r, что '
WF rcСtП в теории классических асииптотик Е4 ; тогдаi. силу
теоремu 1.2 и опредеп.""л ?zh. 0FtаidппL-ц<t-ц} с t t-o)
".n" 7, <Т " t jlостаточно нало. Поэтому э (3.5) и (3.6) . i-2
""n",."ry to л.ох(но оаненить на Ц . Поскольку а!' t Ъl беско-
нечно гладки по f, " Si (furl. Ръ2РuрР!,rП Sц) = €,

,? 
.!ryr| 

* Pr,. ( ý 1, ) , то при Аостаточно ".no., /, . ."-
лу (3.1) , получа5r, что

lN lъ,ъr. h) - аоlъ,r\) h-d - е| (fu,?vz) h'-d l <

,c(?rilh''d +о(h'-d)
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пой l,++0 равнонерно по ЛJеlfur- d, ЪrJ , ,а. СrС, от I
и О "" з".""лr, | и

Итак, для лобого 0 > 0
О произвольнч.

суцествует d-d(g) > о

lN (ь,л,2,h) - оо(цfu2) h'J - е1 (fu,fu2) l,'n | *

< ol,'-d * о (l, ''d )

non i, *t0 равномерно по ЪеГЪ,-d, furJ
поэтоиу еслч |r, Сr R). Bupý 9, cV";, l, fu.,+ dJ, 92

,loHoToHHo не убчвает "" fа, -d , furJ n 9z-/ в окрестности Ъ2

92lild"il (?b,,x,h) -

v,WllЕ/4fu)+h''dаi ful)dъ|*оl'-d + о ш'-d ).

Дналогично вчводится такая же ас.иптотпка an^ Ие Ci R),
SttPp\. С [,, - d, Lr+ dJ, 9t r.oHoToHHo не воэрастает на

tLrrLr+ 0J , 9, - | в окDестности fu, . Наконец, такая 
'.(е 

асиl,tп-

тотика'с 0 = 0 " в силу теорень. 0.2, инеет несто и для с|r='/-сРr-Рr,
Складuвая эти три асиl.tптотики, пол)/чаеr.irчто

I l,! tъ,, ?ч2, lL) - е о 
(?\, пъ2) /r- 

d- 
е, (fu t,L) Ъ'-l l u

,<2цlL'-d*o(/,.'-d),

откуда ввиду произвопr"о"r" Q вытекает ( 0.9) .

такое, что

l

а

то 
ъ2

ll
ъ,

D
r
ъ,

3аиечание. 0чевидно, мноrtество У
удовлетворrпцих усrювиям теоренu 0.4, есть

r состоящее "" ?Ь € Др ,

46, -rrо*""rво. Легко пока-

ý Ц. Доказательство леннч 0.1

Ленна 0.1 вытекает из следчшlе.го утверждеlчя:
Ленна \.t . Пуопь | - обмопо " Rd , d (О -- емОкая эрtчl-

пова jxfl -!цtiрlлtа, Z-|tarD Z. fu - сфапвенное энсlче.,ruе

а(Ф' u не супцесmуаl,ссltlllорноlопаlв i ,о Х пако?о, 11пlО
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a

a

о

.a

1(,la)(o)tг,tt)r0 Yге Кеп(ае1-1) r а.

Тоеф пeь|fu,Joz (а,Х,)еZl : о,
доказательство. пчсть }r= t tc, a,l z 'Лпl@ @>-Ъ) < D-S i

Halit HytKHo пока3ать, что при всех ý 
.

rпеr{i", Jcz (а.а,)е ( Yr. Y*, ) П Z l = о,

llaM достаточно расснотреть ý=.,Р . Действительно, суцеств5mт не более

"rоо..r". Yr-
9< @) такие, что

(с) qеtr) линейно-независинч " dO@t есть их линсйная кон-

. 0днако, по теорене Сарда, иера

пел {2,, Jc з r,c.fu)e Z r!- О,

чем счётное открчтое покрuтие Х* * J* С Х.R
-Ya*, и унитарнше rпй*r" ЭrD -!iатрицu

при (q,?,)€ Х.*Х* справедливо

g! taпolge@) - (О"*' 0 \

'-\ 0 oi,",|,
а!tfJ, а! tOl иr.iеот раз}rерности ýхý "(?-ilrO-S) соот.етствен-

"о, Кф @! tol-\).= 0.. Поэто"у обций случай сводитGя к случао ý-;/
Пусть сl(f,)=itl,а@), ч(д)r. . ._, фо(с ) - как-либо пронуrе-

рованнuе элементС }rатрицч а (с) - о 1cl .[ , p'=22i ,оrg.

ZQYo ч {tсr,l z Ъ-о(с), <r(g)Е. . . -ос"(а)-0

" do @l есть линейная коr.rбинация fu, (О), ,. 
_, 

,der@t aY' 
" 

,

где объединение берется по Bce..r tr allз,,,.Рl ,

Zfr-{t*a,l : Д,= о(с), !(а)=0 Ylet[,

d'J
бинация

}
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