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вЕсOвыЕ псЕвдOдиФФЕрЕнциrulьнчЕ 0пЕрАтOрч в тЕOрии

эллиптичЕских крАЕвшх зАдч с вырOцЕниЕ}r

А.Д. Баев, В.П. Глуrдко (BopHelr)

В насtопtсй работе аэтоrl продоrlt|(аDт Еаsвитие и соэерrенствование rleтo-

да исследования эллиптических уtавнений с вчроI(дениен, основанного на систе-

натическох исполь9овании специапьного класса Becoвux псердодиФФеFнциальнь0(

оrGFатоrов (э.п.д.g.). Идея этого нетода излоrrена в [t] .

8оп9осч коэдитиэнФl разЕrи..rости обrцих кFевш< задач дlя вырlfiдаnllихс'

эrlлиптических yFBHcHnl начали FэFбатьвать В;П. Гл5nllко [Z] tмя урвнений

вторго порпка), fi.}i. Вrашик и В.В. Гэицин [З].tдr" уравнеrrий вЁrcокого rк}ря-

ка прl |lcтGпeHHoll" хaFктсF вчрпдения),. Прдrrагаеиьй на}rи подход позволЕт

исс,псдовэтD aчрlllдашlиссл Еrrлиптическхс опеFтоэь. пф пэоизвоrrьно "сиrlьноl,t"

хеFктсF вtlр!яенияо

Виесiе с Te}i суцественньr,t иoiieнTort испоrlьзуеного нетода ,вл Ется воз-

ноцность п€Fхода от FсснотFния гFничнцх условий общего вида к однорднчl

гFничньш условияl.i !|ирше. Пояснин сказанное на пр}rеF апиоЁь0( оценок F-

шенrti обtцих к]веэь0( задач, доказательству котонх э осноэно.,r и посвяцена

настоillая 9абота. Ввсдение специальноrо (эообце говорF, псевдоли.DФеЕнциаль-

ного) фlеFтоF а позволЕт установить коэцитивн)rп оценку снизу на lDop

'.у Rе(АаrQсr) , .а" ,4 - 
"сход*.й 

вчрпдашlийс, эллиптический опе,9втор,

а r}ункцин {У удоaлетвоFэт однорднь..t услозиЁ,r llиихrrc на гFнице вцржде-

нхr. lla,!o!..|oпHocтb пиненени, l'разделяпцего" опсртор Iшя доказательства

апрrоЁ}D( оченок в эллиптичсских задачaх обFтил }r8|с внинание Л.Р. Волевич.
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Из эценки Фоомы Rg (ДtlrQа) вь.водится оценка Hog}lu старщей весоэой проиэ-
л2rа ,

водrпа )|', , входящей a .rn"par.,p / После этого оценка Hop}t остальнuх
d.O

производнчх, входяцих в оператор Д , на Функциях, удовлетворя(lllих гранич-

Hыit услоЕия!t общего вида, r.toнeт бчть сведена к получениD соответствупцих хо-

роц,о известнчх [l6] оценок для решений регулярных квазиэллиптических уравне-

ний. 0тметиr.r, что по своей роли оператор а аналогичен известнону "Dаэделя-

uцему" оператору Лере-Саканото (см. [Ц] l.
В отличие ", [S] , лtu отказuваенся заесь от условия аналитической про-

долниl.tости по napa..reтpy корней характеристического уравнения с сохранениен

определенного рода оценок в области аналитичности. Это условие заненяетсi

более простчи и во ,itногих случаях легко проверяеr.iraн условиен 3 (сн. нихе),

которое ножет рассr.rатриваться как обобrцение известного условия С. агнона [6]

для эллиптических операторов с паранетро..r.

!ля докаэательств; теоренD. рЬзрешимости (сн. ниже Teopa.ry 2) использует-

ся иетод, предлоltеннчй в [Z] аля операторa L пр"д"rавляцего суп€рпо-

9ицио вUроlцашихся эллиптических операторов второго порядка. СrDорнули9озан-

нче в прйводи}tчх ниже теоренах 3-|0 свойства э.п.д.о. поэволяот реали9оaать

этот нетод и в расснотреннои здесь случае. Подробное доказательство этого

утверt(дения и}iеется в [S] . Отr.rетин таю.(е, что дока9ательства clDopryrDrpoaa'-

нuх нихс TeopeJ.i 3-5 и9лох(енu э [9:l .

Нч использусн такнс утaерlrденхя о косрцитиэной разрешиr.ости Kpacвux эа-

дач мя одного класса вчроlцаFllихсF псaадодиФФсрaнциальнчх уравнениЙ (теорс-

Hu 7-8 ). 0бъи реботч не поgволил нан привести здесь полное АокgsательGтво

этих утвGрllдений. Азторч надеотся иgлоilить доказательства теоре.{ 7 и 8 r оа-

ной и! сaоих последуЕцих работ. Следует лиll|ь от}iетить, что э случае, когда

си,}tаол, Ъ((,2).""rвстствупlего ..п.д.о. есть ,.iногочлсн степени 2rП (rT>t) ,

aналоги тGорсн 7 и 8 установленъ. э ЕrО] " Пl], а r сл)/чае, когда Функция

'L+({, f ) "rап"r""ески 
проАолt|(ина в полуплоскость ХtП 2 

>- 0, - э ISJ .

l. 0сновные определения, ут9ер}вения и предварительнuе ре9ультатU

Расснотриrr Функцио <(h, t е R|, для которой 4,F0) оос,'(+0)- О,

B<dl > 0 при t r0, с'rh, cпrct лле t>d при нёкотороrr

a

f

,

t



drO . Следуя ft2] , ввеяен интегральное преобраэование

lеd

F* lu d| t 7l: Т" dl еор''r\ ?r)%,01
определенное первоначально r наприrqеD, на Функциях UthС Ci tKi).
Преобразование (1.1) связано с преобразованием Фурье

(1.1)

FL,*Z
рав€нство,.t 

'

LчJ

ё,о

-оо
\ util еар(igr)dг, Z, R, ,

r*' ГwtgiJ(t)= L:) r;"fuГt2T|,т-9,tl , t r0,

мя tlг (Z)e L2 (R,) .

Легко показать, что на 9ункциях 4( tl е Ci (к,)

(1.4)

ВЧПОЛНЯDТСЯ СООТ-

нý,"(R; ),Hý,n,gR:).

но|ления

r*lЛ!, utt|t2l = giF*EuJt2l, j-|,2,...,

,а" _D*,s=l;T| ar,M , 0r=#.
Введен в расс}rотрение Функчиональ}це пространства
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пусть 641f ) . Clr'{R,l (il> l) , сп"ду^ [l3] , обоэrачи}. через

SПtRо| (l,t> l
проиэвод}ъlе

НеЧНЫ HopritЫ

л:

suр 1l+trl)P(
|d,слеRо

) np.,"rg"r"Tвo основнь.х функций фЕ,а), Е,а)еRо, и}iепцих

Oil no, l< lrl+2 " лобо"tJl 2lQ , прпчен при лобчх р Kn-

пФlll

tf,9|' : ({n,9*).
0пределим далее преобр"з.rва"п" Д* на

il+2 z
lyl€P
t<lt+z

П!л| Ф с, all]1

s! tпll

/+l"l)
N,p

'.'"о". {iRj ) пб.,.""""" пространство Функций { (l,c) , для которчх Функ-

цпп ф tt,r' = 9e(T,cl- БtTl РЁСrIr_rrr", принадле)fiат Е'{Rо) . нор-

"" " ý.,i{,?"*) определяртся Форнулой ]P]ir,". =Jg.l,*p . HHo*ecTBo

всех л,rнейных непрерывных Функционап"" ,"^'3i({ ) Mn""l*" .r"^ 5'l (R) .

будем говорить, что qункцио"ал f прина}леr<ит SltПi), 
""nn 

суцествует

Qункционал l*{-S'П{Rп|такой, что для лобой t| е S! 1Ко* l и},rеет несто

F;' "" ýd(В) nou

Форitулаr,r

Легко проверить, что

0пределение l

(F*ffi,9J = (,r.'Е9J\*,

F;' Vl,/)* = ( f , F* EqJ ),

r+,F*F*l=!, F*'Fn

. tрункция tГе,t) е s!tпil принадлежит пространст-

состоит иэ

", Н r,*{ R; ) при lSl<iv , если конечна норма

llЛХ**

0п редел

всех ФункциЙ 
'Л

= | \ (l+rr f r Z,f IF,*€ F*глf d€Оilr ,

e"ne i . пространс r"п Нr,_,r(R|) (5>-O,g> t)

@,t) е Н 

'"(R; 
) , on" которнх конечна Hop,,ia

fi о !.,.., 
? 

= |Х l F;' F;'_,lu rt l l,* ?, )!''" F,*, F* L0 ! ч7|[' } 

+ 
.

3десь и в дальнейчlеrt обоэначаеr.r ll '1-1'l" 'LrR: )

з

о

,



0пределение ]. Пространство Hs(Ro_r) ( ý- действительное) состоит

из всех Функций ? @l е S' t Rо_, ) , мя которuх конечна Hop,la

<?D, - l(r+týl'f Fп_€ t?)lrr(Rоп),

Пусть вчполнено следуоцее

Условие l . Суцествует число 9€ (4l_t ,.*.,", *rо |c'(fi<-J(ttl.*
при всех t е|о,+а). Kpolre того, <(fr€ C\LOrr-) мя HeKoтopo.n ýr >

>-2|,!-lбl, .д" /,/r-mла^|rоr !# +l, о+/, r* !|,Н2..,, . о-
o-p*t " ' })

действительнче заданнче числа.

Р"""r.,rр* 
" 

Rо+ линейное диФФеренциальное уравнение вида

А (D",Dч, 0r)r(с,il = 2^ arrD|4l LrСrlаtl- f(cil,rr.rl
rс*j\ts2п 1

где Функциr c((f' и операции ?цt , lt определе}u .rr", -0! :
=t-Ogai;ai;...U?,,aojt - *'.'nn"*.*" числа, аФк+ 0 ,9-ffrt
Lll\K , натуральнUе числа). Без ограничения обцности буден считать a даль-

нейшеrr, что d,оо*= /.

На граниtlс /- О пплупро"rо"r"r"" ,?о+ задань. услобия обцего вида

.Bj (Лr,Or)о|м -ý-Ll l"Ч лi а!,| !, t"t, F|,2, ...,р, (1 .6)

i

з
rct+g0< 'i

rАе число р определяется (си.нижс) свойствани нногочлекt lt€r2,z); lrr,
конплекснuе числа.

условие ll . вчполнено условие l при 61= s+g, Ьl:2r...r|Slф,
где |2l, ý> 0 - действительнuе числа.

Услоаие 2. YpaBHeHle

t=0

/о {{, ,,"1оirgN_2пОrр €'|i z|- 0 (1.7)

нс инеGт / -корней, лежаOlих на.нниной оси при """, (f,2)еRо,l€l+l4>q
прпч.лr эти корни бесконечно диФФеренцируaнu по пеоe.ll.енной ? "е" € *О
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3аметим, что если ! -корни уравнения (t.7) простuе, то они принадлекат

С* lRr) по пеоеr.rенной / при всех € е Ron , €*О .

Лусть N,(€, 2l , 22 .(€, |.),, . ., ZL(€, !) , 0s t-< К, - к(,рни уравнения

(1.7), лежацие в левой полуплоскости. 0стальнче (К-?) корней 
'#r(€,Z)r...

...rZ^({r2) n"""' в правой полуплоскости. Функции Zr(€,2) являlотся однород-

ны,.rи Функция"п от ( й Z степени | и, следовательно, удовлетворяlот следу-

rоцин HepaвeнcтBar.r пр" l€l} ]ql>о:

l0/rrG,ф|<q(lý r,] rzllte-l, i=l2,...,(, j,0,1,z,... . (1.s)

Kpor,re того, из условия 2 вчтекает, что

Re zi l€, l)r- c"1l€ t'+ 2,)tg , i- Nl l, |+2, . . ., к ,
(1.9)

-Re ziG,D>-cэ(t€t'r Г)l, i=/.2,...,z.

Постояннче Сеr0, l=L2.3 , не зависят n, (Е. Dе Rп.
Условие 3. Суцествует многочлен

А' (€о,€. 2,r) =rопr,*r?*_r,'"rl а;ооitr!" с"1 ,t

такой, что нногочлен по переr.rен*r" ({. 2) = (€о,€,2) е Rо*,

Yw
А Ё, z,п) = AoK,2,z) + А' Gо,€,2,z)

удовлетворяет условиlо 2 (с заr.rеной { * Y ).

Очевидно, что корни irG.2) , i=lr2r..,rK , уравнения

i'(ё, 2, z) = 0 v
удовлетворяот оценка..t (1.8), (1.9) с заr.rеноП € е Rot на ý € Rо

В частности, ..nn /'1r€о,€,2, Z) =(€о)^С'0, 0< 0< 2li, т<, условие з

совпадает с известнuн условие}t, возникашlиr.r в параболических задачах tсм.Г6]l

Условие Ч. Число р граничнuх условий (1.6) равно числу Z - корней

уравнёния (1.7), ле).(ачlих в левоЙ полуплоскости| и п9и все)( ý 
'Rо.., ,

|Ёl>0 }rногочленu Bite,rl 
7'п]rr8"rrЧ"4t, 

i-1,2,,,.,7, линейно-неэависимы

по ,.iодулО llногочлена Р G.z)- й cz-Zi(E,O)),
,о

f



СФоgнулио)rен осноэ|{Jе утверхд€ния работu.

Теорена 1. iуапо s >-mла|еп, yp*ir9 - аеаатвуельное чuсло

ч обпаliнена !е4овця 7', 2 - 4. Тоеф an ЙZю радеюл UEileHr',g(RI)
заOачu (1.5)-(1 ,6l оlwвеfuава сm?uор,Glя а4енrа

t

iлl.,",9' cl(Sgl 5-2r.-,y*7u4{;)r-r-trrr|n|r-r,n,') (1,1о)

споqпояннаt сч)о , не MBucяllaim ЦF,?-Вr,9"r,..,9r),
Теорема 2. Ifuаttо оuполнена асло€ш пефеJq 1. Тоеф сg|л|еавуеп проай

рееумwзал,ор цф,аl (1.5)-(1 .6l , п.е. tlaKai qtеlФпор

R 
' 
н*rr,*,gP)'Д'*, 

'| 

(Rо-,) * Нr-,9 (R; ) ,

ЧrО 
0N R,г : lg,Т| r г lF,i| ,

еОе 0| - оrr"вrrор, п,эоФечупй зафчаi (1.5)-(1.6);

z

0х , нr,*,, (R; l -нr_2п,{,9iR: ) , 

Д 
Hs*-^i (R п-) ,

а oleprw Т явмсrllся оер,нчченнаtчl оflеgпорФq uз

H*-,.* tп) l' д 
H*try,, (Rо-)' H*r^,,"r|)l- !'nrrt( R о),

Как и!aестно (сr., напринер, Е2]), аЬя вчполнении оценки (1.1о} правчй

рсгуляризатОр gадачи (1.5)_(1.6) яэляется одноэосненно и левUи рсгуляриэатороl,|.

В насто{ой работе систGr.атическх используется специальцй шаGс в.п.д.о.

Сэойства таких пlдlо. rr!учались 
" [Э] . Привсден бсз докаgатсльстзэ нсобходи-

,,ц.е длi дальнеЙлего Утверхдения.

0пределпн с пои(цьD интегрального преобразованиl (1.1) l преобраlоaани,

gvo'" Fr*q,- Fr-(rFпr-€r,.. F"o_r-(o_, В,п,д,о, по 0орнуле

(1 .11)К'О'l!r, Л4)r - Fi'_r F*' |ъir.7l F" ,rr-q c,rtr, о е 4 ,
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Предполагаетсяr что синвол э.п.д.о. ъ(€rD € с- (Rо) удовлетворяет усло-

j'0,1, " , ,
(1.12)

. Тоеф flpll Buпollleчlal ycttoBtlя 7

(1.12l dм йерюр,

(,1.13)

вия}i

оzроеФuва а4енrа.

оо

р!ьк,2ll <ci(l+ll|"+Z, rltc'il ,

где постоянн". lj >0 , не зависят от ((r2) eRo.
Теорена 3. Пуаrо orS - лфые OaianaлeltoHбe чuсм, h/r2,. .. ,

r@il € Но+r,. Ri l , 0! t
(сgленqт О и ý*6

(С,

)

tle Но, (к!)

u нероенQre

мr,о - 0r'Kn' (r",n l ) -K"'t-?",nn,tl 0!

lllrotIý,( sц-ц€

lФнааwа g2g не 4аuалл qп !Г

Слсдстlrrс l. IMl вdполнеrilч уарвш7 w2ора 3 0м лфоеа. О>О

цеФtsааl члсао C(Ol>o пакф, qlо

сс
lrrcln.. uZIO|uluu,* + аtd|_lаf сl.

*r,i,tiul

са-

Слодстrlс 2. ITw оаполнеrлlлl услlфthй пеореJ.а 3 otpBeoпlao неFпвеноп-

l о! к'О' {.0", !пl)лlr- .
I

c}la!cl*o"

с поаоянцq] Q2Q , нс цалщ7 qп tr t

Тсорэна \. Пуqпо 9>t, s>0 - Oa7atBlttttettorцe чuсJчl; f,:lrl....;
C?x,ileHr+t+ttg,e,g(R: ) . Тоей, прl вапа4не,алl усllоglля 1 (twl

t+St| lu tlBllootл7 L1.12 l,( wu 6.9, l Фtя оперюв ilrу , Фlре-

Оелвнпозо о U.13 l, аtввфtола а4енrв
l2



l М цgu |, о,, < О, I u l 
ý+ (t+t l9-1.d,9

с поопаянной Qr> 0 , не завuсяlцей @п tГ

Teoper.ra 5. Паоtь | >l, О - dейоltвlлелонdе чuсJа, tГ(Цllе

€Нg+пал{о;еr,п,9. 
'о' 

пw Bw.alпe,{Llll ycJloBlл, 1 u аlенок Q,12l стlрвейuво

р,венапво

ч фунtсt4lя ц(€.tl пvIкова, ,rr- J!'aG,t) пw ruЕа[О+1l}=Л/<S, ч по,'tlll

асеа ( е Ra_t lс,K фунlа4lя t е Ri прuwФtа,лt flpoclllш,,Hoчy l, R) lt,

,rоr* *Qо,,r\:,:rцЕ,t).0, iф.l,..,rl'l-t . Тосф пр1l вt|7о/.не,аа. q4е-

нос 11 .lZl hp, iо,лrп, всеа €eRo_t erlp,odtuBo рвенспво

Тсореmа 6. IТуапо аrlполнено,усllооuе 7 прl неrсФорl, 8r>п|Л4,|О+tl|

{i* К'О' (4,r-1) u G,il- о.
|+'+ео

при докаэательстве теоре" l 12. нан потребуотся утэерlвсни, о коэрцитиa-

ной априорной оцснке и ра9рGщиlrости Kpaeвux gаdач рrя специального хrвсGа Bu-

роl(даоl|lи хся псевдод}rOФере нциаль Hilx урэз нений .

Расснотрин , Р; sэдачи .ида

К!9'tL",Dn) t (аil - Lytc,ll ,,Flс,l),

гь,h|r_о= t (о,

K|l tl",D-1)[(с,tl, аrr@,h - Flцll,

гя. |({'Q",Д"i ) r в.п.д.о. с Gин.олаrr LtGrD , удо.rlcт.оряцини

следуш|ену условио.

Условие 5. Фунlа4лl ъ!€,ф пiлllайщtt C-(Ro) ч dм ocа(|,g)cRo

11.ta}

(1.15)

(1.16)

1з



иr,tеют r.tecтo неравенства 1о
t Ре fu1((, 2) .- c"(t+l€f + 2')" ,

lаiъrЕ,ф|*с, (r* K|'*r)l"i , /-0.1,2,.. .t

с ПОсIllоянншu С7> 0, Сr' 0 , не мвuсящ)rпч qп t€r 2) е Rо.

Теореиа 7. Пуапо ý)-Оl g>/ - dейс7пвшпелёrлае чuсJlа u вdполнеrrа ycJlo-

вlrя 7', 5. Тоеф, dля лtобоео paleаlл r@rt) зафчч (1.14 - (r.15) , пwtаО-

лФпlцеео Hrrg,n,g(R)) , спр,веФtuва апрuор,lая а4енка

ltls+',*.,'*o, (Ш Flr.,u+< !)r*19), (1.17)

а Ом лtфоео ра!енчя tlцil у@внею,0 (Z.lO ) , пulttайшщеr"Н*пrtКР,
t1,1,1еап лecafa оценrcI

|[Nrrg,.,9-=Crrll F|r,-,9. (1,18)

Поспояннuе CgrТ u Чо>0 не шBucпt л Гtg,!.
Теорейа 8. Пуопо ваполненч условчя пеореJ|й ?. EMtl ,/1atle

€Нs,п,g(д; ) , 9@).Hrrlq(Ro_r), по сgцествуап еоuнаtвенное рапрнuе

мfuчч (1.14l - (r.l5 ) , пiiаr*rr"п Hs+g,.,9 (Rа| ) ; ес!.ч

F@rlteHan,g(P)) , * суцlефваап еdlнqтвенное раденuе ур,вненш (l.:o)

прlнаОлmце"' Н rrg о, 9 
R: ).

Ны надееrtся привести доказательство этих теорен в другой нашей работе.

0тметим лиlt ь, что доказательство теорен 7 и 8 в основнчх чертах повторяет до-

казательство соответствуш|их утверждений в [8] .

пч.," |, G, ?!, i- |,2,. . .,к, ((Ё, ре Rо*,, ё- (€о,€),€еRо_)- z-
корни уравнения Аlё rg,il-о из условия 3. тогда из уgловий 2 и ] вь.те-

кает, что tрункции \,; К,2) = i; (€о,€, 2) non (иксированно!.r €ое Rr, {о# О

(например €о= l ) обладаtот слеДушини свойствани (поскольку приводимче ни-

же свойства в.п.д.о., лостроеннух по сиивола"7L; Е,|), не зависят от конк-

ретного .паа tui(€,L) , ,,ru Фор.,rулируен соответствуOцие свойства 7Ь;(€,2)*"*

условия на эти сипволч )

14
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Условие 6. Функции Ъi(€,|) попrаале^", f,-(Ro) n np" 
"с",.

(€r2) е Ro удовлетворяDт неравенстван

l а', ъ, (€, g)| < с,, (l +1 с l'r [' )l''", i= l,\...,K, 
1,- 4 t, 2,. . . t (1 . 1 9)

Refur(€,7)r-c,r(t+J€fr2')l', i=N*l,|+2,...,K, (1.2о)

- Re х;G,fl )- C,r(t*|€frt)lg, i- /,2, , . .,|, (1.21)

где постояннч" Ci>0, i=ll,/2,13 , не зависят "i Gr|еRо,
Пост9оин при по..rоци Фориулч (l.tl) в.п.д.". Kj(n"r0i,t) nn сr"э.rлу

}; ({,2 )\
Фунданентальное значение для премагаеного 9десь нст(ца доказательстaа

теорел l и 2 инеет следушlая Teopeнat о "Фактори3аци5l' исходного диQФGр€нчи-

ального оператора.

Теорена 9, Пyatto оm7мне,lЧ ycrtooue 7' прl S> 2ra u ycttootlя 3,3.
iоеф ом oeф'op Д(D",0п,s,OS) otpB еOлло о aeOgпatle е преOаавлеtuе :

.l

А(D",D*l,ц) - 
Д 

(аr-ir(r",0ф)) +il.D,,D*,l ,4), (1;22)

0ор,.у-

(1.25)

- a.п.А.о.

в lt^Фllе проаlwпсам' Honr.т не превофlлп

Еaaдоa a рgссfiоt?€Д.a fi€рат,оп}

0i(0",.0-7,ф -i(E-Ii Щ,.0-,s)), i,al,...,K-l, (1.2з)

а* (0r,D*tr ,01) -r. (1,24)

3дссr и l даrrьнсilшаr. к- степенl по Z |.ноЕ(цлGнt a лGaоf, часпr (1.7) .

Z- ,пrсло Z -корнсй !Dr!нG.о., (t.7) , ,rGших r лqr<f, поппrtоскаgтх.

Gледуr [lZJ , спрсдGлин скалrрноэ проиr.GдG*.. Hr-!R!)
,юй

( u,о)r,.- (А' 0r,п*lцА" tD*D*)u),

гдс (.r.) - сх"л"рноG прох9всдGilrс . lr|) , Д'а"rО"J_|
15



с синволон ъ (€,ф- (l+l4 
''*c")L' 

.

(Бозначии

вер,.цения.

Juoo Heg,Belc7lэo

А- (D*D.,1,01) 
= 0л_"tОr,Dп7,Otr ), (1.26)

Теорена 9 позэоляет получить Teope.ly l как следствие из следуш|его ут-

ЦО*D*r)= E:rF:'|!tl*ll;tiz'l""-kцrr f"| aF,*Е [-]]l . (1.27)

Теорсна l0. Пуспо ъdполненd ycJloBue 7- прl Е>2tп u ус!ловuя

2 u 3. Тоеф dlя лйаа бо>.0, Е 20 ч лtйа fuнtарй r(с.ilеtКо)с"lwееО-

с"l А|9 о l:* uo, r,n* 
fu И- l.' n 0 r _ 

" 
r /r'io u) 

n- о"- 
" 

r !' у, *

з 2

K9-t,<,9'+ Еltг| + с (е)|ul (1.28)
к9в,|

еОе поаоянttал Сrr, 0 не эавuаlrп опl ё, u фунltшlu Г@t); о|.еwпор

aK_c+t ОпреОелен о (1-23| пptt i,1-7+ 1

0ператор a*_nt, назов€н разд€ляшtr.н олераторон по отношениЕ,к, опера-

,ооу /-
2. Вспсrrrогательнr.е реэул"таfu

Ленна 2.1 lfuatto |> l, ý - dейсrлвчпелDнае ц;.rа ч Btflollчelo условuе-I

прl 6-1rrшo(Oisl+t| g . Тоеф dм Ма7 fuнlсшlч tг@,h пам1

чпо t(x,t)e H r"*,rro(R:l, 1tlr@,h € Нч.п (R: ) , u лtбоео Q)0
оtрвеОллва aleшl@

Re (0rг, u) rrrllg'r- - !< o{",il|r.o#,s+!lg

-tlEcl;,* - eSnforl)9-.* (2.1}

с поаоянна7 Q >Q , ве эаоuспца7 оп IГ

Дока!атсльстэо. llспользуя равенстэо (1.25) и таорену J, находин

нсразенстaо

Б



Rе (0, [, r) trr!|9,4> ! < u E,tllbo#tullg. -

- |tr,,l,,p+!)gu, A?rt'g u)| ,

,о.М,,(r4)9, *.,l.t"yiarnp операторов at " 'I"rtD 
(ц,о*л)

(2.2l

При поr.rоци неравенства Коци-Еуняковского и равенства (1.3) для лобого ё)/

!ока 9а тель с т во

и лецlu 2.t получаен

. иs (1.23)

получи..r

l(Mr,brlli{, А"*ЬО u)l -. е ltil,,(r,b)yu|",-!,n +

+ {|11"'t'r u|i,r_,,-. (2.з)

Приненяа для оценки первого слагаеного в правой части (2.3) Teope..ry 3 и uс,

пользуя полученное неравенство в правой части (2.2) , вuводин оценку (2.1)

Леr.rна 2.2. Пуопь g > t, S - OaiaBtдletlDшe чuсJ,а, bK-Z+lr., . rК,
ч Bdflollueпd ycllonue 1 прll g1={rrrлrЬ:sl*t!у ц условuе 6. Тоеiz прtl

вс* tг(яtl е Ci (R^) ctlweeataBo неввенапе,о

clarA"ig ,rli._,,r* * Re (Qr"/L']" o.0r!L"!9a) r*grr,**

* е lLt 0 
r, 

lLoo9 ul ], о * с lill 0, /t"i' n |" r, rr r r,* 
*

* <0r^u"nu|;.,o)"r"*ilg, 12.''}

еОе бо>-0а О>О - dае чмсtа,,посlлаянме c>O,C(el>O не зааlспll qt,

lГ

йо9начиr tг, (вtРqrДОigс rс,t)

Пе (О 
r_, А|q с, а, i:;9 [ ) tц, r,* 

- Ре (0, t. ur),ц,, 
* 

-

- fu (Х 
*_rr, 

(D",n-.4)[r,[)B*,ror-!< {lboSorllg._
17



- ёlltо||rr,"- Ёto\,,r_t," - Rе (i--rn (4,Л*,t)n,ur) 
,rurr,*.

- fu (il r_ о, LO r,.Dr r) tr, [r) вцr, *r- 
с W2li,, 

l g * .

С поисtчlьо неравенства (1.2l) , соотношения (1.3) и равенства Парсеваля при

bK-X+l,..., К находи..t

( 2.5)

(2.6)

(2.8)

бо9

0л из (1.23)

Из (2.5) и (2.6) легко вь.текает оценка (2.ll) . Ле}rна доказана.

Следствие 2'. l . Ilw Bdflorlчeчuu аеловuй леt"ttа 2.2 оlрвеалuм а,|,енrlа

lllrltoig nl*ugo" Dlqq,t;Ъlппп с(dlаеЩvt| 
бчlr-,,о. 

+

*сl,Qr-,д,"i9,rlrr,.+ 40ед7'п|r.?tsNлg с L2,7l

еае поопаян,лая С>0 не завuа)п orl ЦЕ .

!ля доказательства достаточно воспользоваться в правой части (2.1) нера-

венствон Коши-Буняковского.

Ленна 2.3. Пуапо 9>lr 60>-0, S)- -6о - ddaTBtдttettbwe чuсJчt,

!=K-7ll,...,K ; вапапнена условuе 1 паl. @-gt*-lr!+lMIC(aSl), ч ycJ.o-

оuе 6. Тоей dttя лtобоео Ъ>0 супt|еспвуап чuсло С(ё)>0 laчoe, чпо dм

все.r с(цtl.Сi (Rо) спввеа,аlвс йеню

К Q, lt!',r lt. о> 1rrtrl g < е l rl 
цs+ * к_ с+ оо lg,*, 9 

+

+ с(е)lлi (g+нк_е+6оlr_1,<,9,

Док а эа т ел ь с т во . Прокрr.rмутиру"" nn"o"rno" Р, п

вчтекает, что мя этого достаточно проконнутировать операторýa 0| ,

i-t.э,. . . |К-
ров Qe ,

{, й Д?П .. 0бозначив Фо." Р*_!,ооg

, получиa..

QrДujg n = Д"i9 аrс + R*_с,",gtr ,

коннутатор операто-

^?,

18
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причен с поr.iоцьо (1.23) и ТеОРеr,tы 3 при ý2-ао, /, / легко установить не-

(2 . 1о)I R *-t,u,gtril15+lt9я < с|tl pr,**-Xr"o)9-t,a,9'

Аналогично, восполь3овав|дись очевидны}r равенствои

U! 
'i,""o= 

Мtrl,ооg - Маr,, а/,

,о" Mj,uog - Kol.i.ry'a'op операт non. 0f " '|7'

равенство

ставление

Следовательно, иэ (2.9) вчтекает равенство

<q llИtr (s+oo+K-[+;1g,a,g '

используя (l .27) и Teooer.ry J, получаем яп^ а (t,t) ' Ci R 
^ 

)

- (2.11)

, при 52-бо вы-

,t' (лr,D..1)8rt|r.о= JL|j' tDr,0) ае nlt.o .

(2.12)

пред-

(2.1 з)

(2.14)

i,2.15)

art! n|r_p - R *-!,аоg u|r.o .

Qrlq )l'tr|доl'-. е(lqdf +lrГ )* 
j(nlcr')e wf Wе,о),

llспользуя известное неравенство

uэ (2.13) с помс,чtьD теореич 5 находиr.t

< arA'ion|bo)tsr!)9 - К Дry R,_c,*9гls_g2!r*

. el OrA"9R*_c,",.t| + с6)| R*сч"gtrlls+l)+,< .
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С помсцlьtо следствия 2 и оценок (2.10), (2.12) из (2.15) вчводин (2.8) . Леина

доказана.

Лемма 2. Ц. ITpu вапмненuч условuй лел-лмl 2.3 1ttя ffiоео ё>О су-

па,сое, qр dllя всеа o(o,{)e С; (Rа) слwое0-щеФlвуаll чuаzо C(L)>0

лuва оценlа

0

с l а, ttii9 о |'or,, r,". Rе (а 
е-, f:9 r, 0, Д"i9 с) р*;, 9,* 

*

+ О l Г lr'r*l+ 
к- f,+ oolg,c,g 

+ О to llt l"Br 
t * к - li оо' 9, |,q'

l1etL
бr9

U l (str)9-l,d
< сlч| (s+h K-l+o0l9-|,{,9

с поqаянна7 е>0 , не мвuс.пцеt7 а Г
ДоказQtельство. Из (1.23) с пои(цьо следствия 2 при ý >-ao,9>l

инеен

l0rari/ulr9,* * Clalo t+K-cru,rg,-,9| (2'17l

(2.16)

(2.18)

Приненiя (2.8) , (2.17) и (2.18) в правой части (2.4) , устанавлrrваен иско..lуD

оценку (2.16)

Следствие 2.2, rТw оtпапнеrадl усt|овuй леl,ч,а 2.4 слроеёtаlва aleьKcl

|Qrtt|9 чl,п,r*- cll',_t^:"9 olrg," +

+ elllpHrxдoolg,*g + С(С)lЛltg+ t+K,!+ao|9,|ý,9 (2,19)

с поопояннчr,оr с>0, с{ф>0 , не эавuсллllмl оп Г
Для доказательства достаточно воспользоваться в правой части (2.7),нера-

п4нства1.1и 12.8) , (2.17) и (2.18)

В дальнейшем Har.r понадобится следушlее утверr.(дение.

Леииа 2.5. Пуепо 1rО, (>0, tп>0, к>0 - цеlйе чuсrа,9-2! 2l ,

прччеrLl g0 - ,,,,.|с. цuсло u t-(tr.С2,,..,lо_r) уОовttаtворяап ааюв,rю j+gt+l7l-

- 2rп . Ec,ll, <|t|eC2'Br+o1 ,а(Ю)-0 , по dм лобоео Е>О счцейоу-

ехп паксе цuслос(t)>0 , чпо dtlя'acea Цнtсцlй\ tlС,ilсСо- {Ro) otp,Beaм-

20
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во нервенопво

Плi л!,r а! nl. u (l 0, ul r,"7^lo| чl) r
2п

+ с 1а) lЛ!,, ul .

Последнее приg=2 содер*"тся в ftЦ.J . Доказательство неравенства

пои любсм |>f проводится аналогично (cr.r. g53 1 .

(2.юl

(2.20)

(з.1)

(з.2)

]. !оказательства основных теоре,{

где

Доказательство Teopeliu 6. Используя Фор}rулу Тейлора, находиl.i

?L(€,!)= 2-({,о) r2 *rý,o)[i + уr(€,ф2l,

ЦG,2l = h Ui ъQ,уl, in0,1..... l,
I

€,2)= N i л" l €,0) v- Ф'''dа.
0

Такиr.t образоt"t, справедливо неравенство
l-t

К@'(€,D*l)л (ý.l)= ъ{€,о)цЕ,h *ZъiЕ,o)-D't u (r.il +

* F;!Г9rt€,2lГ*ГD!rа

Следовательно, по условию теоре}iы прч lтlЛД(О+t,t)al 
= 
S, и при ка),(доr.r Фик-

Сированно.'l €eRn_, выполняется равенство

*(л К'u'(€,D.,tr)ui,t,=rИГ;' |jut€,DEV!,r"lJ. (з.з)

Покажем, что правая часть в (3.3) равна нулю. Так *а*ц1!1=gПП5f,, при

t>d,rO , то с поr.tоlцьр (|.Ц) получаелr

lin F:' Ь, t€,tl F- l7lr цlJ -
t++oo

= *!4 ^F;:"Г9r(€,РГ*ГЛ!,ruJ) (з,4)
- l+-ф

по" l'l >mдо|6+!,tl находиr4 иэ (3.2) и (1.12) неравенство

l2хrЁ,2)l-,с < о" .rri,

9,' 
(



с постоянной il)p , не зависячеЙ от \€r7)eRn.
Учитчвая, "rn 3l(€.7) ""по"оывна 

в окресtности g=Q из (3.5) пrлi-

чае}i, что gnG,2) npn *а*дп" €еRо_, принадле){ит прl)страчству L, (Р,) .

Kpo}re того, та|( как по условио теоремы Фуькция nllц G,tl пDи кз)iд().r

€ . R n_, принадле)(ит пространству 12 ( R,) , ,nllr* u"^ F* L!!,i UJ пЁ,,

каждо}r (a Ro_, принадлежит пространству 12 ( R, ).

таки}r обраэолr, при каlfiдо,.t €е R*t оункция f, (€, ! ). F_Г,D!,rО)',С,2l

принадлехит Lr(Rr) ,n, aп"д.,"ательно, по ле}rме Римана-Лебега (cr.r. [l fj),

_!i^ Гr!, Г9, E,2l r* rT:,t ц\- 0 .

lЕi-oo с

IA ({О ,D",D*.t,i.s)U - 00(D",D*1i)tl.О|ulrл-,,*., ,

справедливуЕ для любчх Функций С (Цil е Нr*., (R: ) ,

Кроlrе того, по построенио оператора Д имееr,i

li tg" ,Lr,D..t,Or)t - AoLr,n*,l,0)rl<cl п|rл-,,п,9 .

}tз (3.6) п (3.7) легко выводится утверждение тgоремы !.
Дtlказательство Teopcliu l0. Так как, по построению, 0*= r

используя оценку (2.t!) при l-Kr*K-6o-/ , полу,rаем

llfjv v ll ц_оlgв < cl а л-, А|"О ul 
1"-oo-tlg,< 

+

l ёW|*g,*,9 + cte)l[|*9_,,i,9 .

Последооательно используя в правой части (3.8) оценку (2.19) при

(з.6)

( 3.7)

(з.8)

то

ъ
22

t=K-l, S-K-ao-2 i t-K-2, 5-K-ao-3i,.. t-K-"re, 9з11*1-6о- z,



llfig ol,._uo,9,_ < cl8*_,/L"|u| 6_6o_t)g,,< 
+

+ alc|*r,no + сG||п|*9_,,_,9 . (з.9)

Приненяя в правой части (3.9) неравенство (2.16) при l=К-r|l ,S=K-Oo-1 ,

устанавливаеrq требуемуо оценку (1.28) . Teoper.ta докаэана.

Для доказательства теоре}iч l нам понадобятся некоторые предварительные

леннч.

Ленна 3.1. rТусаD вапаrlнеrfl асловuе 1'' прrr 8е2п |l:i-l-,:.).::/.q 2,3. Тс;l-

ф dм лtобоео [,2Q суlцеолlвуеп цuсло с(q>0 пакое, чrпс tjpr. .-,;.I

0 (r,ilе СrЦ otpaB еОлuва а,рнка

lТj cl < оltl^,".r* rdл(ldr,ч,_.g+l А (Дt*D_!, а) cl). (з.lо)

[оказательство. Вчберен в Teope}re l0 число бо , удовлетворяощее

услобиай 2<6о9<2п (9>t l . Тогда с по}r(цьо равенства (1.3) и не-

равенства

(l+l€l2+ 22)h' - P+t€f)!'1, I t|o'|

находи}r

находQrн

lDf; ,rl " llfog ,rl.r,ооg,_ .

Иs (3.1l) и (t.26) , (t.28) при у-?r| получае,.r

lri сl' < еlrl|^,*о + с (фlrЬ,,пg t

+ сRе (4л_п l'o' u, Q,_r,t|"iу с) ,*-,-r*!)g,* '

а *-о " ,'|?'
ровать операторu

0ценин последнее слагаеное в правой части (3.12) Прокоинутируеи операторч

(З.11)

(3.1 2)

0бозначим Ko..tr.tyтaTop операто-

2з

. }is (1.23) BuTeKaeT, что для этого достаточно прокон,.rути,

а! , pt,z,...,L,"r|:'



ров 0х_7 , дu;п "gрез Rx-Gao?

Используя неравенство Коши-Буняковского, приходи1.1 к неравенству

l t а - _ "t i 
9 
n, Q * _ 

" 
r, до:? il r*- 

^ 
! r r,*l 

* ! l а л - 

" 

U|"n- 
r, r, n 

r

+ el а r _u,.ff t l|uo n u, r r,* 
+ ol R, 

-r,uogo |, n о n - о, )у f +

* ll 0 л_ 
"t, 

/r2О u|i__"_ 
оо+ l) g _l.c, (з.,l з)

0цениr.r сверху правуо часть (3.t3} . С понощьD теореlн 3, следствия 2 и (2.13)

попучаен

l R n.6фa| r*1*-"-u,ry,n "
ц z,i

"rДZlOr"ul*B-L-6olg+lбo+ilg-l,ct 
< C,il[| *g,n9 . (з.14)

Используя следствие 2, из (t.2J) инеен

l 0 л,пr,l'i9 rt tr, *_rr_ 
",r,rg_ 

1,4 
4

1-1 Ъt-i,

"сz. Z^loj",l 
В-Z-6о+trg-t+(6,+17g,-€ 

c,|trl *g-,,ng ' tз.islt.0 iго

Приненяя (3.lq) ,13.15) в правой части (J.13), при по..i(ци следствия 2 уста-

,а"п"ваЫ оценку

lQ -_"f:9 t, 0 r_nr, /L?' n) n-r-u", !rr,.| 
* е l ч l'r.,*., +

+ с(е) (|u|'rл",.,r* lQ*_"rl|*_"rg,.). (з.16)

G пон<цьtо (3.16) яз нерааенства (3.12) находин

lо] cl < о|оl ел,п.о 
+сGlf,rl ч_,,п,g|lа*.rrl ,r-,g,") , (з.17)

Еслy. К=| , то из (3.17) поаучиц

lЛjТлl<оl..lrл,п,9+срl(|оlr,_,,п.qtIQоll). (з.18)
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Из (3.t81 , 11.2Эl л (1.22) легко ввводи}l (3.10)

Если_ц_е 1<д , то, используя для оценки последнего слагае,.rого э правой

части (].1/) Teopelry 7 последовательно при ý=K-N-lrK-Z-2rr..,0, приходи..{

к неравенству (3.18) , из которого, как и выlле, получаем оценку (].lP). Леrrма

доказана.

Леr.r}rа 3.2. IТуспо вапоtlнена yclloпue 1' ,zqu Sп2п u yctzoBllя 2;3.'
Тоеfu, О.tlя лобоео 2sg сgлцеспвуатl цuслос(D)>о ппкое, цпо прu все,

г@,tlе ti Во) справеоллва а,|енка

tr А Ш", 0. 0r) rl < ol ч п 

-,n,? 
+ с (ol (l о | r,*',n,? r

+ l А (D",Dп,, ,0) rl). (з.19)

Доказательство. По определенпп on"p"r.rp" f иriiee,.t

l А 0",о, 0) cl * nA (Dc,D_,tr, 
Q,) t| +

'r 1 
,"rrruz,,,1,oo",nL! 

D!, а! rL (з,2о)

Иэ (3.20) вrrе*аЬr, что для доказательства ле..iliь. 3.2 при лобоrri е>0 дос-

таточно получеrть

ttl+;+yeZ,i,ol'I 
Л!!,r 0! r|" еlul ло,о +

+ c(e)(lu| r,n,,*,u* |А(п"*D-i,O)rl). (3,21)

докаrкеl.i неравенство (з.2l) . рассмотриrq сначала ""оr, lЛ:l,taicl
в To..t случае, когда 

"псло 
gt,(1t1+1+gk2п, j>0) не является цель.м чис-

лом. Тогда суцествует ,"*n i| >р , что |gl+7+ g| < Zп- f . .Следовательно,

если воспользоваться известнUr.i HepaBeHcTBo}r (см. [tz_! 1

lалllr_д*-. ъlцrtr g{+ c(o'llttrl,

справедливчн np, t>O и лобоr.r 0)0 для всех Функций цaНr,*(R:) ,

то получин
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(3. 22)

,|з (3.22) вчтекает, что для доказательства неравенства (3.2l) остается расснот-

lПi l!, О!,r 1.o l 0! а| rл_g|_4.= е|rП ло,, +

+ c(o)lol2,'_1.<,9 , ltl+i+9f < 2п-t, 0rо.

gf - u"nn. число, lT l+1 +yl -Э, , i ,0 . Воспользовавluисьреть случай, когда

оценкой (2.20) , в это..t случае инеен

(3.2l) Лемlrа доказана.
' 

!оказательство теоремы t

W Л!,r 0! чl< е l [l z,,,,*,9 t сЕl(|й r,*,,",, + lл} d) .

Приr.rеняя в правой части последнего неравенства оценку 13.10) , легко получаен

ничнuх операторов В1 , irlr2,.. ., Ъ

Н"ý,9(R:) ," превосходят 2*-9

A2r,o,dr)tИ,t)=FoТ,t), (з.2з)

Уравнение (3.Л) при вuполнении условия 2 является регулярнuи кваэиэллиптичес-

кин. Априорная оценка решений 3адачи (3.23) , (1.6) хорочlо и3вестна (см. на-

принср, [tb] l. Ее можно записать в виде

lF}'_n[l* 1g" f F,_сго:][ + r 0i гi "с 
( Ш л1 *

N

+lA0",o,Ls)ul*,'I4|rclt.o>rл-^r-trg) (з.24)

Предполохtим сначала, что порядки /Q гра-

(см. (1.6) .) , в uкале пространств

. Расснотрин уравнение

I n|,,.n,9. r0 Л:, l *,"?_ NЛj rl r l 0i nl),
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и}iеем

lrлl

ТаТОЧНО l,tаПЫМ, ПОЛУЧаеМ ОЦеНКУ (l

силу пл()тности l.tнo)fiecTBa ФункциЙ

Zпt,в,9
< с (fi ,4(D",0",s,0) rri + l/ (Dr,с, 0,)tl +

Приrненяя в правой части (3.25) неравенство (3.19) и выбирая число О)g7 д()с-

a

* 
Д u r, u 

l r=o), л_, г i l\ 
* е lt l 

^ 
в,9+ 

о @)l ul 
2 п -Lё,? .

,lo) при S=2m an^ [(r,tl € cr l?r)
Сr (Rr) 

" np..rp"r rr". Нr.,п,r(R| ) уста-

навливае}r справедливость теореиы l при S=2П в случае, когда порядки /Z.,

граничных nn"p"r.,p.," 19; в шкале пространств Нr,",9R:) не превосходят

2rП- 9 . Доказательство Teope}ru l лри ý >2п n в случае, когда поряд(,к хотя

бы одного .,n"p"l.p" .Д; в щкале пространств Нr,",9(R+ ) ," """"rе 2--r,
проводится стандартныr.tи ,{етодаr.tи, использованныни, напри.,tер, в ГtО] .

a
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