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0 пOстрOЕllии иllтЕрпOляциOнншх куБАтурншх ФOрнул

гАуссOвА типА дrlя приБлицЕll}lог0 вшчислЕния

двORнчх интЕгрАлOв

Г. Г. Распутин (Архангельск)

Вопрос о с)дlествовании кубатурнчх Фор}rул гауссова тиПа и3УЧаЛСЯ .,iНОГИr.tИ

авторани и к настояцену врехени в значительной степени исследован (см., на,

принер, El]). В настоящей работе расснатриваотсr две основнuе вuчислительнче

задачи, возникаlOщие при Фактическом поСтроении гауссовuх Фор}iул, - вь.числение

узлов и коэФФициентов Фор4уль..

Пусть !? С R0- область интегрирования. Рассlrатривая интеграл

!(Ft -I\ oo,r,,F rc,yldxdy, (1)

предполагаем, что Pl|rtl - неотрицателrrел в. Р весовая Функция, мя
которой.при всех wлчх |,rj cylecтByoт иоliентu Xtot,Yl , причен Xtllrg.

Первш.r утверждением обцего характера о суцествовании к56атурнь.х форltул с

узла..lи в общих нулях ортогональltх многочленов бчла следlшlая теорена, уста-
новленная в t969 г. .И.П. Ичсовских E2J и независино от него Строудо,r t3]

Теорена | . Еqч Ова optloeoHattDonrc мноеочл"* f 1ZrYl , |(СrУ) спqенu

ý fuя обtааrа а u веса prcr| tlцеlоп почно 6-- $2 обlцlr, конеч-
Haт u попсlрно излuцна, нулей (oir!i), i-1,2r... ro , по Ом u,лееwrlа
( 1 l суч4еопвуап куfuпурная фpllуtta

о

-l

(2)

uмепц,2я utеебщлчеосуtо c7ltq,eлD mочноапl d- 2 S- l,
Позже эта теорена обобцалась в раsличl+.х направлениях. Ниже нu ограни-

чинся рассиотрениеи кубатурнчх Фор4ул (2). Считая, что вчбор ортогональнь.х
нногочленов l ч Q мя построения к56атурной Фор.,rуль. (2) осуцествлен,,l
irc

JF)tЕС, F[q,у,), l



a

oбpTrrHctr к вDaчислеlii ее пара}rGтроз.

|. При.Gде}r HGKoTopr.e вспо}rогатепьнuс ут.ерrдGr+,rя. Пусть /|tzlrfr!!Er,,..
.. , , f o atl - алrебраrrчсскис нногочлGн, и9_кол.ц" 6[aJ нногочлGно.

ot п n.p*"rr.ul< Е(сfС2,...rtrп), 9"- d:|f_ , |Фl 
J iкобиан этих

нногочленоa. Вудa'l сч)lтать, что иногочл""" ftrtzr, ,. rtп r.Heoт только

простче конечнче обцrrе нупr;, ny"r, эrо ,о**, 7cal 1аrВ\хF: ...,,р;-' ),

4, - lr2,, . ., |l . Вследствпе простотu нулей при всех оa u"r. /la'')10,
ЗаФиксrrруе..i некоторое prl"p-/t , и запиUен нногоr.лень. frtc-l ! сле-

дmqен виде:

|L

{*tal -Zf!'rcr@i-,,iФ'), (з)

дла чGго достатоtно, Hanp}rнcp, ра9лоrить /^ tat по rDорlуле Тейrюра. Яс-

н9, что в вчборе нногоtленоэ f!'tal инеется некотоцlй проrrзrол. Еслоr ра-

венст.о, (3) получено непосредственно принененi€ri iDорнуrъ. ТGlлора, ,"dеgflL
<SK- t , В дальнеЛчеи буАсrr прсАполагать, что эти нGраaенства agtолнr-

ртсr. Расснотриl.. н}iогочлсн

|L

lrtal - detfffаt(de9lp*,T ,- -п). (4)

Лекна | . llноеочlе, LоlФ gОоо,папворяап слеОуаltе.r.|у lcrloа..llo:

',
l,ola'",) : t"p. I F'P' ),

еОе tп - оrr*- !Фоцекец.

Докjсательст.о. ,l) Возьнен про|lg.ольl.юG dr<*P, и пусть

alr-f:'@o'), f;- "? - "f' , ис (з) пол),ча€rr

4

0- |* 1аu) 1 -?,ou, 
', 

, ко|l2, . . ., п. (5)

Расснатризая (5) как пrнейнlrт од}юродн}Ф алгсбраичсск)Ф систеliу, lл.щtр HG-

,yry.:u pcme'rre (Е"'+ а|Р' ) , ноIGн !,т.Qр,ц.ть, "rо L, (iЭ ) -
=dф @i*1-0 r

2) Для вь.чиGлени, Lo Et|' ) .оспольgуGr{сr.слGIшЕцини plac'cт.a.rx:a

ftto'l- Ё #, q-t yr!Bl|r.o" - Р!' rael.
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Учитчвая их, находи..t

/rtаФ') - d*t ff! в9\) - dd(fr,r"'' - | оа) .

В след}mчей ленне сФорнуrт,rрована стспень неодно9начности в вчборе йногочлена

Lo lal
Леmна 2. Пуаа dм лноеочltе"й f E)r|@l, , , ,,/n tal упФ.эа,й

Оеа рзur чзобwtаlя alfu l3l в оtреапноqа фноео афрео "wо, l (Е)

" i lq - соопвqЕпва|шOlе ыап4 чзобwtаляtа,лноео|l,/lена, посfпр@нtае сое-
мсно l4l. Тоеф t= L+4,,fr+ar,fr+... + Lo.fn, еОе

Ot(l)rda(Z) r,,,, ао (Е) - некmоwе лноеоцле,rd.

Доказательство. Расснотрин нюгоr.лен 7[Z) - Lrcl - /tal . Вслед-

ствие лен}ru 1,1(a'n') - 0 дrя всех ýс . тогда, по обобqенной теорене

Н.Нётсра [tt_l , наЛдутся нногочлею.

N-a,.f,* аz. fr*, . . + oa.fo
Ц@),а2В),,..,ап(а) такие, что

, откуда пол!лаен необходиное.

2. При вччислении уэлов кубатур}юй oop.{yrr гауссова тrпа эоэникает необ-

ходиЁость находить все р€оl€ни, нскоторой crcтcrru нелинсйнчх алrебраических

уравнений (сокраценlю рсосний снАу).

Будеи говорить для о.tределснности,о систеrr.э П уравнений с |Z неиэ-

ВеСТНsrИ 
Гв1- 0 (6)

(здесь 1(с,,сr,...,со)ЕСО, ltl,а,{rtZъ,..,f^ВlеOLаJ)О ; как и в

п.l, предпоrlоil,,,| , "rо |r rfrr,..rfo иriаOт только простuе конечнче обцие

нули) .

- Процесс вччисления всех конечнчх решений СНАУ обччно рэспадается на.дaа

этапа:

l) определение начальнчх приблипений ко Bcgr ршlенпян СНАУ;

2) уточirенис начальнtх пр;6лиrrений мя получениl рещсний с требуеной

точностьD.

Поиск начальнчх приблихсhrrй ко aGен реще..iян GНАУ у|е прr. п-2 и срав-
нительно нсбольших степснrх ураэнений трсбует значrтельнчх усилий, его труд-
но ослцествитr на ЭВil. Пш 6Jльчих tt труд}остц нGrэнерино возрастаот. с

другой сторонu, с сл!час fll | псрвчй зтэп нс яaлrетс, принциrlиально нео6-

ходинь.ri. !сйстэитсльно, altlисляя (налрииср, li€?одо}r ttошrерa) kакой-нибу!ь из
кооней { _ 

алгебраичсского нногоч леrrа f Ю) , перехошн к расснотренио
,ro.o"n.,b f'@l, lro - fo|cl,(.t -с|) й т.А.

На ОСнОВании л€*ulч l нопно предло;rть естсстaGнноG обобцение этого алrо-
ритиа ка нногоисрнtй случай.Пол}лrэнltй алгоритн нопliо l..agaa1b t.нетодФl иGкrт-
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чения р€шений СнАу'|.

Приненяя один иэ не?одоэ вuчисления рсr]ени, неrrrнейной систенI, найдсн

какое-нибудь реOrение СНАУ (6), пусть это будет g(" (rюrно пр....rенить, напри-

н€р, нетод Ньотона-Канторозича, начиная итерации с проиsвольной точки a

СО ; с вероятностьо l они сойдутся к одно.iу из решений СНАУ). Построин

в соответствии с (l.) мноfочлен lrrta1 и перейдеr,r к расснотренш новой СНАУ:

I le1 -0,
l, (7)

L 
L,(a - 0,

Вччислии какое-нибудь решение -СВ' систенч (7). Так;ак lrf"') + 0 , то

аtЗl s xlll " Ее'- рqlение "сходrой снАу (6) , (f tat"| - о1 Далее

обратинся к след}mчей СНАУ:

|@l - 0,
L1a = 0,

lrtФ = 0

l'tTl+L|tal= 0 ,

fr la- 0.

lital+tIa+/.!|a-o,
f 2 Гс),0,

(8)

и т.д. Такип образо..i, в принципе получа€rl aозноrность последоrательно оalредс-

лять все рс!rенпя СНАУ (6), не 9анинаясь специэльно поr.скоll .{ачаль|.uх приблиrе-

ний к,нrш. Кажднй ш€tг алгорит.iа поgaолrст исклDчить одно реrrение систс...ч, но

с Kallяul.i цЁгон вспо}rогательhuе систеriu (7) , (8) , . . . прининаот эсс болсе

слоtхнuй вид. для того что&t исходна, сндУ бuле рсlrснr ! целФt, HyI.{o инеть a

распоряпенuи qDФектпвншй.нетод вччисления "чэстrrого" рqлени, сколь уrод}rо

слолrой СНАУ.

Если левче части исходной СНАУ (6) - дсйстrитGльl+.е х.*гочлснr. и она ихе-

ет только действrrтельнUе рещения, то это зaтруднснric преодолсaа€тся просто. В

это..r случае виесто (7), (8), . . . Horнo рэGсr.этрхсатDrнапр..неDrтакис СШУ:

о

q

fola)- 0 , |oPl=Or...,
в котоDtх чисrrо уравнений остаетс, прGrниr..

3. Считае узлr кубатур}.ой ФоD.lуrч (2) исrсстнul, paccнoтDxн aoatDoc o au-

числснии ес коэ{OОицхснтов. Пусть Р4 - Iл}lt*Йtooo пDоGтранстaо дсйGтarтGлD.flх

алгебрgичсск;х нногочленов |(с,!t !r*.* н; .rэ d r_t-dhlР7-(d+t)ldVl/z,

t.!g.Y|,!r(r,Y' rgiByl , Фuс Р4 (нэпрrrrrср, однФ|ле,u

'Lyi, 
0,i>0, i+j<d , Ii:,*Hlflc пDor,t,oTbrri обрrrq), YciЁrrrl ал-

гсбрБическЬй точности Фор.уr.l (2) пDиrодят к Gхсто.G лйнэйlчх "n."6r".a"*Tlq



0пределение коэlDФициентов кубатурной Форr.rуrч непосредственно из систенч (9)

часто затрудняется тем, что линейнuе систе..rч типа (9), как правило, плохо

обусловлену. Поэтоlrу при Фактическо..r построении кубатурнUх фориул стараDтся

избегать таких систелr и приненяот специальнь.е прие..iч мя вUчисления коэФФи-

циентов, учитUваооlие те или инче особенности кубатурной Фор..уrlн.

Напринер, мя кубатурной Форr.|уrъ. эида (2), инеооlей алгебраическ}Ф сте-
пень точ}lости d-2S и iаииеньщее во9нопное чисrю у9rlоэ V-$+IХS+а/Z ,

коэiDФициентъ. ..iопно вUчислить по Оорr.ула, f5]:

(1о)

а

Z'r, Р* (cl,,!il - Xtgrt, к-/,2,, . .,tr

[i[r,yl: !,"i,Y' :
L;lti,!i)

lf,M,,l'",\
det \g,ru , ,ва f 

tчу)

7 to,,y)

где JBryl, якобиан иногочленов {rr , y|,!,r||ll
,юхениях

f - f ''''r. (, - ,) + {Оrr. tу - !l),

з - 9rr". (с -аr) + ?О,".(у - !i,| ,

уравнений для ее коэФФициентов

(9)

- иногочленч в раз-

7

\a

Kll tсr, lr; cr, ll ) , i-l,!, . , . ,! ,

r,ГДе Kr@,!il,?) -АФrtа,!t.фi({,2l;

tР,Уl,ФrrаРr,.. rф, ВУ' , ортонор,rированнчй базис пространства

Ps , нilАеленного скалярнчн произведени 
"" 

(р,/ )- I t р, gt) l Фор{уш
(:|о) являотся обобцениен rrзэестнь.х Форl.|ул для ксэ{DФициентов *вадраrур fб с.
бl:I и доставляот устойчиэчЙ нетод вччисления коэ9qициентов Q

Ilля коэtDФициентов кубатурной Фор4уль. (2) гауссова типа также }rox(Ho ука-
ЗаТь ПРОСТuС эчражения, аналогичнUе извест}ъ.r,i в одно}.ернон случае и позволяD-

цие авто.,rатизировать процесс их вччисления.
, В соотвстст9ии с (4) мя i=1,2,, . ,16 построин }rногочленч

Ci-

f

,

12о

(11)



на вьaбор которчх накладr.ваен единственное огран}lчение:

.:}

dчf'iu, dч у!,"< ý-/,

Ёногочлен lrb,yt удовлетворяет следlоцин усrкrвиян: .

[ilt1,y1) -t,i, drуlr. еs-z.
Приниr.rая вQ внпнание (12) и степень точности кубатурной Форlулu

дим значенrя ее коэФФициентов

не зависят от вчбора нногочленов Y9iil, ,ti'it в разло-

ti- t (l) -

0тнетин, "rо Q
пенrях (11) . Действэrтельно,

3 с нно*}rтелян" rУ'О, tr

пусть инеDтся другие изобрахения (11l мя /ti'i' . Для соответствуOцего itногочленii { ra|'

i-|, 1,..,6.

(12)

(2), нахо-

(1з)

( 14)

с учетоll леr.rr.ru 2 получаеи 4- lrrpr.f +фl.g , ,о" dе!Рi,ф9;*S-е

tучитчвае..{ ограничение на степени f0't' ,7tiJt ). Используя ортогональ-
ностьrrногочленов l " r ,нilходиr..

Х tI,1 - !{1,1 + 1 ч, 9)+ ! t у, фi)- !ё;).

3амечания. 1) Если нногочленч /taYl й !@r!) ортогональнч лиO!ь к

многочленан 
"" Р*, , то существует кубатурная Фориула вида (2), ииеO|цаl

степень точности (2s-2' (сн. [7] 1. Вчражения (13) остартся справедлиёuни
и ;ия ее коэФФициентов.

2) пусть (a,6l,p,dlrR' , Kr(a,lic,d)-0,

l r*,!1-Кr(с,уiq!), g(цу)- Кr{r,у;с,d ),

Тогда эФФективrшй способ построения интерполяционнчх к56атур}ъ|х Форilул дос-
тавляет (сн. til ) следупцаi

Теорена 2. Ecrtu лноеоtut""о {ц,rу1 ,?@rу) uлеw|l llрчно О- 52 М-
llr)з, ,сонечнrЕ u поfарно wзrач,йа нцей (ti,!i), i-lr2,,,.rб , па dм uH-
|leewJul 0l сацеспвуап tсуfuпарная фраца

!(г) е А.F ь,А+ 6. FG,d) *2 r,. F (с;,!r ),
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|ллаQря алеебрNесrсуlrо апеfaено ,ttочноач 2 S , fлрлчем

А - К;' @,l , o,1) , 6- к;' b,di c,d ) .

В этоl случае такпе ноil}lО использовсtть способ вччисления коэФФициентов

кубатурноЙ ФорйулU, 1,1здg;qннчЙ в п.3.

3аФиксировав произвольное i , Nr^ чзла (а,rу,), 
"ого"ле"ов f ч

?
щ L;< ts

построи..r

rочлена, получаеfi

откуда кlходи..i вчрапения мr коэФФициентоа С;

l(li): A,Li@,h+E./,, G,dl+Cr,l;(c;, уб ),

('i: (! (Lil-Lib,{), Klt ta,l;a,lrtr; o,drK|rad;adl)f f ra,,yrl,

7 - "**r"" ""oro.n.*. / " 9где
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