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вЕсOвыЕ куБАтурныЕ ФOрнуJlы, сOOтвЕтствуl0lциЕ

интЕрпOляциOнным 0пЕрдтOрдм с пOгрдничнын слOЕм

В.И. Половинкин ( Красноярск )

!

С.Л. Соболев f t] опр"д"пил кубатурные Форl.tулы с регулярны}r пограничныrl

;лое}.. Последовательности их Функционалов образуlот последовательности Функ-

ционалов с регулярны},r пограничныt{ слоеrl (сокращенно ПФСРПС) . С помоlцью пос-

ледних была peuleHa проблема построения Jсимптотически оптимальных решетча]ых

последовательностей кубатурных Форirул в пространствах t iCC^), L! ia) .

Исследования, относяциеся к данной проблеме для пространrr. L: (Q),
L: Ё.) , подробно изложены 

" [Zl. В [3l Oon,, определены последовательнос-

ти Функционалов с погоаничнUн слоем (ПФСПС) , используя которые удалось ре-
шить задачу Гr,,S] о построении последовательностей речrетчатых кубатурнuх Фор-
l.tул, асиttптотически опти!tальнь.х в пространст."^ L! t{J), L! tEn)
при произвольных рс цl,пJ.

для решения задачи о построении аси..rптотически олтиr.tальнuх реuJетчатых

последовательностей весовых кубатурных Фор..{ул . L: (!?) , L: (Еr), 
_.

Р|п> п, р€ (/,оо ), с весовой функцией ? n" L9Р ),7J(/-tr[:
были введены [6] посr,едовательнс.сти iсемейства) интерполяционных операторов с

регулярны}r погранич}{ым слоем (Пll0СРПС) и.последовательности интерполяционных

операторов с пограничныr.1 слоеr.r (ПИОСПС) [, 7] , Knac. ПИOСПС вклlочает в себя

как подкласс совокупность П}l0СmС. Oпределения ПИOСРПС и Лll0СПС сходны с опре,

деленияl,tи ПФСРПС и ПФСflС. В [7] (c}r. также f8]1 Оыло установлено, что для лr],

бых p€i,lroo1 n 9€L q62) существует ПИОСПС такая, что последовательность

кубатурных Фор,.lул 1{ 
nl , Функционалаr<и ошибок:

h
|f oda(t',i) :\ ?b)v-1

d
l1l

lOj



а -..йптотически о|lтималсн " " ::' ,5:;t, L; (Е n '\ 
.

В настоящей статье допаэirвается Teopel.ta, которая дает аси}.rптотическое

эырах(ение il
лh.гАе {, '

ряженное к

пиOсРпс, эта

аналоrом для

ПО, теоре"а

0^q с"ф

{u l , п* rnt при стре}rлении llrага реlUетки h * 0 ,

qrr*ffir";,,';l,да tl) , L:* (!?) - пространство, соп-

LiCl\, t/^} - пиоспс. 8 случае, когда \1') -

Teope..ia приводилась 
" ГS]. Результат настоящей работы является

Becoвux кубатурнчх Форr.iул основнь.х результатов Е], теореиа 2J и

на с. Ц8]l.

р-

а

!

l

06означения. Пусть

ограниченная область в До

/z' -}iepнoe евклидово пространство;

fl!),гра"пца Q ; G:

|'el;

F'п
;

-{tq,,,,,Iп,\ i 0 < I,,.,,,Co. ll ;

/п - натуральное число, m> Пl2 ; R - ..tнox(ecтBo целочисленнь.х векто-

ровиз Ео, h- полох(ительннйпараr.rетр;если lеR ,То
лh l larl:tr:*=ny
8(lb,x):{2 п QI, Вh-W, t, R, rпеъQ (h,y)>ol;

+/rl ,

m
L - нно,(ество Функциоhалов, определенных на .{ногочленах степени не вцле

ными порядка п , которuе квадратично aу"*"ру""" " М
гильбертово пространство, индуцированное билинейной формой

m и равнчх на них 0.

Пусть М - oBn".r" " fn . Через W: W) обозначим..rнохестr

во Функций, задаr"r," в М п'Ъбп"о"*", в ней всени обобщенньm,rи производ-

r а через L: (м)-

". w; (м):'

tg,9 ) :
п

i^-l 0'r, 0'j^ 0"i, l'l^\Ё
) i,,t

do,

Если {, W ! tM) -представител" Fе ti ttll
[eLi- iM) , ," (|,f) будет обозначать ( l,F

Предлолохtим, "rо 
j) может быть представлена в

ного числа областей Q,, , ,, rQ* , причем эти
тельно некоторых lларов S,C Q,, . , . , J* g Q* '

0пределение | . Последовательность операторов

. Функционал

виде объединения конеч-

обмсти звезднч относи-

1J'},

1с4

,rhf) t,l = }r_! try ) 2| @,
|tycQ



?; - чекотоDые функции, наэчвается пиоспс . !7 , е.лп tr прсд,f'дс

с,гdвirtjiы в виде

хh=2 J,,',
l€Въ l

|'Blr, - операторы, определGннllе над неп9ерьlвны,,rи . аry"lГде ./,l ,
lp

Функция,.rи Г
а) есllи

ll такие, что

/ - "*oao"n"H 
степени нппе |Т! , то

Vfrl(J):
f tnl при се а (h, t)i
0 при {|€ !?у0 (/,,N)l

б') суцествуютпостоаннltе ц , с>0
,r"*un" g|n ?р ,рЁ(i ,|еДъ

ныв

вне

а иравныо.QЧ(lъ,l),9р
0 , ц Аля всех fr€Ьс' справедливо

$ l),rl -7.,{ (h.y+/1,o)x,!oirl ,u р,!
lL

?t,p

, конечносннонёсtЕо РС R,
, причё,.t 

? f, р определе-

опрёдвлзнч 
' 

Ео и раlнч 0

рип l'Въ , у которых расстояние от

@l<M,

Щ оо 0{2 больtлэ сh
/L

f 1,o
(r) :?рlо/ъ'|-У),

V'! -пиоспс , F,?pnpeF;0пределение 2. Если i нскоторuе

}rножество и Функции, соответствуп|lие ей в опредслвнии l, то Функционал t

(l,il: jИ," -|rlwutaildr

называется сопутствуlоци..r Функционалоlr (сокраценно СФ) |X'l ,

3амечанrrе. ПИОСРПС, pacc..loTpeнr"" 
" f6,7]] - это ПИOСПС, у *оrорr,, СФ

принадлех(ат L^
Пусть ! - некоторое полохительное числоr вектор У- (|rr,,, , |о)е R

1о5





нентани,

Tegper.ra . 'Ifucao 
t

каsOрdrччно aул}аrwetgl в

orla!|

/- arr*u"", то буден обозначать

!h
а

] ^ IWФIX, t - "" СО,

f,h ^ a^ron otpta l1l ,
f, 

, Фчнtсtаlя r,

/2 ' фунtа4l-

(2l

(з)

{J'! , Функ-

ос/=оrl ! .,. *о!, lct=o,r*.,.|nn, an- (r,,..,,qЁоi:.. 
"|",

I2ol
а

Ъh' 

P*otll),,;
n 

ц- аГ |r 21'r;-,о! 
ni 1 g|'r,

(ю,d)
B'1")dc

ос I

ТоеОа tlptl |ь 
- 

0 qlpBedlalBo

rt
h

ц,ия

Доказательство. Пусть последовательность операторов

3 ,Функци9нал" lhrtrpq
Если число t>0 , то чере{

удовлетворяот условиян теоренч.

фt будеи обозначать нножество

Функций из L, (Q) , равнuх нуло в некоторой окрестности 0gl и пос-
тояннЕх 

"*",,,дi" аtrпХ), le|a . Полоlltин ф=J!^фС,
Установиrt вначале-r"ооЬ", "i" gе Ф, Т>0

Пусть при Heкoтopo,.i Т >0 {у.*цr" Оеф . Тогда существурт векто-

оы |(|),,,,,Уб е .81 
" 

r"y", "r"ПQfiцС !?, i=/,,,.,ý-
=r:J, ?=0 _ " Р- ДОir, ипостояннавкаlхдон
лL sLstу,,lr,.,,rЦltil. 06означинчсрез С; значения 3 э

пt . 
-lJ 1il , L-l,S- 

построин в ка,.(до,,r a|ur. ... , Q|rr, ПФОСПС с СФ t , кото-

рче обозначи^ li ,i =Г5 , и полоt(и1,1

1о?

a



,L

Так как 9еф 
- 

, то она ограничена. flоэтоr.rу ..rетодолr "з Lll] r пDи-

ненявшиrlся тан дrlя оценки порядка сходиности кубатурнuх rDорнул, }1ожно устано-
вить, что прh h*0

l l" - lr|r:-",- о(h^

s

{r: 
u2,r, 

l,

bi tal"|уi:,

с
0

3

i-|
+Ilh

{4)

(5)

(6)

(7)

,0

)

Если обмсть М С Q , то чере9 ii 
'n,n' 

буден обозначать

эахкнутое подпростран rr.о Lf, ({?) , индуцированное Функция "" ""Wо'(Q),
равнчr4и нуrD в некоторой окрест}юсти а!2 , в области Д/ . Положии также

н:,' а|,,, ,d|J-

Иэ (5), (0) и (6) следует, что арч fy-g

h

l [, L;- ,о;,,,о,* 
о (h') ,

lt') - ftФIЕ в

W m* l

Oqеюrн r (7) rначrлс слагаенuе

е

,L
({?)

t

н:"*
2

2

I t;l iy* cofu,,a1, i=/T .

ВФорrtулировкеидока9ательGтэелс}il4u'следУощейнипе,бУденпредполir.

гaть, что грaницI rcex расёнатр.rlаешaх областей, ," р"""" ? l , кусочi{о,

глаАкие.

Лоii. . Еслl Mrtaow ll wпсооа, чпо МСQ ,

М l |пQiрl h-0 u|еqпr!ео|lо

t

1о8

frд t
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|Дi *ш м)'Ъ h^ + о (ъ' ) ,

ш



Q,f ) 
:\ l оrа, - ,?r 

r, { trl , f -, /,'-' (s)

е

( /t ^ конечное noA",ro*""r"" R, Cz ) Z е Fl , - постоrннчс), то слсст-
вует константа Кр такаа, что мя пбчх обмст2О_Or, 4 rOlCQC Q,
д| + л2 , bu,n, " 31,Ю2 {[:1,1t: I ', co'j ло" ui-, Ъ
внп9лнrется

tl: -l! lr:-,Q) < Кп/о^пеъ(9rrо,), (9)

пусть область М такова, что ЙС g? , |t'I . ФOСпG в Д/ ,

l - r' leh! . Вчберем некоторчй Ф),нкчионал р вида (8}.

Из (9} следует, что суцествует постоlнная К>0 , обладаоцая с4ед1m-

цип свойствоr,i: если область Мё такова, "rо ffCl"fr?Q, I! '
*llnr]M, ссФt,,Lр^), l.rll -поGрпGвУ/ "Мес сФ Р , т9 при ралu* h спраэедливо

t,!-{ol'
!

lL
оJ0 р Li'(g < К/ъ^mь (Мrr М ).

Доказательстэо. Используя }rстод верх}их оЦенок Hop}i Оункционалоa и9

Et], ,о*"о показать, что если .;0- Фчнкчионал

(1о)

так, что

(11)

(12)

1о9

M!-tl h

9ададtlll прои,звоftr,q 8 }0 Вчберен область м,
FГСМч с 12 l|

mъ(Мо,,М)* # ,

где (-*grur"rTalз(tQ).Постр9хц. Ме ll00GПСсСо l ,,/||, Мь ПОСРПС И'J ., LrlI с oAnнaкo.ror со. п9 (l0) и(lt) слсду-

ст, чт9 прU нэлuт lL инеет несто

*lфlLlt h ё .п
< vltl 0 iУtм,я t{tл



и аналогично

Так как

Е lтри налчх

мя таких lL

* 9h"qF! -р^ 1l 3)

( 14)

i;-tM,яl

l ['-"о' I 

i;*,u,o,u l th- ( l 

ir,* [r,n, 
*

+ l( -rt| ir,r,n, * | Р!-Р'I i;-,r,n,

""",::I. 
Пr!- l!| i:-,r,Q)- 0h,

1{

, то из (!2) и (t3)

lt
-р i;- t,t,o)

-l , l17

< o2'lt,|L

В tl2fбчло покаgано, что дrlя всех пФсРпс

вчполняется
|pnI М npn l*0

и i;*tM,эl
- Иi 

^ь 
M)|'lr^ (t+o lll),

h
I

В частности, (t5) верно п дr|F

При налчх lL полyчасri

{л'} иа (t3) и (tt). Сравнкэаl (iQ) с (l5) ,

( 15)

(16)

Так как Р)@ а (!6} .произвольноr то пё}.нii дока9.на.

l|l' l ,,- ,м,Q) Ui пw йО' h" |" 0/о^ ,

a

11о

Полагаtr М= Qf.пr, d:/,T, к учктtlaal, чт? дri paccнaтPliaaeF

в



ной нани , инеет несто

2
ý:2сfrо=

l-|

ý

Z ,i rпЬ{)fti,,,IrI
L2\Q)

l

получае..r из леннU, что

Так как tPlraиэ tJ ,тоиз

Ё, ; l l ; l'i :-@ir,,!)) 
= n, fr,rДi U r о ( л), ( 17)

( 18)

Руден оценивать первое слагае..iое правой части (7)

Если /У/ - "е*оrорая 
обмсть " Еп , то через

чат} ФункчионалU
Pn будеrr обозна-

(рr,/)-а

l[" l H{*tMl - о( /r^ ) .

Аналиsируя доказательство (l8) пз [9] и учитuвая р,езультатu f,3.1 ,

диться, что Фор}iула (t8) остается справедливоЙ и для произвольнь.х

сСФ"э La

Ь-t;} " Of,i,,,!-/,T,
ij8) ""reia.T, что ip" fr--P инеет

U tol, cn )

&! \r
м

Полоlltин Pi- h^ р о|,r, , i-iТ, , ,
Последователь нос

ofti,l , ,, ,о" .1fii'*u'o""no" ,V;J 
, i-Iý, являотся поспс

' i'гэ] no*".""o,- что если {ft - n rrni- в некоторой абласт" /|,l ,

i;tMl= iYtM,M) , н2^(м)- L:w) о l: (л,| ) , то при

lъ-0 справедливо

HolrHo убе-

|со J

являоtся ПФСпС с со

}lecTo

|il - Цt r{-,о|ч,)- 
o(l'^ )'

( 19)

:l1,1



Из результаТо" flз.] (crq. также f2]), оr"о""0lихся К полигарriоническоilу уравне-
нио

А'ц = 0,

следует, что совокупность представителей элеr.ентов Нr^''

жecтBorir функций из W{ tПl , удовлетворяшlих в

ýЁ

У,о i",
уравненио (2О) , а совокупность представителей некотороrо

н: @;,L,) , i= гт,

есть }rнопество Функций и3

W! В|,,,.),

удовлетворяоlцих (20) в соответств},uцем кубе

a'L
!/ ",,, ,

i! lal

[оэтону следч представителей эле}rентов

(ю)

н:,' {?fti,l'

является ино-

на i:Г},
- представители элеиентов

вчтекает

Hi toi,,,) .

0тсода, иэ (l9) и неравенств

nl|щ@tu1,,) * ||lr:to) non !cw!@)
,

lP;- t;t

112

Нm,3* -о(|ъ^) no, h*0. (21)



Для Функции ? @ , рассr.tатриваеной нани, Функчионал 7О,
(2) удовлетворяет равенству 

s

Из (21),(4) ,, (2D прч lъ- 0 иr.tее..{

вида

Следовательна, (23) равносильно Toliiy, что

(f,n,",| ) -

H",ir* -'^nf?|r;- о(/+ 
о(il) no" l,-0,

Q) --> Q прч | -Q , l''", Функционалч,

(22)

(2з)

равен нуrю на lDбчх представи-

(24)

i
Ръ

lПL Sl
fu Рg- д',

Так кЬк

телях эле..rентов

llh l rr,r* - l,^ npr\r,,r* (/ +о И),

tr'ф' , то Функцио ""n ??

i;tоf;, i=Б.

ltl

ilпtr1- yll,

Из1241 .1171 и171.при 0ефТ вчтекает(J).
Теорема l .пз [7] 1.rl rа**е L8_J)уrэер*дает, что суцествует постоянная

К > о , .""n"r*"" только от \t^ j, ;а тбкеi' что при rrэбой

У е L, @ ) для Функчио ""*Z 1tih1 зиАа ( l ) rчполнястся

lrn <к!о[ /,а
"L{*ra<K !?no.,o,h-, (25)

Пусть Urrrrl' - произволь}€ ^,[gtrJ! СФ ч

l
а

Имеен

fl Wltotv - I'Д@)dс,

113



гдё

0тсrода ч из (25l следует, что с)дlествует Т > 0 такое, что

r[- rol- | {О'О lLл* 
@)| ,

J.- l[ [n,'l t:-a- /o'Epg,,.|fry-rf |уъl!i,'о,ЦJtt,

Ц= lr' l(l,p х wэ 
\2 

;- rf 
t F бПi,r,

x,:ln{ 
h 

I

Ё {'иt:"iltt;ft

3ададин произвольно число Е70 . Из теорем влох(ения мя пространств типа
..пW, в пространство LBQ) и нера9енства Буняковского вчтекает, что

при Т*0 и..tеетнесто

||ptor-hntr-,p)- 0,

t,, !, = 3'' оh^, (27)

(28)

3абиксируем данное fr
Форнула (3) уже доказана ,lля весовчх Функций ," ф , в частности,

для 3Lr1 , соответствуп!lих. I,, t, иэ (27| . Поэтону при малчх

lL ""nonr""r." I, < eh'Т-| . 0тсода , из (27l и (26) находин, что

hпри налUх инеет несто J

D

|l[h lr"-,п,-1'Прlt;ъf l! ttoi,,,o)r|= еl',
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