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приБлиtЕннOЕ иl{тЕгрирOвАниЕ оункциR,

пЕриOrlичЕских п0 нЕкOтOршн пЕрЕнЕнншн

}l.B. Носков ( Красноярск )

Исследуотся весовuе кубатурнуе Фор..tулu в пространствах Функций, периоди-

ческих по группе переr.еннчх, и расснатрrваотся }rетодu построения Becoaux lDop-

ii)rл, в тон числе Фор..iул, образушtих асинптотически оптиr.rальнUе последоaатель-

ности. К рассмотрениD интеrралов от таких Функчий приводит 3адача об интег-

рировании по поверхности цилиндра. Построение кубатурнчх Форнул с постоянн$r

Beco,.r в этих пространствах бчло приведено в ft]. Изучая aесоaой случай, a

настояцей работе ньa используе.q понятие последоватGльностей интерполiцион}rtх

операторов с пограничньшl, ( регулярнь.}r пограничншr) слое, [Z] и нетод дGкар-

товь.х произведсний f3_1. Последовательности Функционалов поrрещностей постро-
еннuх K}.6aTypHUx Форr{ул являотся асииптотически оптииальнчriи для укаэаннUх
пространств в кпассе всех решетчатuх кубатурнuх Форнул. В целоr,r работа при-

надлежит к направлениtо, разработаннону С.Л. Соболевur [r,] , и пDодолжает ис-
следования, начатuе в [t,5].

ýl. 06означения. 0пределения

Пусть Е* - ( -нерное евклидово пространство, R
лочисленных векторов из Е* Если М , N - ннопества , 'о M9N
их декартово проиэведение, а dWrN) - р"."Й""""л}rежду нно,*ествани. Если

ti=(gi,,,,,0o",), i-lr,,,,j,: u"*roo, n" Eýi , ,о (al,,,,,,lt2:
=(о!r,,,,,с!,,0| n',o,,rai,,,,,,"!,) .Далее, з,Р - обпа.r" "з Е, , 0р ,
граница Qо ial,i) -rЬра*теристическаяФункция Q .в ленrrе3 ч

Teoper.rax из ý 3 области предполагаотся звезднчilи относительно HeKoтo9ux |ла-

ров, содерх(аulихся в них. Oбсуr*дение условий на границе обмсти, rlля Ko?opux

результатu остаотся верныl.tи, приведенч " t6, Д.
Пусть Q=tS= (C,,,,,rIr), 0<Ir,,.,..t*J,K- нернuй сдиничнчй кф;

о,^ -[с, о- hl*Ц,уrС!, |еR*; а;Р)-ОпQ|;

к

t

- .4нохество це_
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В/,@) - {/ , l, R', пеъOrh @) > 0!;

Dh@)={J, leR', hyeI2l;

Рr9rfu_- числа, ре (|, *), ?- р (p-|)-l , rп _ натуральное;

L'; @), нножество функций, обладашlих су}.irirируе.{uни в степени Р
а' обобценнчми производнuн,и порялха lП ,

еслп |@)et"[ @) , то полунорна

*
в

-,
а^{

,,де оС=(О(1, ., dл ), n!= */.,*r| pFo,,+... + пл, l:;' - аф..0аi'

W\r;,о,: L\ ,/,Х (*IГ' (!i,Y'оd!П,

операmороIyl на

,,.," ,у* "" Д
Пусть

Q,Q, с уэлаr.rи интерполирования из }rножеств Ft, l z

гдс р - конечное множество точек из

но

^€, о, ":nn P*@l - су1..л,ируенu" "" Q Функции, рав-

Q : Q, @ !?2 ,4 ,t, - интерполяционнче операторн на

Е* , назь.вается uнmерпаляuуоннаt4

соответствен-

удовлетворяет равенству

(t{)o:2
ъеll

P"Фl{ tzQ,

0 п р ед е л е н и е 2 . Деlсаwовwt праlэв eOeHue1.1 интерполяционнчх опера торов

l, n !, назчвается оператор t "" Q :

Iде t€{2t , lrQr , Рr?u,,fur> <al|>

(tl).n,y, =аl,?пr,Р.r,^r<с,у> | <fu,,Ъr> ,

P^@ldл \ о,
'Q"зfulrЪ2)

(а,y>dod,y J )ф

Аля всех ( L,, fua ) е Р - !, @ //r,

\)л. у

8l,

0пределение 3 Если Рrъ,,ъrr<а,у>- Ф) 
. P"rtyl дhя всех



<хr rх2> е р, rc J назовен просlал OelcaplttoBM праlзвеоенuеt_l.

для обозначени, декартова произведения интерполяционнчх операторов буден

пользоваться синволо.!i О : JrO J,
0пределение Ц. Последовательность интерполяционнчх операторов

[rО} , hcH=V,hr,...J , u !2 наэuвается поqlеоовqпельнос7пDюр'но-

лерно р,сrlреOеленнаа urlперпомшлонlrаа оraерФlоро€, если

хh=2 t:, (1)

lевhцil .

dlLгде 
'! 

. интерполяционнý.е операторь., определеннь.е на непрерчвнчх Функци-

ях со следушlини условияни:

а) (!rh tл"l)ю) - L а|е,(о).аф

np,n lсrl 1п l Q<-oi', , oI* l

", W! | )pl : Zrf thx +hр) 
ф,, ol,

где 
7,./ - конеч"о" "rо*тr: :, R* , 9|,о t Ol - определенн ". " 

Q
Функции, равнь.е нуло вне Цl |tll ;

" 
l?ip@'l|< М, Р| , no.ro^H'oe число.

0пределение ý LZJ. Послеаовательность равноr4Gрно распределеннýх
операторов назцэается поqеOовапелDносlлльrо ur{reщoвtalotroл., оперпоров с
поеwнччr|аlq aloeJ4, есlй

г) с)ществуот число С > О

n"rrr" " f' , paBHbJe ,у- 
""" Р

и Функциl, to@), РеР
, r такие, что

r опреде-

при

?|,rwl -цo(f - l) , ae.Q|

se|;@) " d(ц,Og)>сh.

0пределение 6. Есл" [ !'! , р, ?р(С), РС Р , - соот.етст.ен-
но последовательность, нножество и Функции из определений JrЦ, то интерполя-

ционнý.й *aр"rор ./ :

(t|)tol -Pr?r{rl{tFl,
назuвается сопупалlвуацд| oflep,|lopor.l пoateOoBoettoro-- {Х^ J
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0преДеление 7 [Z,B]. Последовательность интерполяционнчх операторов
с пограничнь.r.r слоеr.t назь.вается послеOовФпелDноспо|о uнперпомl41лоннd, оперпо-
роо с рееуцврнd}l поеwнuчнd.рl слоел, есOм ее сопутствупций интерполяционншй

оператор восстанавливает }tногочлены степени не выше /z :

(t@"l)@l : Фn.i (О), lо(l < rп.a!el

(J: il@) : 
Po^,o,,P!t,@{ 

tst,hl,

р ! rl | il :,?o,"!!,,ty) 
{ t l,hl,

(lh |)rt,у, jЭr,о,Р| . с,уr{ tx hl ,

, 
^" l:1lt,lr, , Pf , с,!) = r|r,Bl,r!,r,tyl.

заметин, что Лrtl2)= D lr(Q,) @ Dh(a2)

ý 2. Декартовч произведения интерполяционнuх операторов

Из определения 2 следует, что декартово проиэведение интерполяционнuх

олераторов, вообце говоря, некоr.tнутативное и определено с точностьD до Функ-

ций Р<с,ц> , мя которuх,d

(2)

Принимая веэде далее равенство ФункциЙ как равенство "почти всоду", за-
}.eTl,{H, что ,.rножеств " (Х, О 1r) О 1, совпадает с r.r'oжec'Bo.,r операторов

t, о (Х2о Ц),
Леяма 1. Пусrпо lX:) " Prrl- поqtеОовапеtlDнос'ап uнперflапяцuоннаr

опеwпоров 
" 

поr*"чuЙ'.iол io'i, , !?, соqпвqпсmвенно ч l|h.I - -r
леdовопе.llоноспё fФос7м8 OeKapltoBat праrэ""Ь"*чй lh onn*rooo"' r!' " l!
Тоеёа tr^J - послеdовапеttDнос'по uнrперпоllяt)доннаt опеwпюров с поеwнччнdful

cloeJ,1.

Доказа телбство. Полоrкин

Il '."у 
>dcd,y -0,

а

(3)

(4)

удовлетворiет Bce,.t требованияr,r определения ll.

Пусть
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J: dL
'r,l,

_S-А
lieBrtop

i=1,2 i

U,|l, { ) ld - 
oZ ,f 

(hу+ lр,) ?i, р, 
(") 

;

0r?,,{ ) tл : 2 
r,f 

(h 
/. + hп) з|2,*t у l ,

t - noorroe декартово произведение фР<Р,,Рr>,| -lt@ lJz , и

нL

'r, l,Fде

, U; l) <с,у > :r?, 
r!,o< цу >{ ftx + rp)

,iо.t,!):?!,,о,{о),7f,,р"(| ). tsl

Покажен справедливость (l ). 0чевидно, что }rножест." Вr(Q)=ПtrQОВrQ\
Полоlltин < hX, + h,p, , hlrr /rрr) = ' h4, hdr' Тогда а

lё-ц t}.-l.РIо,@' ?i,o,(y) -

i}r1,3!'u'", ъt1-4|!,,о,{уl- 
P|u pl l!q tyl'

rде {a/"l , Р,!r,
увидеть, что, напринер,

ъ1, + h7э,: lъdt

(/) - Функции иэ (3), ( l'), Действительно, легко

Ё|6, irl состоит из таких !i,o,@ , что

. Поэтоr.rу

l' Bt @)
{tР rс,{) :

<!t,!a>eBl(Q) <h.h>e/JI i,p,{d 9tr,or(t) *

* | tt. l,,Nr> 
+ L. Р,,Рrr) -.?,цrсDrUZ) оъ' 1,1, io) ,

- Р!r, Q {tLt,, hl,) : (J'{) < r,| >,
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Из (5)следует вuполни..lость условий tt"rr,l'ýl',"в||r"г" определений 3,Ц.

ножно показать, что справедлиэость леir..rч l сохраняется, если последова-

тельFlости в ее Форiiулировке считать последовательностяни интерполяционнчх

операторов с регулярнчr.r пограничны.,. слоем.

Неоднозначность построения декартова произведения интерполяционнчх опе-

раторов не суцественна для кубатурнчх Фор.,rул вида
t

\fro"" )t Щ)tdас,
,д. !=lrоlr1 

'rо 
следует из представл 

""n^ ! в виАе

rlf ) <с,у> = *?u, 
"?rrrP.n,,rrr<c,Y>* 

Рi.п'ц, <r,|)),

'^' 
'пi":r,',,Li?!'tкТ;:"Ж]l]""l]];"*ти операторо . "" !2 , рэз_

ло)fiи,.iчх в декартово произведение операторов из последовательностей paвHorlep-

но распределеннuх интерполяционнuх олераторов LI:I " tl:\ "" !21,

!?2

ф<g
Пусть

соответственно

K',xbrl! о|'К'=,Эr", h
к;, t

а

-S-А
l"Въ

dь

E)'l'

^! 
, 
'! ' t,,' 

!!,t,
тавляоцие операторов цо, t!'^" ,{].!;"!:i"",:*:I:Ц 

"о, ,"О"

,!>rLq@), Iet,! tЯl , !?сЕО, р,п>п.
l, n '{"- Функционалч вида

1[,,l) : ! 
r, g,л2 (t - l'Л < 4!>dody,

Ц,Л= li"./ r(f- К^!),ц!,drф и вьполнено

9
п[, l"-о.$-(Q)

где К> 0 не зависит от

l,|MeeT r.iecTo следуDlцая

Лелi}аа 2 . Hopla

LхU2)

" ф<r,у, , i:1,3,

<кldl
lL

/ъ (6)

-,

ll \ а.су ,(J'- Kh,f).",yrdnd,/lr;tal -о {h'),

3амечание. Условия леннu вь.полненн, напри..."о, 
""n" {/"}

ледователь ности paBнor.iepнo распределеннuх опера торов .
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Доказательство. Для ,юбой Функц"п а)<Ц!raL. (9) "з (6) иr.tее,r,r

l \ ' 
<t,у > (l ^- К' ,S) .",у, drф' ,;*,о, 

:

: l l Ь ."у, ({-K'f ) ,g,y>-rrc,N> (l-УЬ!)rц!rЪпdу :
я

: n t I q-tol.+ ll! trщ*tаl' К, l 

" r, u?)h',
где К снова не зависит о, ч)<а,u>л /Ъ

0бо9начим ""о." ф" ";;"";lg. функций, постояннuх в Kaxцo..r ar"tO),
гяе/е+@)i ф=!!^ф",

''"nl 
uloe ф " 'uO, ,о np" h, <t , h, делитель Т , инеен]

do< t,у> rYL К\|) < ay>dпdy =

do(c,!> 
lrrrrtф- 

K!,r)<c,y>dody -
do < Ц ! > 

l r},o, F rV io' цI'- ф,р",уtrf 
Иt*tР)dф :

\
$tol

Frb ;r< ау> - ?!r,ay]f ftx+tp) dоф = 0,

\
р
-l

а:l
а

-х
хеt Q)

Ct (7)

(8)

tlгде с; - з"а*еr"е tlo<ar{>
Функции, получаш|иеся э результа

пlLn Jz,l, , ПОЭтоr,rу разность

венству (2).

8ьберен r таким, чтобы

lLt - d.l /,rto)"'

* а! Bl, " 9!,р<с,!r,?!,rr",уr,7
те декартова проиэведения оператороa Jtll

3f, rr",Y r-?!,r'',У 2 ,oo"n","op"", Ъ-

яп^ а)о СФ вuполнялось

е>0.

Тогда из (7), (8) и равенства

\ at*y>(r L K',{)r",yrdd,,/ -)r-+u* yr(XL tлrпl>dлф +

*\ а,r, t, (l 
L К! У ) а, yr ф - \ 

r' -rо кс,у, (1 L к! {) rс,у > lф
ha

в9



получиrii

l l
а

d.",y, tlh- К f)rr,y > dodyilt!*tal',

lL
ппl <к oh

L9

Из произвольности t следует справедливость утверждения лемны 2.

ý3. Форrулш для интегрирования функций,

периодических по Hel<oтopш.r перененнuм

Пусть

. Kl а-,)о l (Q)

(;л |t;- Bl

Q.-E
' i=l

0,аР ,l, , о.ппr.ль Cl 1l,, , ,ag,

H=|/rj, Qr.Ео-' , Q= Q, Ф !?2 , d,lO clr!P,), u),(a)

считае.it периодически продол*енноО . !2, "" Е' , а)r(У ) eL, (!?r) ,

|€Qt , {, Q, , !-( t, , lr) , р= <Р,,Fr2 , | (Ь -
: ([+] , ... ,L%r7)ъ-', к' ,,'Q|,ъ,(Q): a2thl.

Обозначим через W!'' tЯl совокупность функций ", L! ta) , периодичес-

*"r.t) non"p"ri""r"" fri спериодо,t О;, i=lr,,,'rS . Норнирован-

ное пространство, индуциоо"Ь""о" ," W!'(lZl полунор}rой

|.l ,.л 1111 , обозначии ".о"" 'L!' { !2) . 06означин
ЦР l'ёl a1п' W; : w;,o (Gо) , г;- L;," (Gп)., 

h l
0пределение 8. Последовательность Функционало" |Р 1 ". L!* (8) ,

Фh,l):\o,of@)do -f,"cr^ { (/ty), (9)

где р - rrHoxecTвo целочисленнuх векторов, назuвается аа)!"tt?ла|цчесrа| оfйч-
tlalloHot7 " L: (Р) , если мя rюбой последовательности Функционало. Ir|l
того же вида справедливо

t
lL

Iр lp'I
-t

li* tяl }
>- l.

bZo

в f2]ао*аза,о существова "," . L! В l, i! tЯl
опти,,rальнчх Форrlул вида (9) мя РП > П
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В теоремах этого параграФа для построенных последовательностей Функцио-

налов доказываотся только оценки типа (10), а аси}tптотическая оптииальность

следует из их построения. 3аметим лиlль, что из неравенств

где

и аси..tптотической оптиr.rальности lr^J
асимптотическая оп.тиr.iальнос ть этой последова

пеhп

\!'lr;-,ог Ё h^ lilo| rr,n,U + о tt)'

L!,'*tp)
lt 
rtа)

(t+ о (tl\

А!-rр{ 
!r,ro" |f,fi!, /pl=o, l!||цrrcl:l}.

'cn

Irr |i;-,o,. l еh l 

L;,,*tяt* 
il еа l 

t !- tal

i; tаl "
тельности в

L! Bl следует
'l!'' rO , причеr..

при ъ * 0, (lo)

t

n. ,Qn ;

Р:2 йлч /Z- нечетное, РПL2 П i tr/ - конечное ,.iножество
'о talJ"'. интерполяционннй оператор на Cn вида

(J"'| )tnl :fr | pl gо ь),

'О. fp(C) 
. Оункции, определ"""r" ," ДО , tввнце нуло вне Gо

кие, что (!'^'tа"))tr)-t* i
flycTb

d^ t/] - \" , k) S; @)dg.

Пусть

лул trn}

- А; /L^ hl

sj to =й зоН- r) ; р=р,= ý

и та-

(с) для locl-< tп .
Gп

ai(о

Полоllии

Инеет иесто следупцая
a

Л е rq н а 3 . Послеdовапел о носпо fu HlцuoHalloB по е р ацно с7ллей ку futпур ны х фор -

9l

в



е-,{): [, @)|t
р

g,) dr
,7u4n," 

Гi { tlы

аа!,чtпа|ацеФсч oпп:lJ"laJlo,иt в Г! Bll .

3амечание l.,{"опество' В^tQ)
t

здесь ..totl(Ho определить так

В^@)= {/, l=(l,,,,,,lo)i lг0,1,...,а1 /r-'- /, i-t,,.,,пl ,

ъ
!оказательство. Пусть - последоваtельность интерполяционнчх

гlF)
операторов с регулярнъlrr пограничнчr.i слое}r и aI - ее сопутствупций опера-

I
тор. Тогда последовательность Функчионало" |Ph j

Ф',l )- | a(cl ({- l'{) @)da
р

асийптотически опти}iаль "" . Г! {а'1
интерполяционнчх операто*. {У/ } ,

р!il(с):.! _ Х /с
0еDпlQ) реl'

Ir] . Построиl.,t последовательность

d@ (| - J'f )@)dt,

l
и соответствушryп ей последовательность Функционалоэ

ht+Ф)!F(;

dd(f-I;l)

;e!,l ) : lа
Тогда последо."r"пr"о"r" {9|J асиr,tптотически оптинальна. В санои деле,

Х, irfio,t'I r ГД€

(y:t il(r) :а з(;- x)f thx+ t,p1,

" 
'^:rВ, ,^ 

r! , причеи для l таких, "rо dtly,OQ) >t/z,

a

Hh пh

'r,l='l
Kpole того, как показано " fZ] , ,норич Функционалов

92
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@dt



|е|,, , { )

" Ь!*lФ r,te'bme К l
lL "tl(ol .Пусть

d(hl,aя) < ch

- [ d@, (!- t!, rl @)dc

a!ol

^Ч' r-' gtl!"i."' 
х' 

^i !i! ",. 
" 
1 r"ЁiЪ,""' 

I
. Тогда

,h=р'- u! =,Эr*,,р|- r!,) -furtr!-е!,,t

" 
,о' tr r;*,o,=l ,fl;й- ,|l| q-cal* ЙrrО!-'|ttr,,;-,яl"

= 
*,'^,Fu^'^ 

,.urrta!e,l" 
К,h^ 

"Пrrrуrrо! 
(Ql)= О(|'^),

так как *rН a'j Bl + 0 nprfT,*/. 0тсодаи иэ неравенства

lpt t-lli <| lд1| l * Iрf l + izl ! следует асиirптотическая оп_

,r""Ьr"о"r, [е|}
Пользуясь периодичносr"о 6r"*l,"" /(.2) , отохдестви..r узлu, координать.

которчх отличаотся на числа, кратнче @r. , и полоlfiин F1 , хноuество у3-
лов, отождествл9ннuх , lh, ХСВr(ё)'--' 

;;.;;--iKГi :^"".ледовательность операторов, образованнчх из lI: \
при Taкor.r отождествлении. Покажен, что

(е',,| ) = l о@ (l- Kr f) k)dc ,

а
В саион деле,

k^,l' =j' @)| wldx - 

,4,r| tъi\ оь)р|h tcldt,

где

п!о:?u, 
fi_o.,9(;- 

l)

элеa.tента, то

Jаи*} tq,(:hn)dn 
= аr цl.

" l-€i,-q,, ie[{lJ . Т",о"

1t1)

( 12)

Если 1 состоит. из одного

Iаш Р| @dn -
n,f;" F7= t(;}
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е; {d-Р, 
й

приче..r r.rнoжecтBa 
t

индексов [Лgr} попарно не пересекаоr"^ " ,!,lngr\ 
= |

ьlп! @)do -\ ,",ý 
*ц4ч;!оt,

!л
л)do=

t

da:

\
а,

, rG-а)

.i

l,
а

: 
Ёld(d*ёr, зц,l:h

t h

, поэтойу

(1з)

, то иэ асиr.iпто-

ерждение леr,i!tч.тической *rr""n""o.r" [4
0пределение 9. Декарповw"t праlзвеОенuел куfuлцрнаа фрllул

-t)оп-Ё) ulfu-г;),

)"r 
r, ri, r,(?- Ц=,j' Ч7,

функций te!,ll-P^,l)
:I и иэ (l2) и (l]) следует утв

'r; ч,?оti\;-t
Так как для периодических

называется кубатурная ФоФ.iула

t lM

л\ З, 
(a)c),(pf <t,у>dлф 

"V, ,Z"or4/ 
( с1 ,| j ) ,

Q,@О2 
^,(S)0пределиrr оператор J'- , чисм 

'r:q], N,eB, (l2,) l АЛЯ

Е' " q аналогично оператору и числаl.i, построеннчи для леммы 3, и

положин Р=2 илч la - нечетно, рп>п.
Пмеет несто следушlая

Теорена 1 . ПоqлеOовопелоноспD фунlсшl,оналtов поераднос7ла 0еtса7повах

праtзв еOенuй lсубалgрнаr фрлал

\ a,r,l/t" ldx H,fl o,yt"tr, 
tr,r,,rr,у,ц*Ёе/,уi,

! * ,", I trldr о 
йrq,а! 

qlf Шх),

I а, tyl l tyld.y н

9ц
522

a"tyllh|)qldy,
t l lr)

D



еOе [у"}-
ПОеР.НuЧrtllt СЛОе1,1, аа)МаПq|аЦеСlСu ОПШJrv|!|Оrlа В

Доказательство. Пусть

поqлеОовапелоноdпо urперполяцлонrй, оfлеwпоров с peealвprarl

./ - 
"опrrarв]шций 

оператор последовательности

Х$' , построин операторч

0hf )ч

(х;"Ъ I ) wl :,), r о,(t 
- t,) f Шх,+ 1о.,,

k!I)rcl (r;,','il tat,

L!," ta

{I'rl . Испольsуя опер€-

)- Z' 
1rcDr(Q, ,f U,il a!tyl

уa

тор

:
Bh(л,)t,e

0тоlцестэляя узлч интерполяционного операто* К
тельстве лешrч ], получаен

h
, так l.е, как при дОка9а-

!h
п|,wl

Построин

K'l)t"l :*rйр,, 
У tЦ; r!, rcl,

) *'r,ц!) UhР).п,у>dtl,у -

\,* 
r ri, wl Ь \ a!,tyl d,Qldy, l t |, |,

d,d p!,@ldo- а!U),

иl.rеет вид, сходruй с (ll).
lrL , noo"roe Аекартово проиаведени" -"р"rоро. ,(

ъ
где

Расснотрин

l
52,

а;,

и

( L \ ) . с, у> -1,, 
оrЪ,, ь, ц2tя,, 

{ ( lt, - |,, ! r>) П} Ш а|, t у l,

l
Q2

а tуtФqф ? коэФФиц,rент Фор{ул}. (t4) при ,"n" 1,1,
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Докажеи асимптотическуо опти..rаль ность последовательности Функционалов

,

Пусть

tyl ]
пограничнu1.1 слоем с сопутств)лоцилr onepaтopor,r

i l = l d,и) d,tуllf- t' {7 r лу > dоdу,
а

{ - noo.roe декартово произведение операторов Х'"' n 1
- послеfrовательность интерполяционнuх операторов с регулярннн

(е
h

,,no""no" [0 f J

t, . Последовательность Функ-

|L

- Прос_

"" 0{?

t

le!,{ ) : l ,, @) l)2Q)Гl- {i].r,у,dсф
а

аси}tптотически оптимальн " . L!'' {Q) . Но on"o"ro* // " ?
тое декартово произведение k: " Х 

h - отличаDтся лиtць вбли

Поэтому, как и в лемlrе ], последовательность Функционало. |Zhj

(u',' 
' 

-Id, @) d,(p ГJ - х' l7.o'y>dcd,y

асинптотически оптинальн " . L!'U?) . Or"no" и из совпадения Функционалов

tъ 
^ 0h на Функциях ""-W!''{Q) "п"ду", утверждение TeoperrH 1.

Teoper,ra 2. Дм лфах р, rп l Рm? П , u бунпаu d Q) са-
lцес7lЕ,gмп аа)мOпqluче"r* оr*,,Ьь*" " /"!'' t{?l поqеОовапеttоносто) фунlа,цll-

оналов alolбotc ,lубФпу|рнас фрлцл, разllфll!йа в 0екарtюво rtpalзBeOeHue Форt"цл

вцfu

\ r,"* N /Ls,,.T,n,{ ftrl,)
h, l,€ ёh'5J,]

" l аQllrylф "\ atyl Ш^l)Qldу ,

о2 Q2

еОе [4'} - поqtфовапелDноа]lD u'лерлlоляцlоннil, оlле поров с поеранuчнчл4

Uhl
операторов_с пограничны}r слоей на а

. последовательность интерполяционных

такап, что последовательность Функци-
o,"no" [/i]

(lr,l ) =
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асиa.tптотически оптииальна в

ностей доказано в f2]
на нножестве

построи...r интерполяционнчй оператор

Пусть

е

(' 
nul ) . цу' = 

&rr,, tl!уъl,€>| ) '",У' ,

В; l ) < c,N > : Р 
r,ъ, 

|). о+tg tLy1) l, у > ;

-ьt !'u

t!tа) . Суцествование таких последо.атель-

L
@)<2thl,|>

1*

h
а :Ua

qe8162)

l,

;h

't,{4
:
Вп'

ah,3;есь J - интерполяцйоннuй оператор "" .Q с узлани интерполироaаниi

10,h,lrh> такийи, "rо |,(\hrЯ)_<Сh ^ _ ]где 4-no.ror...-
ная из о-пр.д"п.r", t, соответст""Й"" {/tJ , " 4rOп{4) . Поло*"" Г
lttнoжecтBo узлов оператора J'o , т.€.

(1Ъ il <цу> -.Vr r!' ,g,y >{ в) ,

0тоlкдествляя, как и в предчд)дlих доказательствах узлу, преобразусн

в интерполяционнuй ,оп"р"rор .7П ,.

(i r 
l ) r r,у, - 

уlбо!r!ъц)r ! 
. t, у, { rt.x 1,

причен для функций "" W!'' {8)

I , tу, F'il <a,y>dcdy= \ ,'r, (1'l)rr,y>dcdy,
аа

вчполняется

( 15)

Вводя снова обозначение Fl , принятое в ленr.{е 3. занечаем. что
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р;
узла

У> инеет вид (11},в частности, 
".nn Fx<с,

/ъу то

состоит из одного

h

t,p
1o,N), (16)

06означи1.1 ""о". У riножество таких Р" , ЧТО P=1,15rrP2>€1l ,Y[Prl -
r.rножество 79, таких, "rо {PtrPr)e F поп данном 7j, . Теперь, считая

везае РrеР, р,е F (Pz) , в 116) ииеем:

-ъ 
(-l

Р, (цц) = ^Z ll 0 l+p=x l

a

}*, ? i о 
< g, *' = Й r, 1Fо,-t, 

?!4,цr,rr,*.>( Ц {> 
:

- й,, ц},-l,?!g,п,,t 
r,rр,,р,r<п! Q(h1-1'l h' ! ) -

z
Рз= 9i,p,,,? !,gn,, ц),{ р,, р}< 

о + | l hl- lt/э, ) l, { 
>,

l,+t,

Введем Функции

flr+p.=l, Ft€ lJФ) Q,

т ý l _а: 
4*f,ol, t,,i,p,l ei),cnf'ghli >,<P,

a

, р,ý "rV,/rrl,+д) 
h, 

у > d r :

\ io)d,r,

Ri,p - 
\r!.с,у

Ь,t\,'i,",у>d")ф 
-

aft
)dyoi,'n

>da -

3<7th1,0.>,<p,, рr>
<Ly>dc.

lL

gthl

3аметиr.l, что функцйй K!tYl действительно rie завися, оr_п"д"*." |,
Суr.rмируеr.rость этих Функций следует иЗ Teoperiiъ. Фубини. Функцио Rfityl ..iollr-

но получитЬ таким ll(е способоr,r, используЯ более общуrО Фор..rулу вида (tl).
Рассr.rотрим

Ц 
oi.", ,d,ф

(17)

l.

,

L,оi,:рыу 
- 

).

s

a
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Из (l8) следует, что

раторов ,е Qt , !2z

0,r|)r"l

1h
есть декартоgо произведение интерполrционнr.х опе-

соответственно:

l 0!r l,yl
покажем, "- {fj} -

ý
j,, o|,o,1 

i 
а} ta,, Pl l Uol, ),

j,,'o!*,,i| qlш1l, (19)

последователь}к)сть интерполацион}luх операто9оa с пог,

rrаничнчrt слоен.

Пусть

(t {)tyl: /-' l (I2ftl|)<c,,y>do --

0|ul.

= Ъ-ifвs 
о!,l'!,л,,,/) 

<t,у>dо -

= O' 
rriln,, а l U,<l t1,1,9>+ hр))rl2r*rrr,р( t,l>dc,

-aLЕслu l' расс}патривать (ак интерполFционrпй опсрэтор, дейстrуций на

'r"*ur",. 
/{fil , заАаннчх "" Q, , ," l!! | - nn"n"ao."r.n.ro"r. интерполi,

чионнчх операторов с пограничнч.l слое}. на t/2 . Дсйстrитель}.о, дrr, тaких

функций, полагая

а{ rl ч, -'r'' 
),,r(t!un 

.r, {).о,у >do,

rАе |еВr(Qr) , инеен

4h- ý qъ
"е -grB;a)u е '

причсн I: ,oo.n"r.oo""T уGловилr опредслениl 3:

а) ni, l*l < rп .r.полнiстс,

0! q'iq,- П-';л (I!чла, (у1) <с,у> da -

: n''l;r;o:rnrrrr,'", !' 'Y'd" - Y*i q е,tЧ),

iaK как
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i в!r*,,цr(я<О'!)- iO^r{"' i а! tglЧ) ;

"' (l! il ql= h-2 , f U,€+|,р,r)ч,r,r!ч,rrr^r,р.цу>dп. (2о)

Равенство (20) верно, так как, по предполо*"""п, f не зависит от .2
Пусть

3!,о,'у 
' 
- h' z 

р *,\,,r!!rthl,€> ,Р< 
а, {, da , (z,|)

Тогда (20) принийает вид

U; f) w : &f ttg* tr,I x!,r,t yl.

3аметиr.r, "r" !!,рr(|) равнч нупо .r. а! @; , поскольку соот-

Ветствуюцие иrr qунiцiliz 
i!'rъь€>,.рr.рrr a€,!; 'р""', нулD вне 01o*rd'

в) Функчии ?!,*tYl ограниченч, так как подчнтегральнче Функчии в

(2t) ограниченч (irr. определение 3, "в") и число элеiентов }rножества Рф
конечно (не превосходит числа элеиентов "э Р) ;

г) пусть Сr9о <Ц9 ) - соответственно число и Функции из определения

3, "r" " |е Drtё) таковч, "rо d(h€, аР)> Ch.
Из вчбора rz(lLl следует, что

3!,о,(|)= Р,р'р,rРr ,2,Ъl,с) doi-, >
hеrР2) 02i/u

lb 3rр,,р,r<!ъ- 2(l), !) dc,

\
(22l

(2з)

Поlюхин

,-ý
{)-h( :

р,еF(рr)
Qgthl

И9 (22), (23) следует

g!,p,(y): gr,(#- |) .

Итак, tL:I : последовательность интерполrционнчх опсраторов с пограничнчr{

сlюен. Если

1Ф

(t,o У) yl = 
6}1а,П!, tyl l ft!,),



!

то

l'ACr

- /|,

_s zz
l+pz-1, р,ytrr\ 0лу

h
как вид}|о из (l/) , Rr- (Ц) - из (l9).
Иs (2Q) слсд)/ет оaaa"al'aоОr"*, ""raополlционнчии 

операторайи

П} ql - 
rrL,"9!,p"({) 

=

3 !, go,, о,rr,, rrr' 
o,1' d 

" 
- ft"' П 

|, У Ьt

!ля эаэероlения дока!ательстaа занетин, что

q,

- коэФФициент пrrи узле кубатурноЙ

и

(24)

t
Асииптотическая ofl тиналь нос ть последова тельнос ти Функционалов

О 
h,I) 

= J 
dц) ф rt). ay>dody

. tf,Оlследует из (l5) и того, что для Функционало. ?h,

tyh,l) -\ rtф(у'- i',f).о,у,dady,

Ohlryol- О (h") . Это докаgцвается так жеr как и в леине

l rи, (ir|),nqt{h 
4r, rцйцр,,п,2",уr{ФоЫl 

-

\ аtуllr'rа.у>ftърdпФ - 
,rr,}"o,o,1,/,P 

,

yldy \ р|, *у м" = l', 
*,}r" ur r! rY' i,l yl Пi ( 

у) ф,

причеrr 4, -
Фор.iуru n-OnR|,tyldy

_z
l€влQ)оDаЧ)

Q,

,\а
g,

l
Q,

аtglчlФо I ary,( i!il,у,ау,
9,

Пспольауя aaGдснноG r [Э.I опееделение послGдоaэтсльностей кубатурнчх
1о1



Фо9.iул с пограничнч..r слоен, lroxнo Фор}rулироваiь теорену 2 так:

Для лtобах р,п, Рп>П с!цеспвуеп аа)rltопqпlчесхч оrтпlJ|lа/lьная в

Li'' tal пЫ"dов-rлDноо|lD tcyfuTypMa фораgл, яалflшряся OeKapпoBat,t про-

uэвеОеtме,л Форлlул flрfuлоуеоло|аrcов ч поuрОоаФ|w,оносlа с поеннuцнdrl слоеrl.
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