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90рfiуJш числЕннOг0 интЕгрирOвАния нА сФЕрЕ

С.И . Коняев (Носква)

'|. При изучении,.rногонерных кубатурных Фор}tул С.Л.Соболев flJ вВел по-
нятие инвариантной относительно конечной группы преобразований трехмерного
пространства кубатурной Форнулы на сФере. При построении конкретных кубатур-
нuх (Dорr.rул ocHoBHyD роль играет Teope...ta l из Е l f СФормулируем эту Teopelty

в более удобнон для дальнейцrего излох(ения виде.

Teoper.ra . Кубапурная форrqала, uнваwанпная @пноаlmельно конечной еруппа

преобрзованuЙ сфеw, поеф, u палоко поеfu поцно uнпеерllруеm все лноео|цленаt

поряОlса tt , коеOа она поцно uнпее?uруеп все uнварuанйнае лноеочttенd поряd-

кап
В.И. Лебедев ЕZ-5], используя эту Teope...ty, получил новые кубатурнче

Фор}rулu мя сФеры, инвариантные относительно группы е: ( 0: - гОуппа

октаэАра с инверсией ), а С.И.Коняев f6-8] - -" l.o"nn"., е;0 i а}- ,оr"-
па икосаэдра с инверсией). Аналогичнь.ttи }tетодаr.rи И.П.}lысовских f9] и В.И.Ле-
Оедев Е0] получили кубатурные Фор}iулы для интегрирования по сФере . RО

2. В дальнейше.,t l.ib. займемся построение}i кубатурнчх Фор..rул, инвариантных

относительно группы а; . Известно [rr,lZ] , что группа 0Io порождена

отраlхенияни и яаляется группой Кокстера. В обозначен"яr. flt] crdcTerta Коксте-

е" (C;,S) , .о:, ý- "".r""" образушцих ,orTf С:, , будет систе-
ной Кокстера ,nn" Н, . Число элеиентов группu С; рrавно l2O. Напомнин,

что группа икосаэдра Q, порохцена эле}iентаr.iи r , { с соотношенияl.{и

|^ý= €о f'= е, (r|fZe
Пуar, 0lr,'"nr"Boa инвариантных относительно группы 0; многочле-

,оэ," ý, . Так как показатели группы Gro равнч 1,5,9 (crr. ftt,t2] ), то

эта алгебра поро'.дается дву}rя ,..tного"п"r"rп'-Рr(4У,Z) " 
Рrо (С,УrZ)_

шестой и десятой степеней, т.е лобой эле..rент "э Иrо иr.rеет вид Р; Р;',
К>0, п>0 ( многочлеН второЙ степенИ P4r,y,zlf 5r= gzlyz|gz= /
тривиален) и такое представление единственно. В работе П3] onn"a"" с""з"
групп Кокстера с инвариантнчни кубатурнчr.rи Фор}iулани.
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для нахоlкдения пара}iетров Формул численного интегрирования на сФере

потребуется кgординатное задание икосаэдра, 3ададим сФерические координаты

вершин икосаэдра Дi так же, как и в El]:

t=0;
t! -utcty 2 i

l9=c-aotg2l

t! =qr.

J
бо4Е

f=Oi r
Ф-Е ,, ý,

,5'5 8о
ý

,ов Р, (ay,zl n Р,о {t. ! ,z ) ,

Р, tc,y,z)- Zб + ýоа 22 +€уа z2 + /0a2y'z2 -fo'za - Яy'zq +

* 2xcz + /0cy'z-zOr3y2z ; Ра (о,0,/)- /;

Prlx,N,Z): (z'- бcz+4x2) х

* \оч+-5lq+ z|+ 2 cgZ -2gz3-/0t'у2-tz2 -30cy2z-2fy'z') ^

, (сl + fy' * z| -8r3z+ [cz| - /0 о'у2 * /4 а' z2 - /0y2z2),

Цо Q,0, 1) - /,

Ны ограничИr,iся построением кубатуРнь.х Фор..tуЛ не вцOе 29-rо порядКа, ин:
п*

вариантнчх относительно группU Ьrо . Будут построены Фориулы следушlего

вида:

для дальнейчlего понадобится явнчй вид однороднuх инвариантнчх r,rltогочле-

(2)

l
s.

Sцl:fr ttslds * Sn(l):

Ч, о, Т,{;

20

{(в) r r?,fQl+,

(1)

);
р

ур-

t2 ^Ц-ад.f(Аi)*6д
lбо
Zd,Zl0,). (з)

bl j-t' "/

В Форr.rуле (3) ý"t/l - кубат5lрная Фор}lула порядка П ( П < 29
Д1 - верчlинч икосаэАраi ВiЩ)- проекции J{a сФеру S2 середин ребе

( центров граней ) вписанного икосаэдра; 0r6оС - значения весов кубат

,

ной Форtiуль, в у3мх д;rВ;,Сi; 
'ij 

- это такие узru на соере Jz , что

их центральнь.е проекции лех(ат или на ребрах икосаэдра, ипи на ,.rедианах треу-

гольников, являочlихся граня..rи икосаэдра; dr- "." . уaп"^Д;(i= t, ..., бО).0I
В следуощей таблице приводятся все нетривиальные однородные инвариантнuе

l,.lногочленu до 29-го порядка.
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Таблица l

Таким образоr.r, чтобн построить кубатурнр Форнулу порядка а , надо

реitить систену алгебраических уравнений

S"tli р;)- Sw!p;), (4)

где К>.0, m20, бк*l0rп-<П.
]. Наибольrчий интерес предстаэляDт инвариантнче кубатурнче Форqулu.т}rпа

Гаусса на сФеDе,т.е.Фор,tулU, содерпацие нининальное число узлов.
В таких 6орt{улах ицутся веса и координатч чэпо" 2у . При постэоении

таких Kl6aTyp}f,Jx lDорнул удобно перейти к сФерическин кiюрдинатан.
. Тоrда

Рб ul,.р) L ll с146,} - в cob',l + 5 hь2 tJ + 2 Соь I} цпý rС h 5, F,

Р, tt!, Ф = 4 ЦJL'| l [оf ýу + 4 9 б to+o tc - // 8 0 tоьl,р + g зý Colб р -

- е7гhil + 25d[_6иt!iп't(76иqt-40hlФ+516559, . 
(5)

Кроне того, если полопит. t,ТdiПtlhЪt| -1И't! и счuтаtь ylnQ
то получин

Q tll - Р, ttl,il - / -2t'- l3 ,

P,ottl- P,ot1,o)-/-/0l'-dt'+zht'+/2t'.'6)

В кубатурной {Dормуле (3) один n" r"no".01i инеет коорд"""r" (О!,0) ;

этот узел в дальнейцlем обозначается череэ 1|; . Все остальньlе узлu этой

группu nony""or"^ n" Di действиен группь. " |io .

Учитuвая, что }lноrочленч Уб " Pto инвариантнь. и кФатурная Фориула

(3) такrе инвариантна, приходин к систене уравнений

пap:rAl п,i 1Al + зоl п! (ые; в) + 20ср; tc ) р} (0 +

7}

п о 6 1о 1z 16 18 ю 22 24 26 28

р рб D,l0 D2'6 DD'6' l0
Dз'6 2Zl|0 PiP, р: р,р; PiP,

r * kdi р: (ti) р; (ti',=*!:; tsl Pi rslds= lл,п ,
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где К> 0; tп>0 ; бк+ l0rп < П.
в уравнеhиях Ф Р6(Д),Рп(Д),Р6(В),qо(q),Р6(С), PD С), h*,, ,,,r,

вестнuе числа. Надо найти неизвестнuе веса qr6rgoq!1 и "координатч" l,
v"no" li

Ч. Рассйотрrr,. случаа f-0^ . 3десь возникаот систень. линейнuх уравне-

ний для определе""я Ьесов a,lrC в кубатурнчх Форнулах 5;9;ll-rо поряд-

ков. Для кубатурнчх lDорtiул 9-rо порядка система состоит и3 двух уравнений,

для кубатурной Форнуль. ll-го порядка -.из трех уравнений. Решив эти систелu,

получин три кубатурrше ФорrулU 5-го порядка, три кубатурнUе ФорнулU ),го по-

рядка и кубатурнl,t Форнулу ll-го порядка. Эти Kl6aTypHue Фор}rуш достаточно

давно иэвест"ь, fl,7,1Ч,1 5] .

5. 8 случае, когда !+О , систену уравнений (7) удобно преобрэзовать,

эчразив из первчх уравнений веса o,!,C череэ перенеrr". d1,| G-/,,,,,l)
и подставив их во все оставшиесl ураэнениl систенч. При этоrr систеr,rа уравне-
ний (7) упростится'и )rиеньшится число уразнений, из Koтopux находятся пере-

неннuе dt , tt
5.1. Jlля к16атурнчх Форtlул типа Гаусса l5-го порядка задача отчGкания

параrlетров сводится к решенио кFадратнчх уравнений. Решая эти )rrввнения, уда-
ется построить две кубатурнче Фор}rулu с !2 узлани, кубатурнlо Фор.,tулу со t02

узла},rи и,две кубЁтурнче Фор..rулu со ll0 у3лайи.

5.2. Для кубат5lрнчх Фор..ул типа га)rсса l7-,2l-,23-,29-ro ilорядков после

проведения укаэаннUх вшше преобразований приходин к ttoo{eнTнur.{ систенан вида

с D

Z d,t', = /^. (s)
i-| 0 а ,r

л
3десь f,- 1,2,3,\ ( в зависимости от порlдка кубатурной оор0.1уrъ. z ;,п- |з + ц[ l, р- 0,2.,, ,, 2t;

a

Zi - # r: (ti*t.- t)Bt,+4)2 di

Правче части

систе,,t приведен в
l,
tz,

уравнений (8) известнч. Нетод реO!ения этих нонентнчх

ф. Pe,lrB эти систенt , Hu найдем паранетрr. к16атурнчх I

Фор,,rул 17-, 21-, 25,, 2!-го поряАков, содерri(аlлих соответственно |22,182,2q2,
3О2 узла t6-S:l.

ý.J. Наиболее сложнь.}tи становятся систеr.ru уDёвн€ний при построении куба-

турных rDорнул типа Гаусса tt-,23-и 27-го порядков. В этих кубатурнчх lDop}tyrЁx

один из весоэ a,lrC нохет бчть взят равнuн нуtФ. Начнен с построения

кубатурных Форнул, для котошх "", 6-0
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1

систеlqа уDавнений для определения пара}rетроэ кубатурной Фор.улч п9и}iетвид: l
fi t,ut" + !t,-!)i, = о,

7 19)

Ё 
DA

Д (t,'+ t,- |)t.'d, - ti:''l 
,lчiчi-lр.

3десь l- 2,3,ц (в зависимости от порядка кубатурной Фор.lулч z;
п-/l+40 ), p=0.2n..., z{- /,

) 9009 t2 l , ,2. di-йt;(3ti+a)d;.
Для решениЯ систейЫ уравнений (9) вuразиН ar" }, из последних уравне-

ний систены и подставиl.t их значения в первUе / ур""r]a"пt систеич (9). В по-
лучившейся "".r.л. n" t уравнений введен перененнuе Sr-Яt,
S;Jlrut; t; ( + - эле,iентарные симиетрические Функции пере_

'iieHHbax
t

Таким образом, приходи...t к системе и3 l уравнений

п

fi\,,...,se)-0, i-/o,,,,d, (]о)

В случае lL= 19 ( l= Z ) Mu прихоАиll к системе дэух уравнений второй

степчи. В случае П- 23 ( l= ) первь.е два уравнения систеj.lч (l0)- это-

рой степени, третье уравнение - линейное. Наконец, если П-.27 { l-Ц'!, то

первuе два уравнения - второй степени, а третье и четвертое уравнения - ли-

нейнче.

В случае t=3,Ц cncTeмa (10) сводится к систе}rе двух ура9нений второй

степени, которая далее'решается стандартнчr.tи иетодалrи. Найдя реэультат этой

систе}rы - уравнение чеrвертой степени и его вещественные корни, r.tц тен саичr.{

найдеr.t пара]..rетры кубатурнчх Форнул.

Кубатурные Форнуль. l!-го порядка, инвариантнuе относительно групп" Gл! ,

получены " [В].
Проведя'описаннь.е ""r" "r.raпения, 

нu построи..r две кубатурнь.е Фориуru

23-го порядка с 212 узлаr.rи и две кубатурнче Фор..rулg 27-го порiдка с 272 уэм-
лtи.

Приведем значения пара}.етров кубатурнuх Фор.lул 27-го порядка:

4 = 0.002 .7l5 257 525 331 а - 0.002 72ц 879 579 39э

l =о' t *Q
С - О.001 71l оцб ',l8 587 с = 0.0О3 790 2l9 990 ц9l
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d,
t,
|,
zI

d2

t2

{,
ь2

d,
t9

уэ
Lg

4
сч

l,
zq

dI
с|

{t
zI

d,
t2

l,
z2

dз

JLз

!э
zз

d4

q|

Чr,
а
'q

= 0.003

- 0.728

=Q

= -0.684

= 0.00Ц

= о.367

=0
= -0.930

= 0.003

= 0.205
зQ
- 0.978

- 0.003

= 0.Ч|9
I0

=. 0.907

747 l1,0 232 068

698 069 928

835 106 зцб

lзq 816 о78 532

136 761 005

166 97э 569

73ц о27 503 323

23ц 387 086

712 85l 8ц0

9з7 282 5цt q81

07l. 039 309

952 о63 ц79

- 0.003

= 0.779

=0
= -0.626

= 0.003

= 0.Цl0

-0
. -0.9ll
= 0.003

- 0.20|

=Q
= -0.979

- 0.003

- 0.35l

81,0 769 628 59ц

296 ]69 13l

655 5ц2 590

76Ц бЭ2 81,7 586
1,03 795 81,0

903 900 836

1.7l, 505 l59 бt,l

209 855 20l,

51,8 158 l67

778 376 45l 1,69

q66 299 889

=Q
= .0.936 200 53l, 096

Схематическое располох(ение.узлов в проекции на одну из граней икосаэдра

мя этих кубатурнuх Фор}rул приведено на рис.l ,2.

Рис. i Рuс.2

В случае, когда вес f,- Р , систе.{а уравнений для определения паранет

ров кубатурной, Форiулч реlшается аналогично.

Решив эти систе..tч, l.iu получин две кубатурнuе Форirулu l!-го порядка f8]
кубатурнуп Фор}tуrry 23-го порядка с 222 уэлани, две кубатурные Фор..rулч 27-]

порядка с 2Е2 узлаr.rп

В случае веса Q - Р 
' кубатурнuе Фор}iулч типа Гаусса построить не уда

лось: систенч уравнений для определения параметров инели коrilплекснче корн

0стается oтKpb.Tur.r вопрос, суцествует ли кубатурная ,Фор}iула типа Гаусса

27rго порядка с Becor,t Q- 0 .

?
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8 табл.2 приведенu значения коэ|DФициента эФФективности ?-(п+п2 / зл/
и число узлов N кубатурнuх ФоФ,lул типа Гаусса.

Таблица 2

п 5 9 t5 |7 t9

/v 12 32 62 92 122 |52

L
1 ,.0ql7 0.77 ц2 0.9275 0.8853 о.8772

п 2l 23 25 27 29

/v l82 212 2ц2 272 302

I 0.8865 0.9057 0.93l t 0.9608 0.993l,

[.так, испоьзуя предлох(еннче в работах f1-8] нетолu, удается построить

инвариантнче кубатурнче Форirулч относительно группч lio типа Гаусса до

2$-го порядка точности. В больtllинстве построеннuх кубатурных Фор}rуя все веса

полопительнu и узлu достаточно правильно триангулируот сФеру ýа .

Литера тура

l. Соболев С.Л. 0 Фор..rулах механических кубатур на поверхности сФерu.f

Gиб.r.rат.журн., l962, т.3, ll 5, с.769-796.
2. Лебедев В.И. 0 квадратурнýх Форr4улах мя сФерч повышенной алгебраичес-

кой степени точности.- В кн.: Теория кубатурншх Фор..rул и приложения

Функционального анализа к нёкоторчи задача..,r ..rатенатической Физики (Тру-

ды сенинара С.Л.Соболева). Новосибирск, lt/], c.3t-35.
3. Лебедев В.И. 0 квадратурах на сФере.- tурн. вuчислит. ..tатеr.,tатики и }.taт

Физики, l976, T.l6, Г 2, с.293-306.

Ц. лебедев B.}i. Квадратурнuе Фор}iулы мя сФеры 25-29,го порядка точности.,

Сиб.r.rат.lкурн,, |977, T.l8, г l, с.132-1Ц2.

5. Лебедев В.И. Квадратурная lDориула 35-го порядка для сФерu.- В кн.: Те-

ория кубатурнuх Фор,.iул и вuчислительная матенатика. Новосибирск, l980,

с.ll0-1lЦ.
6. Коняев С.И. Квадратурнь.е Форlулu на сФере, инвариантнче относительно

группU икосаэдра. - Н.,Б.и., 975.-(Препринт/ИАЭ; 25t6).

7. Коняев С.И. Инвариантные Фор}rулu интегрирования на сФере.- l,|.,Б.и.,
1975.- 2Ц с.- (Препринт/ИАЭ; 2553).

8t

ll



8. Коняев С.И. Квадратурь. типа Гаусса мя сОерч, инвариантнче относитель-
но группu икосаэдра с инверсией.- }laT. занеткr, |979, t,25, Е l, с.629,

63t,.

9. l,irrcoBcKиx И.П. 0 вучислении интегралов по поверхности сФерч.- Докл.АН

СССР, l977, т.235, Р 2, c.26J-272.
l0. Лебедев В.И. Вччисление квадратур типа Гаусса-Наркова м, областей п

весов, инвариантнчх относительно группu октaадрa с инверсией.- В кн.:

8опросч вччислительной и прикладной натенатики. Ташкент, 1975 г., вm.
32, с.77-8Ц.

ll. Бурбаки Н. Группu и алгебрч Ли.-Н.:Нир, 1972, главч lY-Yl.
|2. coxeter H.S.M. ttre рюdчсt of ttre generators of а firЁte gюtlP generat-

ed Ьу reflectlons. - Drke l.tattrel., 1951 r v.l8r 7 4, р. 76у?82.

l3.1.1чсовских И.П. 06 инвариантнчх кубатурнчх Фор}iулах.- В кн.: Теория

K56aTyprrux Форr.rул и приложения Функционального анализа к задача..r a{ате-

r.rатической (мзики. (Трудш сеии|€ра С.Л.Соболева). Новосибирск, l978,
lf l, с.69-78.

lЦ. Лостерник Л.А., Диткин В.А. 06 одно.rl приене практического гар}rони-

ческого анализа на сФере.- В кн.: Вччислительная натенатика и вuчисли-

тельная техника, t953, Е l, c.3-13.
l5.мсLаrеп A.D. Орtiлаl tiП.rerlсаr Iпtеgгrаtiоп оп а фhеrе. - маф. of Ocrrp.,

1963, v. 17, Г 83, р. 361-383.

,

в2


