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влияниЕ кOэФФициЕнтOв l рАничilых услOвиЙ нА устOйчивOсть

явнOй рАзнOстнOй схЕны длл сис,lЕны урдвнЕllий дкустики

Р.Д. Алаеь, Л.!,t. Блохин (Новосибирск)

Введение

прrr использовании раэностных cxe}r для нахох(деrrия численного решения

сl.iеlланных задач возникает вопрос <rб устойчивости при}iеняе!rых разностных cxe].r.

Для исследования устойчивости lлироко приr{еняется спектральный анали3 краевой

ра3ностноЙ задачи. Этот прием исследования устоЙчивости подробно и3ложен в

r.tонограqии fl ] .

На практике вычислители обычно ограничиваотся спектральнь.н анали3О..,t

разЪостной задачи Кочlи. Получаеr.rые при этоr.. ограничения на lлаги разностной

сетки переносятся и на случай краевой разностной. задачи. 0днако такой анализ

не !tожет учитывать ни одной ошибки, возникаlощей из граничных точек. Нного

раз устанавливали, что численная неустойчивость 1.1ox(eт возникнуть дахе тогда,

когдq условие Нейнана уд9влетворено. 0чень интересной в это.,i сr.iшсле является

работа [z], " 
котороЙ для систе}iы уравнениЙ акустики с одни.ir граничнын усло-

вие}4 показано, как влияlот коэФФициенты граничного условия на устойчивость

разностной схемы С.К. Годунова.

В настояцей работе изучается влияние коэФФициентов граничных условий на

устойчивость одной явной разностной схемы для систе!tы уравнений акустики с

граничныritи условияritи на 5lдарной волне. В работе также прослех(ивается соотно-

шение иежду корректностьо диФФеренциальноЙ постановки задачи и устоЙчивостьо

ее разностного аналога.

ýl. Прелварительнuе сведен}|я

Следуя работаl.t [3,rr] , сФор,.rулируе}i сiiешанную задачу для систеrrы урав-
нений акустики в области t>0, r, 0, lyl< "о :

A0r+B4*cty
5

- 0, (1.1)
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и с начальны..tи данныr.tи npn {=0 ,

itl, r, у)

гАе

д

с граничны}.tи условия..rи при а-0

п

.Ё- I

t.0 Uо {r,у),

а) fu>0',

р'.d+л,.ll2.0;

Ро-/-И':
6) fu>0;

p'd*fu.M'>0;

d'- tV-',

"t 
L.0 i d<-M-/,

м
0

l
0

в

0 00
м200
0 t0
00t

0

0

0

'0

l.

ма

-

ц

р
s

i0=i,1,,-
0 0а0
0 0l0
0l00
00 00

0

0

t(1.2)

(1.з)

Систеr,rа (1,1) получается после линеаризации уравнений газовой дина},tики от-
носительно постоянного основного решения, а граничные условия (1.2) - после

линеаризации условий Рэнкина-Гогонио на ,ударной волне. Заесь ||(Р</ч|</IdrЪ
- некоторче *оrста"т., f3].

В работе fЦ] по*аэа"о, что плоскость коэlМциенто. drlb HolltHo разбить
на следуш|ие области:

l . 0бдqý!ь l (рис. 1)
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Рис. I
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В области l смешанная задача (1.1), (1.2), (1.З) и..rеет частное реч!ение ви-



да t,,]

i-to ,"pULa o-tl+ *у1\ +ff"'exp|i,h-ot + ky)l , (1.4)

где 00,0n: постояннuе вектор5; l) ,k,[ - константu; i-FT ;

. rп d>0, Irп[>Q, rmk=Q Последнее означает, что в облас-

ти l смешанная эадача (1.1),(1.2),(1.З) поставлена некорректно, т.е. Ho)fiHo

построить приr.rер некорректности типа принера Аданара [S]. В ca'o}r деле, пос-

педовательность Функций

t, = i О 

ор (- йlд ), e*p|i, La to- tl+ кД\ *

+ t"'еrр|- й ) 
. op|i (- ot + Х1 + kфl, l kl= |. 2,. . ., 1 1 .4' )

стремеlтсякнульпри t =0_ " lkl+ф . В то,.(евренядлялобого

t >0 Kor.tnoнeHтb. вектора Uk (по модуло) стре...rятся к оа прп l*1-o,o
(с". [lj ) . Таким образом, какуо бu Hop..,ty }ru не вuбрали мя оценки величинu

начальнuх данных, t"tu не cмoжe}r утверждать, что из }rалости этой норны вытека-

ет налость решения.

2.0бласть П (рис.1):

д,. 0, p'd*L,M'>0.

е

8 области П смешанная задача (1.1)r(1.2),(1.З) инеет частное решение вида

(1.4) с Itпd<O,, Irпt>0, rmk= 0 . В области П выполнено условие

Лоtlатинского, т.е. вuполнено необходи}rое условие корректности смещанной за,

дачи (1.1)r(1.2)r(l.З). 3то означает, что с..rещанная задача (t.t),(l'.2),('1.3)
не допускает построения принера Аданара вида (1.4') (с".Е5]). Более того, в

обмсти П вь.полнено равнолrерное условпе Лопатинскоrо, т.е. условие Лопатин-

ского вýполнено как для данной смешанной задачи (1.1)r(1.2)r(1.3), так и для

aсех задач с достаточно близкиии коэФФициентаии граничнчх условий. В работах

f3,1] показано, что с}iешанная задача (1.1)r(1.2),(1.3) в области П постав-

лсна корректно в пространстве \0t: , т.е. при каждоr.i 1,0<l<Г, вь.пол-

няется 0',tro,P € W: ,'""n" начальные даннче totr,YlrW:,

3.0бласть Цl (оис.l)

I
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ф L< 0; dr-M'| i p'd + l,р|'.0 ;



ы Х>0 i d<-/V'' ; P'd * fuМ" ,0 .

В области Ш смешанная задача (1.1)r(1.2)r(l.З) и..tеет частное решение вида

(1.4) с rrпtt)= I,п[ = rrпk= 0 . Область lll в работе f6] полу"rла

название области спонтанного излучения звука разрчвои. Ножно показать, что

в области lIl наручlается равноиерное условие Лопатинского.

0тметим, что пара}.rетр" drfu, вuчисленнuе для идеального газаl удов-

летворяют неравенстван Л,<0, P'd + X"Mz > 0 , т.е. точка (fo,d) 
"

это}.t случае принадлежит области П tcM. [3] ).
Систена (1.1) и граничнuе условия (1.2) после заненu зависинuх и неза,

ВИСИ}.rЫХ ПеРеr"tеННЬaХ
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,.rогут бнть переписаны следуDlци..r образоrr (штрихи у независи.,|чх пере}rеннuх

onycKaer,r) :

V, V= i t'-t, о|- с, у'-Б(м y+l) :

. Md-/i--.w,
Md+ t

С : h i kг i+||'|; kr=M'|- l.

0|э
00

+ 
^+V, +JV"+ СVr= 0

Lf ,/Т. rу-i, 0r, s+i0 - 0,

(1.1',)

l(1.2 )

где

R+da=0,

i:

n 2м2ъ
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03амеТим, ЧТО маТРица и..rеет неотрицательные собственнuе числа

8

Для сr.rешанНой задачи (1.1), (1.2) рассмотриl.t следуоцуо разностну|0 cxe}ry



l

R (t+t, ц!)=|С -цА_r- t,rд_rlК tl,ау)-rд_rL d,цу)l

Q d+т, r,у)= |Е +rrА*- t,rb_rlQ G,t,у) - rl_rL tt,t,у) l (1.5)

L (t+r, c,l)- |Е - r A -.- rrA-l\ t tt, с,у')-rl_r|R tl,r,yl+?tl,r,yЙ

ý (l+ г, 
",!) 

= |Е- rА_r- r, Д_уl s tt,цу) ,

Д!r=Е-Гr", оr!-Е-rrу

'r",,lъ 
операторu сдвига: ГrrUtt,r,!) - tJ1l,gt/l,Y),

Tru ц (t, l, у) -- ч d, r, у ! h ),

Д - rо"д".r""jrrЛ оператор;

б - щаг not ,

h-,.,поti!;
n -tlh, г,- г, k1, г2- |,, k, rr: {V,r,

где

При g--0 получае,.r:

Граничное условпе

R G +г, 0, у) r i а it+г,O,у)= 0 ;

ý (l + tr, 0, yl * i4 (t+г, O,у)= 0.

(1 .6)

Lr + G. lr-ia,
0уден аппрокси}rировать двуr.rя способами:

L (t+с,O,л)=LЕ- rrД _iL G,O,y)+ n, о_уа d,о,у) 1 (1.6')

L tt+g,, 0, |)=LС-цО _ylL tt,o,y\ r r, Д_уРlt+Г,O,Р, (1.6,,)

л
гае Г, = ?чr,
Разностная cxe}ia (1.5) была использована, напри.|tер, в tlонограФ"п [5] прп

доказательстве теореньa суцествования с,.rешанной задачи для сиr.r}rетрической

систенU.

В связи с дискретизацией смешанной задачи {1.1'1,(1.2')"ar"", "*оо" ,

a



об устойчивости приr.iеняеной раэностной cxer.ru. Интереснчr.r является такхе воп-

рос о соотноl|lении Hex(Ely KoppeKTHocTbD диФФеренциальной постановки снешанной

задачи (1.1' ) , 0.2ll п устойчивостьо ее разностного аналога (1.5) , (1.6) ,
lц(1.6 ) ( или (1.6 )).
Будеrq искать у разностной схемч (t.5) частнче решения след}Фцеrо вида

tt]

i t",

V(t,n,P = ?
i t",

{ n;#,r . (1.7)

ý(с

где 9. *o"r,n"".Hoe число, 9- ""ц".rвеннчй 
пара..rетр. Подставляя (1.7)

в (1 .5) , получаем

(r)а

o,ft @) - ,,ft @- hl + rzt rc)- 0l

а, 0@ - rr0 p+h) + r,zt е) = 0 i

at @l - r,t rc-lъ)+ rzф ,rr+ 0el= о;

аý@l-rý@-h\-0.

(1.8)

(1.9)

3десь 4 -Оr+ Fi Q,-Or+ P,i

аз= 9- /+ rrZ ;

Решение систе.{ы (t.8) иlцел в виде:

Оr- Zrt Г, i

Z- /-€-iP,

R

L

а

ý

=|,

(о

(с)

(с)

0

+ L
0

а
0

(
0

l0



где / - *o^nn.*cнoe число такое, что

,ой'заiа." Кали |Pl = l , ,.е. Р= gl!

io,iorao, ýо - постояннuе,

из (|.8) получае..r:

lv l</ , приче}r в случае разност-

! , "еч."r.енный 
параr,tеТр;

a

'о, 
- ?) iо + rzto= g,

(аr- 12Р 00 + rz io - 0;

(a-;)to*rz(fto+io)-oi

(1.1о)

:0,

hножество значений 9 образует так назuваеиый спектр семейства операторов

перехода с одного вреr{енного слоя на другой. Если разностная схема (1.5)

и}rеет частнuе решения вида (1.7), (|.9), для которых lql>/+L , где

О>0, в то время как бrh * 0 , то это будет означать неустойчи-

вость раэностной схемш (1.5) в лобой Hopr.re ( с". [t]l.

ý2. Спектральный анализ разностной задачи Кочlи

to-i)ý,

Система (t.l0) имеет нетривиальное рещение rtortor/-orýo лишь при

тех | =Q(9r{| , у которых опеределитель систенu (1.10) обрацается в

нуль

^ 
= (о-ге';! )\tо,-це'iф)tаr-r.ri{ Уа-rе-i! ) -

- r'z2 b; оr- цg'i! - rrеiУ7]t - О. (2.1)

Неоýходиrое условие устойчивости схемч (1.5) заклlочается в тон, чтобы при

гМuх Р, ! вuполнялось неравенство

lgT,Фll < l, Q.2l

т.е.чтобы спектр разностной эадачи Кочlи леlкал в единично..r круге (см. L0).
Проверин вь.полнение неравенства l2.2l при 9 = ! Из (2.1) следует,

ll

l



rтo либо
ipа-rе = 9-/+ (r+Гr)Z,

что

t2.1 " 1

a

(9 - / + Га + 11 il(g- /+ г2Z+ ri),g- t +Гr+ lз1 z ) *

- г2z2 |etg-tl+ krr* r,) ц+ n 1]= 0.

Из (2.1') легко получается, что неравенство (2.2) внполняется при лобоll f,еСЛИ 
r<'tfспЕ), (2.з)

Уравнение {2.1"1 исследуе..r на "длинных волнах", т.е. на частных реuениях

схемu (1.5) , мина волнu которuх нного большlе цrага сетки lo t"".EZ7l. Это зна-
чит, что Р= 00 . При 9=0 uз (2.1") .n"or"r, *rо

9оr.r,, - |'

Полоl*им p=el , 9-|-ё€ , Р - rrалчй пара}iетр. С точностьо до членов

первого порядка l,tалости по Р имее,.t

z=ite.
ll

Тогда из (2.1 ) получаем:

{, :- iхr Q+Б)\ €r=€,+il^ltr; ýr=ý,-, iyr,lff ,

т.е . ýr.ез - чисто ,4ни..iче величинь,,

псследнее означает, что требуется дальнейшlее уточнение корней уравtlения

{2.'|"1. Для этого полоl..им {=dr*r* ёоl,е,з; Z=i/O+о2у2/z,
В TaKor.r случае иэ (2.1 ) получаеrr a

6|

!'n Г6r:9- 
' i

м-2-|а 

-(
2+м-2

l'n 2k^
/+{2+ffi, },r,=,,rЧW-f*r,

2+M-l:
'lz+м-z

|2

е

z

,



Услоэие l9rrr,r| 
" 

| приэодит нас к следуоOlи..l соотнощенияи

t 2k2
Л(- *

l+v2 (t+r/i)2 (z+ц-z,, ,

о l+c + 2+M,l

," !G!r'M=!"ffi =f,(ln)i
ГlrЕ+ltz+ТfL 

ll

ftм-2l+V2+Kr-nr-2 - 2+ м4
V а+у,zr< (м)=!l2

i,f,(ю; {, (м)\

!
lq

0
2l.,

Рис

(2.4)

(2.5)

инеет вид

К соотнооlениям (2.3),(2.4) добавин еце условия Куранта, Фридрихса и Леви

[z] ,

ar,/T-,ITFJ'

nu4,
zv2

IР4т .
kI

ГраФик Ф)rнкции

(сн. рис. 2 ):

р

r - г.ц(|l)- miп |fr'

0.4

02

0.t

2

ý3. Спектральнчй анализ краевой раэностной задачи
(1.5), (1.6), (1.6'l (tt.o" l)

Иэ (1.1C) следует, что возножнu два типа решений (1.9) системu (1.8):
lз



l) Q*o,
п

о-f,=0
р

, l.€ ly 
--.r0 4t

-M-'orfto+nzio -0;
лл
ао*rzLо-Oi

- корни уравнения

1t .1о')

(1.1о

(з.1)

,il,io* iо) = о.

Для наtлих целей ограничи..rся случае" Оз# 0 В

системы (1.1О ) отличен от нуля и, следовательно,

,rý,,r-0,)r,,r##;

Р h\lft,,r*"t,,э= 
0;

(аr- rrv,,r)а r, + ,,z t ,,r- 0 i

@ - ;)i,,,* 
,z (i,,, + i,з) - о.

'О"'" 7,,r,э- 7t,о,э (9, р)

этом сяучае опреАелитель

Rо, ao,Lo- 0,

полученного из условия, _что определитель систе}rч (1.lot') 
^о*"" 

равняться
нуло. Будеrr предполаrать , что коони /',rf zrFэ простUе " l7rr2l < l,
lpsl > l . В Taкor.r случае решение систенu (1.5) ичем в виде:

i
е

Ь-;)(r,- ?)@,- 
r,р-r'/Р,+а,-г,7 -?7- о,

!
h

a

W
,r 

lf, 

*|,t
g

+lh|2

F]
tц

!-
с 9



Уравнение (3.1) исследуен на "минных волнах". Полагая

9-|- о€ + е2о, v- / - ц + ё"р, Х= (F+ i|rr)fr,

t2-G+Цl'/z|r, из (3.1) получаем:

$+2)[Х+ *, 2)(Х-к,2) + е xt - о,

(Х+7)[Х +K,2)(Q -к, р) +$ -к,2)(Q+ 6, р- л,r), uy! +

+(Х+к,ф(Х- кrу)({?+р-r) + l' е{? + 2р -к,!') -0,

(з.2)

(з. з)

aa

Подставляя рец!ение систенч (1.5) в граничнuе усrк)вия (1.6),(t.6 )(или (1.6 }),

иa.tее}t

+i, лААл
Rr+d(Q,*az)-0i

!ля получения так называеного дисперсионного соотнilrчения надо составить сис-
тему, образованн)ло из первuх двух уравнений системы (3.Ц) и из уравнений сис-

ll
темч (1 .10 ) :

а, (i,+ ir) - r,, z t0, + i,r)=0 (оэtt,+ir)-Q,g ri,+f.)=0), B,4l

ýо +С (0, + j,1 -9.

ft,rft,+} t|+i,)=0;

ar(t,+ [ 11- r, z (0,+ 0r)= о ц t t,+ i, ) - q zg ( 0,r Q)= о ),

'о,-;,)ft,+гzf 
,=о: (о"- Qч,)0,+rzt, - о;

\Ot _ц )ftr*"rtr-T; @r-Qlr'ltr+ rzХr- 0,

о,|,,о,- Q/)(a,- r,7; -} *, 7,1,(o,- *)(.,- tl-

Fz
Эта систеlrа долr(на и}tеть нетривиальное рещение, т.е. определитель этой сис-
TeHU равен нуло:

+ r,ц*9)r 
V,@.-Q/,)+ 

Kr/,/z\-t\-o, l=0,/, ( з.5)

l5



вновь полагая g-t =ё€+ ё26; fцz-/ - Е?r,r* ё27r, i

X=({+i7tr)/t', !2-@+r,Y|Z)fn , из (3.5) получаеr.i:

Xt*, ( Х-к,?,)(Х- *.?.) -}*r(Х+*, 7,)$+ к,!r) -iy' z М l 
!=р, tз,6)

Х | к,|({2 - к, р,)(Х - к, 2,) 
+ (Q - K rprl $- к, 

2 ) -h е 
( Х+ к, 

2 ),
х |Q + Х 

7 r* к, р,) + (Х* к, ? r) 
(Q + Х 

2 1 
+к, р,)\|* а |к, (Х- *rr)'

- (Х- *,2,)-irr(X+ryr,l)r+ K,!z> - i У zM-'I - il' 
^

, Вr?,Х + кr7r(Х +K,7,1 *it'U-tлХ - цхif]Х, 2, l4-' - 0 " (з.?)

При 9-0 из (3.5) получаем:

Рассr.rотрим случай а) Из (3.2), (3.6) получае..{

а) Ql=0 , т.€. 9=l; А
Bl к, (о,- r,ч,)(о2-r2lr) =iKr7,r, ("-i)P, -|)=О.

i*d '+ц-zftz

L =-Х; ? z,з- t
[=!/l l=K,,K, i

i,-xli i i=|h;1,o,

i 1iи-'ti- лtrЁ )-i},м'tfr- d,Ы) - 2;| -0.

iз.8)

llycтb Х -0 . Тогда из (3.8) следует, что

Из (3.3) , (3.7) в такон случае получае..r:

Z,-0, ir--E , |r- ,t'

лl
Рr- П (r - r,) lt

tб

fГ0; -h; !?-0; i р
2



Таким образои, имеен (О>0) ,

7L,-| l vr-l +еtOz+ о'|'|, (|7Lo| <l) ;

alL

?= l+E( + eza:|- \lёi- еtЭ!- | lo= l ,

l
приче,ii l9l</ , если 

'' G , т,е, по сравненио с разностной эадачей

Коши мч новuх ограничений Ha'f не получили, Справедливости ради надо за-

..tетить, что в этоl,lслучае требуется дальнейшее уточнение эначенuй |о,

Приравняем теперь нулD вuрахение в Фигурнчх скобках в (3,8), которое

.,iotiнo привести к след},пце,,rу виду:

dgr_ tc,rlV+$=/, (З.9)

где d = Md i 1-2/vlg7,; о=| ,

Прежде чем перейти к анализу реOrений уравнения (3.9), следует ска3ать, что,

расс}rатривая случай б), "r.по сравненио с разностной эадачей Коши. либо не

получаеr.t Hoвux ограничений на f , либо приходиli вновь к случао а).

ýЧ. Анализ рещений уоавнения (3.9)

Уравнение (3.9) легко сводится к бикэадратно.,rу ураaнсниlо

(d'- t)ot - е@6+р')а'+/'=0, (4.1)

то

решая которое, получае}t:

tr'- дL=
dб + p't +рr)'- l'(б'- t)

d,'- t

I=!Б=iЙ, r=!/.

(dc2-6l-t,i.rlT,
ц
-l)'

=0,

(4 .2)

8uяснин, какие из корней ураэнения (Ц.l) язлlотс, решениен ураaнениl r3.9).
Пусть /1>Р Тогда из (ll.l) следует, что g'|2pz-(dC'-6l'/g.
Подстаэляя это вчрапение в (3.9), пол!rчаен

Следовательно, если Вf df-6>0,,о f=j ;если Bt.o
17
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что

где

если

" db'+6 t
Bt=da'-i -fu ' u, )'- l'6'- t) ;

,ldl+р')' - {'dе-/) = " + 2d {p"+p,t -

р , М'р,

(4. з)

(J.4)

(4 .4')

-4т пп

lIfu:-Фp i m-й (d,ч'+ )

ern"14+<Q " Вt>0 , то иэ (3.8) , (q.2) получаеrl

!
т

Ду.0 " Bi<0 ,то

л=jdф , f,=-id,,П;T, irг,r#
Наконец, расснотрии случай, *оrя" /r=! УlР , гд€

л dl+р" л
{=_; Ра-- l

l' ft2
а

l8

dтт-е
2 /, F>0,

+р'

,



l1-1 * j l/*l- аLiПОСКОЛЬКУ VФ
2 2

lД*+ 2р' + i+Zp. lД*+ 2р, 2р'
ý+ep.*iP = Li

2 2

то из (3.9) получи..i

di-ltйi-фI (l /*l + e)(l/-* zp'l+i+ ер') - l/tl_; ) ,(

+

+ (l,!l- jXl/ t+ 2р' 1 + ý+ lpz)

Отсода следует, "rо no" d > | вчполняется l= f, no" t a- / ,"ее, ,.ес-
,oi=-[. Про"""лизируеr,i решения уравнения (3.9) при конкретнUх 9начениях
параиетроэ @. Р

)|l, = о.

11 llycTb fi 2 / . Из Форr.rулu (4.2) следует, что Д1 
'О 

при

fi; lir=i' ":"d!: r'13*,";"I :":, "fr,:!rо:! "":*

Д-= * ) 0, А_= 0 . прп 

"Ч- 
nrn= О вь.полняется Дr=# =

: Ar_O, Tn" at*por 0'-'. r.n" it*p' >o " $-4,пп.о, то

/.=Э t ii; ý, ,0' . по" d6+рr'= 0 
-попу""!"'Дr=liР

по" d!+p2 <0 " #- 4rпп < 0 ",.., ,4*-ýt iý,2.o,
e"nn fif+p' <0, П'Ц 

-4пл = 0,,о z41 = # = А.0.
e"n" ff!+pz <0 " 

,h-4rпл>0^, 
rо lt.0 . Чтобч вUяснить знак

ччсм [+, перепишен вчЁjlrение для ёу так:

dp"r l t?: ' +-_У! dr_l dr_t tар'+lг'+ l ta'-l)(l +zdp')

}lз этой Фор}rулu следует, что если { 
'0 

, ,о .Е1

l= 0 получае..r В*- #, , В-= 0 . по" 6

При

l9



а

l,

, - 4пп+
в2

F,о

l

,2р' -р'
р' 2р2

- 4пл|
р'
й <0

6

-l

2

3

, бl+P'=0t
z l+2бl -0,
3 -4mпr fi,-O,ц l +бр': 0.

4
3

20
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!1,4ee*lrt >0 .пр" l<0 "#-4пп = 0 вuполняется В7=В =

> 0 , если d7э'+6 >о . Если f.O,d/э'* l r0, #-
-4rTln<0,,ojr-d?-61t iti,ai-lro . при

dp'+6=g получаен Dy=tj[P . по, tр'*6.0, f;r-l.п.О

",.., it = di-ltiti, dý-6 .О . Если #-4rпп=0,
dр'* 6 r0 , ,о .07= Д'.0 . "- #;-4tалrf,'hzа,l ,О

получаен Bt <0 . пр, /+ 2d7Э2= g , 1.0 вuполняетсе j*=Q

В-<0 . пр" 6+ 2dР2<0, 6.0, инееи l*>0, В-<0
пу"r, l>@ Посколь*, В_<0,Д_>0, rо/=-l. no" i-- /

инеен:

dp"+ 6

d'- t

{

/,=|+e|i,;

Fo - |/(l+ е| r)
g- l*0|t^C - rrё|i

При

t-Гд->0 i ?,-- 0<0 i

* м2с2 I+

Iг0 l+elc ''

DЕtz

р"no" F

0 [э
+ м-2 с2

с

т.е.

>0 |ol >0),

,
Такин образоr, пр" f,2! ,d > / нч построили разностшй аналог при}i(,]).i

некорректности типа при}rера Аданара. В caMorr деле

7з- /+ еУ i, ; /з= / + СSi, ;

,

|ro,,,r|.l " |yrl>/i
,.". l9lr/.

l<0,d, /, # 4пл<0; 4.-О^о>О, ii{+F5O,d.O,б rt

построить разностнчй аналог приriера некорректности не удаетсl. По сраэненио

с раэноётной задачей Кооtи ноэчх ограничений на Л в этой области не получе-

но

-4пп>О; dp'+1.o; [.g; d, t ,л".лfarQ,

т.е. .Е - чисто нниное число, и, следовательно, требуется дальнейцrее уточ-
нение.

2|
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,в.
пе" * -4пл= 0; ЕР' + l<O ; l. О ; d> / иl,tее].rl'l 

A=g!*p', в=Щ . i= l.а,-|'" E,,t '
no" Е -4пtлъ, о l l +idp' r0; {.о; dr/ ; dр'+ / 1Р

получае}r МЪ* .0 {:dt . Если l+earp+p; /.о ; d, /,

,о 8*=0; .В-_.0;Ах'<0 . По" d+!flP".0; 1.0; drl в"пол,"ет-

"^ В'+>0 $= -il; l-'O \i=!).п"о","етры д, 0r r Or, вычисляотся с

по..rощьо Формул (Ц.q), (Ц.q ). 3анетим, что пара..rетр" d, fu , вычисленные для

идеального газа, удовлетворяот HepaBeHcTBa}r:

l.-p'i Zdp"+ {.о; # 4rтчъ>0.

п) nycTb fi=/ . в эторl случае А-;_rr' B--6ffr6-p1 .

Пр" 6 >0 MoiHo построить разностный аналог принера некорректности. При

-Р'a6 a 0 по сравнению с разностно_й задачей Коши новых ограничений на Л
не получено. При остальнп, ar".,"rn"" / требуется дальнейшее уточнение. Ес-

п"-27э'.6.-,о', rо В<0; Д.0 0 = О) . поп 6{2p2-g и,{е:

.n В'-0, А.'О , наконец, nonl<-Zp" "nonr"""" 8>0rД<0 (i=-dl,
Ш) Пусть 0 <d < l , Прп { '0 ^о*"о 

построить разностный аналог приrltе-

ра неккоректности. Пр" 6<Отребуется дальнейшее уточнение. Еслп /=! ; то

!г,#- i !,r*i;f*' :.""' rn;!' 
;, 8 + . 0 f = а) . п о"

l+2dP2= g . получаеt. В+= 0. Наконец, no, 6<-2d,В' и,.tее,.t

В*)'0 V=:d).
|у) пусть Z= 0. в этом случае E:-l; Дr=-1Р'!lЩ), 

"Пр, l>0 ltoжHo построить разностный аналог при}tера '."*ooo"*r*o.rn. Прп k0
требуется дальнейчlее уточнение. e.nn l <0 , ,о Д1<0 l В>0 r:-d),
пр" i=0 ,,"""" f.. =- 2р'.0 ; В = Р ,

у) Пусть -/<d<0 в этон случае Д*a0; Д_>О , пр, 6)'0
можно построить разностный аналог приr.rера HeKoppeKTHocrn. t"пп l<0 , то

требуется дальнейшее уточнение. Прп 6<0 n^."^ Ду10 ; В*>0 r=-d).

yl) Пусть d=-/. В этоrq случае A=rffi8=-6. По"Q<l<РZ. 
"о*-

l,

но построить разностный аналог при}rера некорректности. При 6-0 no сравненио

с разностной задачей Коши новых ограничений Haln не получено. Если Р'a6<
22



.2р" , ,о /4 <0, В>0 r--l).nr" l--2p' n 
""^ 

Д.0; В= 0,

прп l >2р' получае,.r А,В < 0 ф: d), 
а2

уп) пустьd< - /, пр" l<0: lr0o h- 4пzп>0, dp'+

+ {.0; {rО, ff-4ПЛ<0 Mo*Ho построить разностный аналог примера не-

*ооот,1:.," ::" 
#ч-4rпл=0; 

l+dр', О имееlr A=ffi". о;

В=Уr 0 Ф-d) . 
"* #-ПпLп)0; 6+zdp".oi 6+d7з'>о

получаем А*<0,В+)0 ff--ll .прпl*2dР2=0, lrO и..tеем

А*,.0, Е_rОДчТi =-d)". пе"6+2dрrrо, l, о получае,.r

А*. 0; В*.0 ф-d) i В_>0 (i = - а).
Таким образой, при

lr0 ,,dr-t, !.О, d<-/i 0<!.р",d=-/; lrо,S-4пп>0,

dP'rL'0' ff'^o' 0,, !'0, d': .' разностная cxerqa (1 .5) с граничны-
..iи услобияни (1..6)r(1.6 } ( или (1.6 )) неустойчива. При

д2

dr-/, 6.-р', й-4*>0; -/.d. /, {<0 ; d< /, l>7з',

в2
т-4mп>-0
зрачениях n"o"^.roo. |, {

требуется дальнейшее уточнение. При остальных

по сравненио с разностной задачей Коши новых ог-

раничений на f не получено ( рис.rr )

ý5. Дальнейrлее уточнение значений ?rVbe

Из (3.3) получаеч

л к,t2- М-2п --Г'- a-l,|-2c2
2 а.l-

+
A'rb , *r)',,,

" 
- tDJ 2@+ f,,r)@-tir,r)

23
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l-|

t
0

3 z

З -4rпп * ,з'/1,1'= 0 i

z l+2d,э2-0.

/// - фласть, в которой ttolHHo
построить разностный аналог приr,rе

Е - обл.rсть, в которой требуется

lll - oбn".r", в которой не пост

Адамара (п. А);

дальнейшее уточнение1

п.А.

2ц

Рис. Ц



i
t 

"чr,, 
+ К|

r-КzZаз
z,э 21rtir,r)

rь.вая соотночrение (5.1), иэ (3.7) получаеrq:

0о,
( 5.,| )

(5.2)

В собlгнсчlениях (5.1l 0ltl l ?z определяотся по Фор}rула,.r 14.41 ,14.d1. vчи-

д,

i,р
ei"M-/(f -6).,

+ с
к| l)

то из условил |Nl < l

+i.!, ,$ll-t)
ltsll ,4 

t

| * lM-' lB*|)'

+у

-t

||=0,/1

А

l8!]
,lЙ )r 

;-,(;r ,Й-Ч-

8,

F,

+/-
2K,M't

'ЛJ 
- dl8rl)lдtl ь

(

- ffi,ttйT-dls-I)(f \m + lrnla,r)'] +

iM-' (м-' + фrlЩ + t Ur|'' * r,)lB*l)
?L

L:X' К,,/lЛgl

^(furr-)/iТ*l - lг,,llrl)-, )"м-', 4-- ,ffi -

-{(#/iП -lll*,f -;(f,ЩT */rд-l) }.

поскольх5t 9- l+0l + е'о, €=(f -rГ1)ir|; 6 = ,l'(;- +),
получаен

,[r -,п|-ч 4iM,'(f ,'lT (5.з)

в,
Б t-й

в,
<0.

2

1



Из условий lr,,r| a I

rl l i"M-'(la - #)

iде 11vI
к м-'А

следует:

пчцiм'(Б,-f) U*, - 2с,- l/-! -а.
в,

Put-2F,-b€-a,iffi]

(;frТ- а ra-r)(;rП; + l'-,,r-,)']"

<( is,Ji
u:

+ At'Oi
z-М-2

t
et Erl

t

д,

,
I

FI

|r" ;,f, + r BJ) ;

i,|й + dtv|'|lirl) _- i/lп-
tBrt)

z

м''lВ*| 2к,м,'[,м-|, flЩt+r
M-t

2!"l AJ

Ус,rовие |7ola / прrводпт к неравенству

2Q + lД*l>о,

При этом должно так).(е выполняться неравенство lYrl > t
l|ля анализа Фор}tул (5.3),(5.3 ), (5.3 )при конкретных значенrях пара-

лl 0
метров Q,rQ бчла составлена програ}rма на ЭВl1. Из численнчх расчетов ,.rожно

сделать следующие выводч.

Пусть f= 0 . прпd=0 ,1.0, начиная с некоторого 1-to{M)
,.io)llнo построить раэностный аналог при}rера Адамара (разностная cxeira неустой-

чива). Пр" lпW)< 61Q не получено существенного ограничения на Г по срав-
нению С разностной задачей Кочlи. При d= /, d=O,г t8ao1 пара,,iетрахе?
а,0 , соответствуDцих идеально..tу газу, ограничений на Л (по сравненио
с разностной задачей Коши) не получено и разностного аналога при}iера Адаrrара

не построено. r.рч fi,=-О,Г d<О), начиная с некоторого d=l_(M) ( при

8a6-tMll , получено существенное ограничение но f по сравненио с

26
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разностной задачей Коои (рис.5)

нчй аналог ,принера Адамара.

Пусть l- | . При' ff= |

пр, l>!-tM)

ниlо 9 разностной задачей Кооtи) и не построен разностнчй аналог примера Ада-

лара. прп ff-Q ,1.0 , начиная с некоторого l = lrИrl) (l<6rotПi ,

}rox(Ho построить разностнчй аналог прииера Адаr.lара. по" {rоlМla la lro(M)
получается с)дlественное ограничение на Р по сравненио с, разностной зада-
чей Коши (рис.6).

По" !>tro(M.) не получено ограничений на r и не построен раэ-
ностнчй аналог при}tера Аданара. Прп ff= 0,f, l </ получено ограничение на

г , если lrrtM1 . l. l, tM) (рис.7).

При остальных значенпях l не получено ограничений на l'| и не пост-

роен разностнчй аналог принера Адамара. Еслп d=-0.5 , 6a0 , то получе-
но ограничение на Л np" бzэ(М ) < 6 . 6r, (Ml (рис.8) .

пр" { < l, tMl 6rW l a {rrЩ)) }iox(Ho построить разностншй аналог
при..rера Аданара. При остальнr, a""""r,n"l< / не получено ограничений на /
и не построен разностнuй аналог принера Аданара. При параrrето"" drl , aооr-
ветстэJ/шlих идеально1lу га9у, ограничений на Л не получено и разностного
аналога прпнера Манара не построено.

r.tol|(Ho построить разност-

не получено ограничений на Р (по сравне-

3аклочение

На основанип вшлеизложенного }rox(Ho сделать следуOщие выводц.

l. В работе исследуется влияние граничнuх условий на устойчивость явной

разностной cxer,ru мя с}iстенч уравнений акустики с граничнul.lи условияr.rи на

ударноЙ волне. Сравн5вая рис.1 и Ц, rrolKHo утвер,rдать, что области napa.{eтpoв
0

а, 0 , мЕ которчх не вчполнrется условие Лопатинского и для которь.х l.to)|(-

но nocтpoQlтb разностнuй аналог примера Адамара, практически совпадаDт.

2. В области пара}rетров d, 6 , для которчх не вuполнено равнолrерное

услQвие Лопатинского (область Ul на рис.l) либо получаотся с]/цественные огра-

нпчения на Л по сравненир с разностной задачей Коши, либо удается постро-

ить разностнчй аналог при}rера Адаttара.
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