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крдЕвыЕ зддчи дrlя oБOБFIЕннO_эллиптичЕских

СИСТЕН ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВllЕНИЙ

Р.С.Сакс (Новосибирск)

настояlцая статья является продолх(ением работы Et ] , где бuл введен и

иэучен класс обобщенно-эллиптических систе."r диФФеренциальнuх уравнений, со-

дерхаций в себе систеr.tы, эллиптические по Дуглису-Ниренбергу. В отличие от

последних этот класс не зависит от выбора исходного порядка строк и столбцов

оператора систень., а так)fiе от вида, в Koтopo}.r записана система. На при}jtерах

нетрудно убедиться, что, используя это свойство, но).(но получить нётеровость

краевой задачи в различных пространствах. В [lJ была доказана гипоэллиптич-

ность обобrценно-эллиптического оператора с бесконечно диФФеренцируейьO.iи коэФ-

Фициента}rи, аналитическая гипоэллиптичность операторов с аналитическиtiи коэФ-

Фициентаr.rи, а так)l(е были сФорr.rулированы основные Teope}rн о нориальноЙ разре-

ши..rости (нётеровости) операто:rа краевой задачи на многообразии с крае.{.

Цельо настоящей статьи является доказательство этих теорен. Илrюстрация

полученнuх из них результатов для различннх систе,.i уравнений }rате}rатической

Физики, таких как систены Наксвелла, Стокса, кристаллооптики и д9угих, в ста-

ционарноr.i случае, когда описываеirь.е процессы зависят от вреиени по закону

eC"t , будет приведена в отдельной работе. Для краткости ,{н не будеr,r повто-

рять определений и обо3начений D], *ро"" основных, необходиr.ruх для пониl"tания

текста.

Статья состоит из двух параграФов. В ý l Форr.rулируlотся основные резуль-
,ar" t3-5] с некоторыr.rи дополненияr.rи, необходиriiыr.iи Hal.t для дальнейrдего. В ý 2

доказыааются основные теоренч.

ý l. Длгебра операторов Грина

В этоr.r параграФе кратко излагаотся основные результаты работы Е3] с не-

котор5|r"iи дополненияr,rи, необходи}iы}iи нам для дальнейшего.

Пусть .1В - многообразие класса Гф с гран,.цей Г " Е rЕ' (соот-
- -l

""rar""""о F.F' ) - векторные расслсrе"rя "а / (соответстве""9 ,а f ).
В Е3] изучаотся операторы вида
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а
р +G к С* (Л,Е) с* (D,Е,) ,

д=

PQt, -

h!; t",c

Ф
оо

Ф (1)

(2)

а с*(г,F) с F'
называемые оператораr.rи Грина, которые содержат, в частности, операторu,

описываlощие классические граничнь!е задачи, а также их регуляризаторu (пара,

rrетриксш) в эллиптическо}r случае. Натрица (|) состоит из следуоlцих элемен-
тов:

Р- пa""додиФФеренциальный (п,д.) оператор, удовлетворяlощий условиD
трансl,tиссии (таковьu,tи являотся, в частности, диФФеренциальные операторч u

их регуляризаторы в эллиптическоrч случае) . РЧt -= йl l -
цо=Qои_ _ продо лпение lf нулеit вне ; 

'u 
= ruОlЯ ' ГДе

fi - сиrгулярный оператор Грина, который переводит обобщеннне

Функции в Функции класса С- (Q) , но может не бчть регулярны}r вблизl.

границы. Такие операторы возникаот, например, при описании вариации решени8

эллиптической краевой задачи, когда изr,rеняDтся краевые условия;

К - a }iатрице (l) оператор Пуассона. 0н возникает, в частности,

при определении решения однородного уравнения РЦ - 0 , гд€ Р - an-

липтический (псевдо) диФФеренциальный оператор в терiiинах граничнчх значе-

ний',

f - oneparop следа, пр9дс

оператору Пуассона, и классических

4 - n.o. оператор на границе

Наконец, а . это п.А. оператор на границе.

Сенейство операторов Грина обраэует алгебру, так как cyl.tlta и коl.tпози-

ция двух !rатриц вида ( l ) является l*атрицей того )|(е вида.

Пы пользуемся этиl.t свойством операторов Грина при рассirотрении компо-

зиции одной эллиптической краевой задачи для диФФеренциального оператора с

регуляризаторои_д,ругой такой задачи. В полупространстве Р= R; с грани-

цеа Г З C'eRn'', fto:0, на Финитных Функциях эти операторы (с точностьо

до сглаt(иваюtllих операторов) определяЕтся следупlциr.i оijразон:

,' :il};. :' ::: 
^:* 

; i#l 
*Т" 

" " " 

:' : ;"

" 0f lay - нор,.rальная проиэводная.

т )(

Fr'-, pb,l) F"- 
€ 

ч (а) ,suррц с Q ,

F/*, h;"Г" Ь,{) Fс*| uodl), о= (с|о)<г,

',€о) ? аналитическое продолжение Функции ?(€")где
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ни)(нlс|о полуплоскост" !* (^<0; tlо=GоЦ = Ц прц Iп> 0 п равно / при

Хоa 0 0ператор Р- удовлетворяет условиlо трансr.rиссии относительно
границы, если Функция Р(Д€) (в скалярноr,r случае) и лобая ее производная
по f, ,а ,р"r"ц" f допускапт разло)r<ение в ряд

\0lо,Г м,ч\ хо'0 5(

+ i о_(о,,€,) g,' 
. i'i) , (3)

к=0 ^ '' 5 ' (a ý'> + i(o)K+| '

^d- s ^d+tгде d, a 5r.о , Ок - быстро_ убываощая последовательность . Jr,o

tc".[6] );' < ý} = (/+ lý' |' ')Ц .Тогда операт оо РО и,,rеет порядок

d , а его главный сиriвол - это однородная часть Рrc.t) cTene"n /
при достато*rо больчlr, | ý | Такой оператор непрерывен в пространстве

ра , Г; (F) _ с- (а) и проАол)fiается до непрернвного.оператора,

действуЬцего " 'oo.rrJ,.r""" собоп""" РО: Нfur(ё) * Hf;d tFl
для лrобого действительноrо 5"> - l/2,

1,1атричный оператор PlJ "^aa, 
векторный порядок (pril , если порядки

пQ п.Q
операторов Рr| , составляющих ,.rатрицу Р- , не превосхоА^, ""селРllti
( Рt, " ti -'*o"nor""rr, векторов р " t ). Такой оператор непрерывен в

пространствах

Ра , 

'::, 
(D) * Н}rР tal Vs , s+l >-!, (4)

! таково, что j,* t;r- i
lqiCl- Функция класса 

og- 
," R

d
_ý- zJat

,L-0 l

+€,)€:о

т. е. число

Пусть

лоtfiение в ряд

где ар
оператор

для любых
а-| а

j
х R , допускаощая раз-

(5)

Тогда скалярнuй

рф

Р-0

(<€,> - [lo)
l р,, {)-> 0рь, ,€')

(<r} + i{o)",

- быстро убчваlоtцая последовательность . S|o
Пуассона К пор"д*"d впространствах KlCf,D _С-(а)

определяется как
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Аналогично предuдуце}rу главная часть оператора К определяется главной

однородной частью lb,{) no r "r.n."n d-/ npn |(l>R.
0ператор Пуассона_ продолжается до непрерывного оператора К :

Н;:; r)*H;;O(al для лобого Аействительного 9 .поэтоiу, уточ-
няя определение порядкаr l.tы cкaжer.t, что такой оперотор Пуассона К инеет в

пространств 
"* Н 

g 
порядок d -i ,

Иатричный оператор Пуассоr"^ ( и.riеет в ,{ý ""*rооrый 
порядок

(р, |-!) , если порядки его элеr.rентов Kii не превосходят чисел

Pi+hj - t Тогда он продолжается Ао непЁерuвного оператора

,+L-! ,

К , Н:;' (г) * н'r! tal Vsс,р 
l. 

Kll

Kr@l:Fi'*" l(o',€) Fr,*1, tг(с').

Кrч@)= Р (t(а') d ta,l|r" z Ci (Г) * t* (D)

*о(о', { s! +

(<€'> + il)P
Я"r@',€') (<€'>-ilnlP+l l

(6)

и удовлетворя-

(9)

Пусть Р - ".о. оператор, определенный в окрестности а
оtций условио трансr.rиссии. Тогда оператор

(8)

является оператороl"i Пуассона.

И..rеет ,lecтo и обратное утверждение: лобоli оператор Пуассона ,.io)xнo пред-

ставить в виде (8) (сr.r.[З] ). Пусть t @'r€ ) _ qункция класса С* на

RО-| * Ro , допуска0|llая следуDцее разло*ение в ряд:

,,()It
L-|

|F0

+

^ d-s
где o(ý a Dr,' и

Скалярнuй оператор следа

- быстро убuвапttая последовательность . S';'
пор^д*. d и класса N в пространствах

опре4еляется как

ао
г'

Г э Cf, (а) * С*(Г)
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Гч (r' ) = (Fi,*",I' \ r ь',|) io {€)tr о, (1о).

где Ёt " ,l/e_ - oKpyllcHoc'b больltого радиуса, лех(аlцая в верхней полуплос-

*o.rnu ir' " '1а 
(п> о ,, t tS) = Fr*, u [с).

Главная часть оператора Т определяется главной однородной частьо

ttO'rE) no ý .r.n."n / ne"lr|>P 0ператорследапродолжает-

ся до непрерывного оператора г, Нk,t7l*н}rо-'(r)Аля лобого
.r> Z,-/ no"ro"y, уточняя определение порядка, .,tы скаже,.i, что такой опе-

ратор следа иriiеет в пространств", HS порядок d +1
натричный оператор ,п.д" Г класса 7 n"-.", ! Н' п.орядок |rtrtl,

если порядки "rolln."""ro. Гli не превосходят чисел qltirI Тогда

он продол}кается до непрерывного оператора

l
т(г) (11)

Имеет r.recTo следуlощее

Утверждение. Операпор Г являqlЕя опеwrпороr-1 слеОа поеОа u mолько

поеOа, коеOа он лмап fumо запuсан в вuOе

TzH
s*/

Фrпр
(о,) 

- 
Н' ," Vs }z- t-;.

rTt

Гц -Zbt

еОе аi-п.а. опеwпорdна Г,
лелlворяацlе ltсловlлю ,пwно"аrссаu Е31 ,

наконец, пчсть | (а',{', €о, Zo
кает разло}кение в ряд

(12)

- п,О, опероlпор, "о D , уОов-

)еt*(RО-'*RО-'*R^R)

l.)
р?

l,

0, (Р,О . u

(< €'> - i r)" (< {'> + i2)'
r 
*Znroor, 

(с',, {' )

(<r} +i€)F' (<r>- ir)/r' '

допус-

( 1з)

где l,, - ,"r.опu операторов Пуассонадорядков d-l; а р" - быстро убы-

ваюlцая дво}iная последовательность a D/r0

скалярный сингулярный оператор Грина с порядка d . и класса

9о



7 в пространствах 0 z Cf, (D) - С-(а) Qпределяется как

\r(o',ý',ýo,|)Io(|',rold?o. (14)

0 определяется главной однородной частьlо 

'k',(rro)
no, l( |'+ g| > R . 0н продолх(ается до непре-

l

Главная часть оператора

Gцrоl - Гi'-п

n" ({, |1) .r.n."n d

1)
Р"+ G К

д:
га

рuвного оператора в пространствах

6,НLпl(а) * H};d tЛl для лпбого +, с-!.

|riатричннй сингулярный оператор Грина класса | имеет векторный порядок

tp,t) , если порядки ".о "n""""ro" 6;7 не превосходят чисел Pi+t j
Такой оператор непрерuвен в пространствах

b+t
G: Нслтtр (а) * Hsr'rP t1l Vs, r-t

Эквивалентно следуоцее определение сингулярного оператора Грина (14): сущест-

вуот две последовательности операторов Пуассона К,. пор"д*" d и опера-

торов следа Гi нулевого порядка и класса 
' 

l ,"*n., "rо G-2\Г1
является б".*J"""rо сгла)(иваlоциr.i оператороl.,l Гри"а f3] .

Все опп^деленные вuше операторы инвариантнч относительно замены пере-

14енных, сохраняпllей границу, поэтоr,iу они определяотся также на гладких се-

чениях векторнuх расслоений на бесконечно диФФеренцируе}rо}r "ногообрази,п ?
a *р""" f (cr.r. ГЦ] ). Пр, этоrit остаlотся справедливы}tи утвер)fiдения о неп-

рерывности операторов (4), (7), (111 r 1151.

Ны скажеrr, что оператор Грина (1) ,nree, " ,9ý порядок (P,q+/z ;

t, к-lfz ) , если операторы Ра+е,Г,К " Q пrеюr'. fu''- порядки

tp,t), (1+//a,t ),(p,l-t/, l " 9t|/z ,l-/r)=(q,l) соответствен-

но (очевидно, векторный порядок on"paropa /4 определяется неоднозначно).

D

( 15)

(16)

Такой оператор Грина на Ko.iinaкTнor.r r,rногообразии

пространствах

непрерывен в

H'rt (л ,Е) н'' tD,Е')
Ф+

,'*t'|b 7, F) н Ч-|'( г,F ') ,

Vý>sr,

где цо задается ограниченияr,rи в Фор}.rулах (4) , (11) и (15)
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0пределяотся внутренний и граничнuй сиrlволu оператора Грина. Внутренний

сиl.iвол оператора А

лон п.д. onep"rop" Р
порядка Р. 9 + |Ь :t, l - l/zl
по9яака (р,{1 (см. Форrrулу (2))

o:r'U) - о,р,t) (Р) - P}o't'ra{), (с,ilеr|(с), (17)

0н является гоиоrlорФизrlоr.i векторных расслоений "а f '(1В) , ,.е.

,:,О(А+в) : б[,hш + фt'ш),
, чS,"'(А , 8) : оS,t' t,чl . о !,z' (в). (18)

Далее определяется граничный си..tвол О-(Д) Это матричнчй оператор Ви-

нера-ХопФа, зависящий гладко от параметр 
"'(С'r€') еГ' (Г)и действуочtий как

tОr"IGо,?о1 lG,7

)п

совпадает с сиr.iво-

(19),,и)|2)- 
rii::;

гае p({o)-poPl'|t:{,{^) n т.д.

,

раторов

ранства

аrU) z

- главные си}.tволU соответствуDцих опе-
(crq. Формулч 16l,(12),(16)и (2О)). Этот оператор отображает прост-

(2о)Е
д

Нч'ф
Ф

Fl

н! ос
Ф

F
где \) - ,орr"ал"ное векторное расслоение, ориентированное направлениеr.t

BHyTpeHHel'r нор..rали * Г ; Hf,- noo"rra'cтBo }rep на ! , пiотности которых

I Krl ? С- (к) Аопускаот аналитическое продол*ение в ниti(нlоо полуппос-

кость t7n|oa] и исчезаот на бесконечности (здесь Хп-0 - локальное

уравнение гр"rrпц., f, (о- а"ой"r""нная перененная) . Гфничнчй синвол так-

х(е является гоtiоr.rорФизмоr.r, т. е.

оr(А + В) - оr(Д) + ог(в), ,r,,

когда поряд*, on"p"ropo" / " В совпадак)т; далее, ".nn 
on"p"rop' / и

В . 
и,.iеют порядки (p,g+|z;t, h, - |е\ " 1,-{,-l.+lfl;t,L:lе) , ,о опера-

,оо Д О В и}.iеет, в частности, порядок (рrg'+ lf2i zr'b-|/e| и его гра-
ничнuй сиrqвол
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о, (А" В) - оr(Д) " о, (В). Q2)

В ЕЦ,s] указUваотся так}ке Форлiулы для вычисления полного сиrttвола ко.{позиции

А " В операторов Грпна Д " ý через их полнче си!tволч.

Нежду внутренним и граничнч1.1 сиitволаl.tи оператора Грина имеется связь:

коэФФициент рl,€п) в операторе (19) - это след на границе Г внутреннего

си..iвола бр(Д) .

Опер5iор Грина Д порядка ( р,лg+'l' ,t , K-l/z ) с квадратнu}r

t( ' ll - }rатричнuй операторо!{ РQ' ,"""."ется эллипти "..*n^ . .F ,

если его внутренний сиивол Оо(Д ) 14, rl и граничнuй сиr,rвол бг (Д ) Юi|') -

обратиr.ruе операторы an" п,оо"i(g,, il€Г|(а) " @|€|) e/(r) Такой

оператор Грина буден назчвать еще квадратннlti эллиптическиl,t.

Эллиптический оператор Грина (16) имеет левчй и правый регуляризаторu

Е3], ,.е. ,.to)(Ho построить такие операторы Гр""" ДL n ДR , что

АО .А: I + N| , А,ЛR = 1+/,/, (2з)

(здесь lV; - О"a*оrечно сглах(иваlощие операторu , т.е. интегральные опе-

раторч, ядра которuх бесконечно диФФеренцируеlru по всен пере..rеннчr,r Г3].).Всл,
многообразиaЕ *orn"*Tнo, то on"p"rop" ,d; вполне непрерUвнU в пространст-

вах (16) . Имеет }.tecтo слеауощее

У т в е рrкде ни е С3, l 2}Эллиптичность каадратного оператора Грина необходи-

l,ia и достаточна для его нётеровости в пространствах (16).

06общим понятие эллиптичности на опе

матричнUн (t, лt) -"^.:":";,i""; iё ; Z:v""."r]H""j,;,":H::';;"""
эллиптически" g О , если его внутренний символ 6л(А) " .р"r,п"rнй син-
вол Ог (il- обратинче слева операторч на Г'(l?l 

nn Г'(Г) , т.€.

Кепоо(Л - Ф ,. Г'(Е),Келаr(А)-d "" r'(Г). Q4)

Ножно показать, что опl

ет левчй регуляризатор

Ны воспользуеirся

rp,g+t:il l гд€

r.iи краевua,tи Условиял,rи

ератор Грина Д , удовлетворяпций условию (2Ц), ине-

АО n hp" /r> ! ) не инеет правого регуляризатора.

этиl,i утверхдениен в случае, *оrо" 14 - (rr" ) порядка

Р - дпФФеренциальный оператор с диФФеренциальны-

Г t,p (с.|) " ttц€)- натричнче полино}.ru по ý ) .

Тогда первое условие в (24) означает эллиптичность оператора Р {Ц D)
в обласr" Е , а второе - то, что oneparop Г накрчвает эллиптический

оператор Р
[ействительно, пусть в окрестности некоторой точки ./ на Г введе-
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ны такие коорлинаты (y|Z) -,) уравнение границы иr,rеет вид Z-0 и

Z >0 в t2 ;, nyir" f,- произвольный нэнулевой касательный вектор, а

il - единичный вектор BHyTpeHHet-r нор}rали. Тогда, поло)flив € - Г+tУ
условие or l Д) iо - 0 запище}r в виде:

Ъilп(у,"*til to (у,г tl,,)f- о , 4rtl), HI , (25)

д,*

\ tr(у,t+lr)ZоQ,г;h)dl =о, (у,с)еr|(г), (26)

Согласно утверх(денио (19) из Е3]простраr.r.о Hf, является образоr.i Фурье-

Функций uo(z), которые равнн нулD пр, Х<0 , принаАлех(а, *n""ry (-
при Z>-0 (в частности, и}rеDт пределы при Z+*0 l " при |**6о убыва-

roT бuстрее лобой степени Z (Br.recTe со всеми своиltiи производныl,iи). Следо-

вательно, вектор-Функц,я ц0 Q,г; g) - tr;|* z\Y,"J|"o" ioe Н|
удовлетворяет указанныl.i условйяrr. Применяя оператор r ' к paвeнcтBy (25),

получаеr4, "rо а0 (Z). удовлетворяет систеr.rе

po(y,,г-iyd/dz)ao(|,T; z):0, z>0, Q,7|

и условио на бесконечности

u о (|,t i Z) * 0, 2 +*оо V{у,t)rГ'(Г), (28)

Далее, условие (26) эквивалентно краевому услови|о

to ч ,г- il d/dz) цо ( у,г , u)l, 
=r г 0 , (29)

(ю)

так как известно, что

z\rt- I,tt )tt : Frdldr)r чо@|r=rо, ЕоеН!.

}lTaK, если при Фиксированно,"t (У,Г) е r'(Г ) вектор-Функция

ХоеКеtог (Д) , ,оцо(z) - ее об-рат"ое преобраэование Фурье - является

решение.,r задачи Q7)-(29) прч Z20 и равно нула при Z(0 Легко ви-

деть, что для эллиптического on"p"rop" Р иr.rеет ,.recTo и обратное утвержде-
ние: если {lo(Z) - лrобое решение задаqи (27l-Q9) пр" Z20, равное нуло

при Z10 , то ее образ ýу9ье fi^ принадлежит ядру оператор" О_(Д)
Граничнuй on"p"rop Г ""*ой"", эллиптический оператор р ] 

".n,,, 
a"-

дача (27)-(29) на полуос, Z>-0 илiеет только тривиальное решение для лrобой

т.очки [ Ц,Г ) е Г| (Г ) . Такилr обраэоr.r, Г .""*рr"ает эллиптический опе-
9'. с t



(

раюр р тогда и только тогда, когАа операт ое бr (fO) """., тривиальное

ядро, что и требовалось доказать.
В.А.Солонников Е7], изучая эллиптические краевuе задачи для переопреде-

ленной систенч диФФеренциальнUх уравнений, построил их левUе регуляриэаторы.

Другой способ построения и явнаl lDор.,rула левого регуляризатора эллиптической

краевой задачи в полупростр"r"r"" ,?f для rлавной ""rr" До оператора

А : \r ) приведенч авторон (cr.r.Г2, ý l,, (З7) ). Используi эту ФоР,.rуЛУ,

нетрудно построить, так же как вЕ3, ý 5J, левчй регулrризатор 1|t onao.ro-

ра / , удовлетворяtощий соотнощенио (2Зl , ч убедиться, что он инеет вид

,4L=(i"r:((p')orc к) (з1)

и его порядок равен Ft:-p.-q-+). Поэтоlrу если Д, - ооrrоО оператор

'о""" ""о" ,(||) , 
noo"o*"-tb,y7!rt1 , ,о *o,.no.ruJ" Д,оДL ииеет порl-

оо* И,7r*t l.PrTi / и представи..tа в, виде

А,о дl : (:;" ), ((р')о* с К): (o;i'n 
* 

'' [,')rn, 
(з2)

где операторч со lлтриха r" а!К'rГ'rаl "полн€ 
определяDтся согласно Форнулан

конпозиции, " N - бесконечно сглах(иваlоций оператор, т.е. олератор, полнuй

сиявол которого равен нуло. Еще мы буден говорить, что zV- on"p"rop no-

рядка - о€ . В дальнейщем всtкий такой оператор буде}r обозначать ."о"a UV

без дополнительнuхтtояснений. Далее оператор Грина Д , (dr/,,) -rarpnr-
пl?

Ht.,i операторон lJ назове!i коэллиптически..., если его внутренний символ

а9 (А) , его граничнчй си..rвол огtА) обратимu справа "" Г|(D) "Г'lГ)
соответственно.

Коэллиптический оператор.Грина А ийеет правuй регуляризатор /Лп
не инеет, вообrце говоря, левоrо регуляризатора. Если ,4 - 

"пп,ппr"ческий
оператор Грина, то сопряженнuй к нему оператор А* коэллиптичен. оператор
(31) такхе коэллиптичен.

Наконец, так же, как в работе Е8], "ч будем использовать некоторые ло-

кальнче (точнее, riикролокальнче) понятия.

Локальнуй порlдок оператора Грина А . у"по"ой окрестности !,f,Lr'lГ)
определяется его локальныя си..rволо.. бг tд) . Ц' : Tn ао" си,.вол

ао(П рассиатривается в угловой окрестности l/СГ(g)r),t2Сt?, такой,

"r" It ПГ| r)=Ц' . Фоцrулu (21 lч Q2) для граничнuх локальнuх си..rволов

сохраняотся в силу принципа локальности, которuй остается неиз,.tеннuм по пе-

ре,.iенныr,t [х',е')еГl(Г) (см. f5, ý 6]).
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i(вадратныir операjор Грп"а / называется локально эллиптическиrr в уг-
ловой окрестrости !],' , .rn" его внутренний сиr,tвол Оо(Д) , граrп""ый

сиl..lвол о-(д) - обратlr"ые операторы 9 U " в l,/.i 
*.ооr""r.r""rrо,

llп7''(Г)-цl .

Дналогично определяФтся .покальная эллипт.,iчность и локальная коэллиг;тич-

ность для неквадратных операторов Грина.

Нетрудно доказать следуDlцее

Утверждени е. В эллurtlrаческоr4 опеwmоре Гwrа Д=(|)
ваёелumо кваOраmной локаllоно э!иuппацескut

е ое А = { р j - -"",#.:-;ffi::::Т":#ц'Г"': ::"" i::[!,
почкLl uз 'i' (Г l

ДЬлее сператоры iL " Дr называкrтся локальны^iи реrуляризатор€ни

сператбра' ГЪина Л в окр€стностп Ц'е^Т'(Г), если они удовлетворякгг со-
отношёнйD (23} с on"o"roo*" ,V) n fi, , и.,rеrлци1,1и fiоJядок -оо в l/' ,

т.е. йх полные силrвJлы paBHu 
"у,rп 

в |,ll

используя свойство локэльности граничного си.itвола, нетрудно доказать

( с;а. f3, ý 5, п.! ) .neavnree утверждение, аналогичное леr.iме из ý l работы

А поряd*а rp,g+!:t,K-t) 
" 

l/'
[s] ,

Лемма | . Для опе,р.тпора ГРuна

слеOуаi{tlе упверfrенuя wбносuлоньl :

а\ опещпор
б) операпор

эtиuплачен в л,д
д it' , коmоwй, яв-uлееrп левай локмонай рееумрuзаmор

lяясё операпорач Грuна поряОка {-tr-K+t;-p,-q-t) , коэ!Lлllппа)це, в [/l
Еслч Д - *"ооwлнай опеwпор Грчна-эмллпr,пlчеil в !/' , ло oli чмееm

rra.Фce пwвай локалонdй ре?алярuза]поо Д 
* , копорDlй о,ичцаепся * Д' на

операпор ,fr поряОка -- в Ц|
Сопряlсенный операпор А* mоlе l)Jvleaп лока/lьнDtй рееалярuзапор,

ý 2. Краевые задачи для слабоэллиптических систе}i

Пусть AtЛr O/trl - слабоэллиптиче.кий . облас'п G оператор порядка

(ýrl) и степени |2Q , т.е. суцествует цепочка эллиптических в G опе-

раторов Q,, trl..,, ар порядков (9,,-S).,(9э,-S,_'!,,.,r(|,р,r-Sр-1)
соответственно такая, iro on"o"r"o /,r: 0"Д- ар .,0| Д имеет поря-

до* (ýр, /) и эллиптиt!ен в области 0 3десь Ъо- 9,ýr, ''''Ь ".|l,,..'?p-
целочисленные векторы различной J|ли1.1:l , удовлетворяlощие условио ?jI Oj ,

j - /r,,; t Р (т.е. коr.rпоненты вектор" 9i- Si неотрицательнн, и их cy,.r!"ia

la,-s,l>0 ).
't Hl, r.rетод иэученйя краевых задаri для слабоэллиптического диФФеоенциаль-

ного оператора / aоarо"т в переходе от эисте!ъl

,
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АЬ,аl|dц@)-{tq, ссе, (1)

к эллиптической (и в общеr.r случае переопределенной) систеr,rе

А, tr, |lac) ч @) : Эо { tcl , tе 0 , (2)

0чевидно, систе,.rы (1) и (2) эквивалентны на Функциях класса С-G), если яд-

ро оператора Дr= Qо,,0, тривиально. В противноlr случае мu добиваемся экви-
валентности, накладывая дополнительнUе краевне условия на вектор-Функцио

r = дц-{'
СLАц- I)lг:0, (з)

причеr.r оператор г и}rеет вид

р

с R2

ности

z >-0 следуццей краевой задачи

а

Rrа*,,..0|
где R; - ,о"r"*rые операторы, накрываюцие 0i (R* отсутствует, если

"дро 
опЁр"rор" а* конечномерно). В силу 

"nn'r"nrr.,"oar" Qi , такие операто-

ры всегда суцествуlот 1crr. Е2, теорел.rа l] ). И., ска,.(ем тогдj, "rо С7 допол-
няет оператоо Др Так как ядро оператоо" (Qlr0) - конечнонерное про-

странство, базис которого состоит из вектор-Ф5lнкциl-r, бесконечно диФФеренцир}F
еiiых вплоть Ао границы е [Z], ,о оператор (OorCn) так*е имеет конечно-
iiep'oe ллоо fJlp1 с базисон h,[or., ,, hn tci ' . Эrо ядро l.io,(Ho ликви-

дировать дополнительныl"t краевы!t условиеr.r вида (3), либо условиен ортогональ-

(4)

(5)

Легко видеть, что систеiiа (1) эквивалентна систеr.rе (2) с условияни (З)r(5),
т.е. ядра операторов Д " (Др,l:гДг) совпадаот, а их обраэы находятся

во взаиttно-одноэначноr.t соответствии. Условия (5) в конечноr.t счете приводятся

к дополнительны}.l условияr.r разреши,.rости краевой задачи для систсtы (1). В нас-

тоящей работе r.rы не интересуеr.tся индексо].r краевой эадачи, поэто..rу без ограни-

чения общности буде}r предполагать, что для лпбого ie а,п) операторн

l
е

(Ац -t) l, @)dt=0 , j : |,.,.,п,

(Q;, R;7 )

06означиrq

, а следовательно, " (ДрrСr) , иiiеDт тривиальное яАро.

""r"" ИI| линейное пространство рещений на полупряr.tой
д
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бq1l ДrЧ,it +,l d/dz)tг(/,Гi2)= 0,

tr(у,с;z)*0, z*+oo, (6)

сrr1,(СД)tу, iг+лd/dz) [ (у,с: z)|r=ro- 0,

зависящей от пара}rетр" LуrГ)е Т'(Г) , гае !сГ, f,- произвольнчй ненуле-

вой вектор,касательный к /' а точке У , а /- единичнчй вектор

внутренней норr.rали.

Леr.ri{а 2 . Простпранстпво йq слабоэtцurтплческоео опер.mор. Д не

заеuсum оm проuзаола в воtборе операпоров чепоurа, ао ч чtwееdg чсловuй f,"
Доказательство. Повторяя рассух(дения, которые лlu привели в конце

ý l, легко убедиться, что пространство й! npn Z>0 совпадает с обрат-

ныr.r преобразованиеir Фурье эАра оператора :r(!:n) - граничного си}rвола

оператора (r!Л") порядка (S.C+!:l) . По"rё"у леr.rна будет доказана, если

}.rы покаке},r, ето ядро не зависит от произвола, которчй инеется при выборе опе-

ратора (9r) Утверждение локально no (Ц.dе Г'(Г) , поэтону заФиксируеr.r

,о**, 10,)9Л 
/ n в"6ер.r_. !о оператор'Ио , который npn oan, д к квад-

o"r"o""'on"pa'opy lr:i)l ' noo"o*"o Ф,ll, эллиптическо..rу вl/гловой ок-
pecT"ocTn Ц 

"rой/ 
rо**r, n on"p_"rop.{. , который допол"лет D, в ок-

рестности цLцП r'r). Пуrr" ф' ,0;'l - др),гой такой же оператор. Так как

ках<дчй из этих операторов иr,rеет левuй локальный регуляризатор, то, согласно

ленме l, они связанч соотношениеr.r

ff:)
,"^"о!.-о\?;)\

:!иi.u;)^
_*в Цt

1а(?:)-о, rЛ=ч,({) 
rо,, 7

?Y, и аналогичн о 61 on"o"roon Грина, порядки которых

'iJ"?"' "е; €э $), t'r t ;;ýе1- q-I) n е'= (ýр, t+t ;

соответственно, где 8рrirrt^и N' - 
/лэрядки строк операто-

"t'A соответственrо|, "' rt " i'- операторы порядка

Покажеr.r, что порядки сператоров Э' в некоторой окрестностиь и

{i "^ 
цi

аr,Сrд)
в точности равны 4 и €| ltействительно, дополниr{ оператор

оператороr,r .neaa fl, порядка (drt) ,"*n^, чтсбч граничный сиlr-

tiо, trА , В, ) ' бrп обр"r,."'" " а', а Ui r гд€ а;вол оператора

9в



лl
др

trA

вг

f

i,
trA {8)

0

I(,
fr,

0
+

8г
Из соотношения (8), сравнивая внутренние и граничнuе си}rвопч и

кальн)Ф обратииость внутреннего и гра ничного синволов оператора

t' " а; равен ' и

'ii)i'cj,};,
легко получаен, что порядок оператора

l,
Сrд

в

*N*
hс

' "^.", . Ц j поряАо* 4' Далее

ц
trд

iг

R

(:,) =

lд;
ur\O;n

(9)

tАналогично доказuвается, что оператор

из соотношения (8) иrеееr.r

откуда следует, чtо Кйб,

.Ц 2, (1о)

. Аналогично из второ-

)-u 
(b)+V)

фл)с 
ке)Lбг0:^)

го соотнощения в (7) вчтекаетr,обDатное неравенство. Итак, ядра операторов

"r(t,trA) " 'rlД'о , i; l ) совпадаlот в достаточно }rалой окресг
ности точки (уrt'lСГ'(Г) . Леr.rна 2 доказана.

Если размерность rП(Уrt) пространсr." t|l^+ полох(ительна, то систе}rу

(1) дополнин краевь.}rи условия}rи

Е@,0fаdu(Dlг:fр'), с'еГ, (11)

,о. 8 - G,xt) -..rатричнь.й диФФеренциальнчй оператор порядка (lrt) " *оз{.-

Фичиента..rи класса 0- (Е 
) , Z ? mо- rпля rп ( ! аП ,

3аr.rечание. Как показь,вао, пр"i.еЪ.i Ilb], a(frd нох(ет не бчть постоян-
ной на связной "".r, Гl(Г) " п(ц,С)> 0f2,

}lч скашеи, что граничнчЯ опJратор /- дополняет слабоэллиптический

on.p"rop / , ""n" 8, накрчвает on.*loo (Ар rСгА) . Л"*"" 2 обосно-

вчзает это определение.

ш9учин теперь пtюстранства, в которь.х действует слабоэллиптический опе-

о"rор ,4 , Пусть l - а"й.r""тельное число, " t=(t'r,,,rt| ) - вектор с
99



целочисленныr.lи ксмпонен та.rи t! 06означим череэ Н
изведение пространств С.Л.Соболева

H*-t(e )- H*rt'|C), ... х fl**t'(G).

Иы скажеti, "rо ве*rор Д }l , если ко,{поненты />lJ V; " fs-tJ:
= mо! цsj-!i)r0. тоrя"

l
Hk*'(c) с Hrrt (с) по" s }/.

'[|?u;"'
ll9rrl Hr-r" (с) .

введем еще простран rr." Н!-'^. (С ) " Н!.-'^ n ^l0) 
. 0ни опреде-

L)p,t/p_J LJрll/рl.Jг)|\
ляются целочисленны" ве*rоБ5л,l Ъ} и цепочны!r "i"Бir6Ьi'Э = 0r,,.0 , ,

состояlци..r из ко,.rпозиции эллиптических в Ц операторов (,. погядков

|Ni ,-\_t) ,а*,", "i" 9j ) \ , i=l,. . . , oi"i"!"?' 
"!

Пусть операторы Ц: 5ллипiичны как операторы Грина (т.е. не только

внутренний си.liвол oud;) , "о и граничный сиr.tвол бгQi) обратиl,r r:лева).

Тогда определиrit простр"'r.r.о Н!"'^- (0) , которое состоит из r>6общенных

вектор-Функций lr таких, "rо'"'О"Oо n, 
' 

*-sr 
{ 0 ) ,

Если ядро on"p"rop" !о ,p""""irrro, то Hopr,ra в He}r определяется как

где ь п

а порядки операторов

+г
операторы пэрядков

TTll и / 9авны-са

(с) прямое про-

( 12)

( 1з)

(14)

( 15)

) aооr"еrсr"е"rо,

ilлl

ll0-п.з t:rr|d

K+t

,-S;

В обцем случае это - полунор}.rа, так как ядро оператора 0" - конечно..iерное

пространство Н , базис которого состоит из вектор-Фу",1цrл hrq) , j=/r,,,rП,
классd С* G) Ны получим Hop,"ty, если к правой части (]4) ДО."rl ilРtilо,
где Д- npo"*rop . Lэ(0) "" Н 0днако для дальнейшего Hal"t достаточно

полунор,.rы ('l4) . Отметим, что пространств 
" Н!^-'л -, (С) определяется клас-

cor.r эквивалентннх n"o (S, 9r)."*rооо. S, LY#€J"'ooo".0, 
Пары (Sr!r)

" lS},Oi) ""."""оr." эквивален;ныни, если

g; Ь0, 9r-6'of + г',

iq
пространств" Н:' л-, (С ) "е за

{SоrДо) , ,"* ,,.*'-'fffi, определяеные' пусr" п--п|+ , , .* пр,оj-Г9ГSF
1Ф

висит от выбора конкретной пары

различнur.tи парами, эквивалентны

> 0, П'- П- П, " nyrr" П- =



=(п.,..,п) , вектор с одинаковы.,rи коritпонента}rи. Тогда Zi>gгr, /i/,...,P.
иr.rеDт r.rесто вложения

н^'*'(G' . ri)Ъrr(G) с Н^''(G), (16)

Докаrкеr.r первое из них. Имеем следуюlцуо цепочку отображений

н^-'r-=- рх+пr-9е -0е . . . &H*ro's! нк+а-g, 0, H*rn'(,tl|

поскольку порядки операт:р:в 0i o"""n (N1,-Si-)" E,9>ELS,,,..,E;9"l-Se.

следовательн оr0, [ е Н 
*-"'(а, 

если u, Н 
**u-"( 

G).
Второе вло)fiение доказчвается аналогично. Учитывая, что порядки операто-

""" 
а; оавны (9_, ,-9j ) " Sia|, , имееlа следуюцуlо цепочку отображений:

Hr-rpJ!_ , ,. bHk-9r-2Hra-,0! Hk-gp- н'': (18)

откуда вытекает , "rо аrо3r[ = tГ|ТrеН*-'(с) , если аrrтНr'\с),
Так как Гrеt- (Е) , то lГ€Н*-'(G) , что и требовалось доказать.

Пусть тепер" 0i - эллиптические операторы поряАка t9i,-!i_, ) , ,n"eo-

щие бесконечноr.tерные {дра. Допол"п" а, краевuни ,ano"r^r" R'17 порядка

@'+! ;-S.;_, ) , накрuв.аоци,.rи 0i,' .Определим векторы Oi L' Ci из ус-
no"rfr, "ronn"p, (Si; - Si ) " rc+'!: -Si ) также coc'a.nlo, ,o*rn. поряд-

ки оператороa а,'" Ri^ (Напомни}r,'чrо дп" произвольного r.rатричного

on"p"rop" / /rо""'"Оrlор"д*, tl его стоrбцов определяк)тся однозначно,

если заданы порядки ý4 его с.трок, и обратно. Та*, f l- пLОО (TrdД;;-Si ll.

;}J:,, 1,:i,, ;;,,;,1 li;ll', o|'j, 
"".о:,|?, з;r,#;?i].,"ч;}];.

В некоторых случаях оператор aj пр"дсrа",{" в виде

(t9)ai - al ai* Ni

где а| - ".^. on"p"rop n;"o;" Q| ,-ýrч), эллп.,т,.*ес *"а " Е и иr.rеDций

конечноr.iерное ядро (или даже обратимнir слева), а Q', - *"адрarнuй диФФерен-

циальный оператор порядка tgir-?i ),, 
эллиптическиП .l F и имеоций беско-

нечно,.tерное ядро. Тогда оператор Ц; ,дополниr,r накрчваlоциt{и краевьш.rи услови-

л"" R!, порядка P'+t;-9i ) { Or"norn.ro предыдуце,.iу определи" ""*riJ'



оы ý9 и f,r. из условий, "rо 
(ýr. i- ý|)" 0+t: -S!) - порядки операторов

а; :" Ri, _так 
как si.9i , ,J s|.'gi , ,j .ci ' " гс;_ cl < гуi- sib

< LNi, SlJ Далее, пустЬ f = (Q,..,rCp) и пусть С" - опе-

ратор'(4) , Ъ *оrоро* Ri= Р; а; ,

В ofuer.r случае некоторые иЪ оператор"" 0r, требуот дополнительнuх кра-

евuх условио Ri, , а остальные операторь. саr.tи иitеот левые регуляризаторы.
l.!ы получиrr on"o"roo ф , если в (4) вычеркне,.i строки, соответствуоlцие

эти}r оператора,,r. 
K_s

0пределение. Пространство Н." al ", 
(G) состоит 4з обобценнuх

вектор-Функций tI таких, "r.юrсr'ilЁ!(Ё| " сп|ге Hk-"-t (Г) ,

Hoptta в He,.t определяется как

[гI

где Д - noo"*rop на конечно}rерное ядро оператора

22
|Орг | 

н 
*-rr'l + |сrtl, *-с-! r ) 

+ lРrlо t

(1,сr).

2

-Н 
t-s

|s,or,c)

(ю)

(21 )

пар векторов .j

(Sr:O, , Сr)

ь

Пространст

и

"" H[|r',"o,r"J

р и операторов

(е) определяется классо}.l эквивалентных

Го""а (0r,, С, ) Пары (ýriДr,Сr) "

(i) :,(
называотся эквивалентныr{и , если

{
сг

ор
(;) -,(|) *l",N

$o,c+ti -s,
равны - оо

просто через 4
пусть по-прежнену П- П,l . . .I О р , nj= Q;S;J ' О

f9'- оп.о"rоры Грина поряАков (S),C'+t 1-Sr,-C-t) :, .l
,-с, - +) соответственно, а порядки ln"o"rioo" N " N'
Ны будем обозначать этот класс ."о". fý, ,Ор, Сг7 , а иногда

где

влох{ения

. ИнеDт место

H*rn-'(e),'f,i,r's@ cH*-'G), Q2l

llep.oe из них означает , "то ДrсrНr-'"(С)rСг|rеН"'-!rl, если

rcНОО-'(G) Одно из этих вклочений следует из отобрахений (17), дру-
гое доказывается аналогично с учетоil того, что n;>Cf- С, :

1о2



нr-r,-! (г] __э. ,к+пtсгt = оК+П-С|- 
irp1 !Д 1a*ro'?il,

н*-rF! rl .Э_ цк+пf ';i IL ноогri Qо Q ,...0, ноо'(0.

для доказательства второго влошения в (22l Расс'ltотриr.l следуюillуо цепочку ото,

бражений, аналогичнуо (18) :

Н*-'r,
Ф

н*Зr н*-'е
Ф(ц

0

l
0

-
?j ,'j,
л' luj-T

K-S
(с) Vc rHij,u.cr.(cJ .

э

и порядки операторов

. Следовательно,

t)
ь

н*,Ио,, -;u"
t
z*,с;

I
z*с;

*c,-i

Ф

н
Ф
0

6
н

I н
9

е
Нuсг

I
Е

Фl
Н*-сгz

которая справедлива, так как ýr(

t!4,)! oi$f' о""", t,,_,, - $,-

\";r V,)r=r+l,ltген

<cj
), Sr- S

так как l,/геС* (F) , то {г€Нr-'(G) , что и требовалось.

Расс}rотрим теперь слабоэллиптический оператор / пор"д*" ( S,

Пусть До - цепочный оператор, приводяtций Д к эллиптическо..rу в

ратору 'Др порядка (So,,t) , " ф - on"o"rop, дополняыlrй 0о
указано выше. Тогда оператор f| ограничен в пространствах

опе-

, как

A,Hrrt(ы * 17*-'^ гl(G), (2з)

|Sp,,0p, u7J

,,".арДцrНr-'' (G), сДчlr.rн*-С-t (г) , если urHnt уе) . 
"о

это очевидно, так как оп"о.rоо"Д, иr.rеет порядо* (Sr,l) , операторы

А,-Ц А - порядки $r,t) .,n'" .r,r*"" (]9) порядки операторов lf_РчrД
о"",/" {d;.l) , on"o"rJoo" В;,R;r)- бi,ci*t, -ri ) соответственно.

И,{еет лrесто сrtедуоlцая

Лем^rа 3. fuа правваllьноео слабоэмuпqчцескоео опе?апоw Д npo*-
1оз



рно|во H[o'or,r"t7l не завuсurп qll правва/Iа, кqпорuй чмеапся прll

ваборе onnffifr''bo , пр'rвоdяцеео Д кэrиuftluцескоrчlа, чопеипоw
лl

ctteOa Uг , Оопал|няацеео Др , 
.

ДокЬзательство. Пусr" ' Дf,- оrrrойr.оператор, прпводяцrй f
( S'e ,t ). - эллиптическоl.iу операто* А;--Л;4 , n *"р"rор' С/ до-

"bn"[., О|, покажем, что парu (Sr;Or,irl" (Si,,Лl, С; ) эквивалент-

ны, т.е. удовлетворяlот соотношенияrr (21) . Так как'операторь. Гоина (.QorQ) и

@:. С ! ) ""еот левые регуляризаторu, то соотнощения (21) всегда выполняк)т-

."'.'оr[о"rоr"r" b=(9i)Hr)' и соответственно Ь' Поэтоlrу остает-

ся доказать , ..rо noo"o0fr'"'fДlоп"о"rоров pa.Hu е= lSi ,с+ !; -sr,-'-!) и

eL(s.c+!; _ srTCL t) соответственно.

Для внутренних точек области

полняотся соотношения (]5) с опера

Вр,-SЪ) ,. оператора", Г,Г|

G эквивалентность пар означает, что вы-

,тора1.1и 
Ь, " 6' поря|тов ( S) ,-Sr ) "

порядков -оа " Г'rc). iy"r" h -

диагональнuй оператор, соответствуЕций вектору Д (c".[8J ). Тогда п,д. опе-

раторы ГrrO, " /_riД! non"oa^T оператор к эллиптически}r операторан

L" Д " /_о, Д порядка @ril . Для них соотношения (15) иr.rеет тот х(е вид,

,ioД"o"roor"["! " Ь; n""o, ,rп""ой порядок. Приводяцие операторы, свя-

занные такими соотноlленияltп, в f8J наэuвались эквивалентными.

В [8J и в конце ý | работu [,l] до*аз"rа эквивалентность различных опера-

,оров Ро , приводяцих on"p"rop / - (ort)- эллиптическиr,r операторам

Ар "" 
'*o"n"*rror.r многообразии без края. Это доказательство состоит из двух

основнuх этапов. Вначале доказuвается эквивалентность onaparoy" 0о блочно-

}.ty оператор, б" , составленнону из квадратнuх on"o"rooo" h, I nr""oo^-

цих l * no*"irr*o эллиптическо},rу оператору Др порядка (4t) . З.r"..,l до-

казывается эквивалентность различных блочнчх операторов Оо " а; Тогда,

обозначая эквивалентность сииволоr. N , имееr.t Qru бо:а;,-'Ю; . При-

чеr.t на ках(доl.i этапе доказательства суцественно используется то, что локально

эллиптический п.д. on"oaroo /, имеет как левый, так и правuй локальные

регуляризаторu, л
Это же доказательство проходит для операторов Грина, так как on"o"roo Д,

. o*p.rrro.rn !/l ,o"*n (уrТ)€Т'(Г) "."rоа 
l.ожно Аополнить краевы,.rи услови-

л^п В, такими, что граничный сиrrвол оператора arrir) обраrп^ " [!' лкак

"iý,,4,ё;j,.l]".;,l,,,',,;,-"];:-;::"::";;ТТ::Z.i""лiZ,fI'!::!З'."
Остальная часть доказательства использует разбиение единицч . Г|(Г) и ана-

логична вышеуказанно},rу.

Перейдеrr к изучениD краевой эадачи (1),(11) для слабоэллиптического опе-
loll



ратора Д . В конечной области е этой эадаче соответствует ограниченнчй

оператор

й:(А,вr): Hort(а * r;n @ФHr-&!(г)., (24]

(25)

где а-

[чl K*t <с
н (G)

(l; ,!; ) ,

т }recтo следуOtцая

lSо,Oо , сr) ,
, приводящих Д

- класс эквивалентных пар векторов !р и операто-

" (Sprl)- эллиптичес*r" on"o"rool" Д, ,К>Ко=*" 0р
- ФQf,

L,t
Иr,iее

Teoperqa l . СлеOуаl4lе чrпверrlенuя эквllваленпнd:

а) операпор / поряОка (S,l ) слабоэrlllluftluuп, 
" Е ч ешнчцнdй

оzеwпоо fl, поряака (lrt) dопм"rел А ;

бl сйопвуап просlпран*"о Hf,g ( G) пакое, чпо опеwпор l24l tмеqп

левай рееуuвwзФпор;
в) сццеопвуаll проспр.н"^"" Н!-5 tG) пакое, чrпо опеwор |24) t*e-

qп конецно!|1ерное яOро u эа|,lкнаrпцф обtаgrпо 3наценuЦ

е) сулцесmвуаtt проопинопв" H;'(G) **on, чtlIQ бчlпqlцgапся апрuорная

оценка

(, Ачl
H;-s(c)

+llВгчl 
H--t-t (

+) Iц
Г) tj, l i,) ,

прuце.п поспояннм Q не завuс,um оп U i К >. Ко ,

Доказательство. Утверlкдение а) :+ 6) доказывастся, как обычно,

построениеrl левого регуляриэатора оператора (24) , причеr.i пространство

Н[О t Ol определяется цепочныr4 onepa'opo}r 0r=0, Qrrno,.r"oo".n" / к

1Sr; С) - эллиптическо,.tу оператоо, До , и не зависит от произвола, кото-

рuй имеется при его вчборе. Левый регул^рп""rор бL строится в виде ко..tпо-

зиции приводяlцего оператора и левого регуляризатора оператора эллиптической

краевой задачи

(n,,| -
др t

l

ор0
сг 0

0I
0г

вг

(е6)
д

0граниченность оператора (26) в пространствах (2Ц) вь.текает из того,
uo (Аr,С7 А , В, )О инеет поряд о* Н ;-Sp,-C,t ,-l -i ) . '" суцество-

вания левого регуляризатора следует f9] коrе*rол.ерность ядра олерат"* 
'rllou



занкнутость его обраэа в тех же пространствах

оодной эадачи "" Н*+t(0) принадлежат С-(F)
йОш,ц=цINч " NцеС*(G).

Дприорная оценка (25) из условия в) получается обччным nyr"" flO_J , .
использование!r теоре!tы о зar.tкFlyтoi.r граФике дл, onepa,ropa ф , r,acc].roтpeн-

ного на ортогональном дополнен"п " Н*'t(0) к его ядру.

Наконец, из априорной оценки (25) и определения (Ю) Hopr.ru .Нf '(Cl
вытекает ft0] эллrпт"чность оператора Kpae.o.i задачи (АоrQД rВrГ поряд-

*" (trrc+t,l+t ;f ) , оr*уд., согласно определения,.r, следует утверх.де"ие а)

Teoper.ra доказана.

Что касается коядра оператора (24), о которон в Teope,.te ничего не гово-

рится, то оно заведо}rо не конечноr"iерно, если число N краевых условий (11)

l7lo - Maxcиtty..r разr.rерности простран rr." ЙZ}

Кроме того, все рещения одно-

, так как для ни)i

превыurает В этом случае

{векторЕ и Q долlкны быть подчиненu некоторым, вообце говоря, интегродиФ-l
Ференциальнч}.t краевы}r условия}r, которые r.rогут быть получены из ортогональнос-

ти (,,g) бесконечно}rерно}rу ядру сопря)i(енного оператора Грина П.l,lZ1 .

Пусть разr.rерность П (у,Г) noo.ro""rrB" й! постоянна "" Г'(Г) ч?,-П.
Тогда оператор (24) и!rеет конечно..iерное коядро, если оператооаrД квадрат-
ный, так как в этоr,r случае условие накрuтия совпадает с условие,.i Лопатинского

В обцеr.r случае оператор Д приводиr.r справа к коэллиптическоr.rу оператору,

поэто,.iу }rожно постропr, П] такой оператор F , "rо К = ДF - квадратный

эллиптический оператор порядка (Sr-S) Тогда, полагая Ц=FtГ , мu прихо-

ди},r к эадаче

Кс - |rФ, "ее, бFr|, -9.@|) , tr'€Г, Q,t)

разреши}rость которой обеспечивает разреlлиr.tость задачи (1)r(2). Если задача

(27) слабоэллиптична Е2], ,о коядро оператора (24) конечноr,rерно, так как он

иr.rеет также правый регуляризатор.
В некоторых случаях удобно использовать }iетод расtltирения систеr.tы (2) до

квадратной эллиптической системы Еlз,lцJ путе}.r увеличения числа неизвестннх

функций, на которые налагаотся определенные однородные краевые условия.
Можно также свести краевуо задачу (1), (2) к систе.{е п.д. уравненrлй на

границе f lS,q] и получить такиl.i путем условия норl.tальной разреши.irости опера-

тора (24).

Детальное изучение коядра оператора (24) мы предполагае..r провести в сле-

дуощей работе.

нёr.еровые краевые задачи для некоторых классов слабоэллиптических систе,.i

оасс..rотрены авторолr " fl6-ZOJ.
1об
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