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0Б 0днOстOрOнних зАдАчАх с выпуклыни

0грАничЕниями }lA грАдиЕнт

Т. Н . Ронковская (Новосибирск)

t) С,?4- оrр"."rенная область с границей lt7 е С' ; / , р".-
Hottepнo эллиптическиЙ оператор вида

Lu : arr r"lu rlg + arrc)u",* а (Оu,

,о" a,,j, аl,а. С' (F ), а>0, а;; [il€i€i ru lll'r,l-цп5l >0.

Каждой точке tе{? ставится в соответствие за..iкнутое выпуклое множество

Пус ть

Lц@)-/lсl "о
vц(п) е К to)

.,n, Yц (о)е Lпt К to)

U(О-0

KBl сRп.
3адача заклDчается в нахождении Функции U , удовлетворяrэцей следупщим

условияl.i:

а (1)

(2)

в

в а

,,о Lц@)=/(о),

"" 0!2 ,

(з)

(4)

лгде f - заданная Функция.

Есл" /2 - -А, К@) : |prRo : lpl < l| , то при опреАеленных ог-

раничениях на l задача {1)-(4) эквивалентна вариационно!rу неравенству (за-

даче о кручении упругопластического l,iатсриала) . Этот Факт установили ЭвансflJ

ап^|=ЦП5! 2g и п.Л. лионс f2] для Функций {rH'*(Q),f '-0 , под-

чинеНных некоторы}.r дополнительныr,i Условия}r.

Для задачи (1)-(4) и}.rеет место "порог гладкости": решение может не при-

надле).(ать Н3 (lЭ) даже при данных класса С* Подтверндение}.r является

контрпри,.iер Ц.-Л.Лионса [3] on" задачи об упругопластических }rатериалах,
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3адачи с выпуклы1.1и ограниченияr.iи на градиент исследовались с различнuх
точек зрения ,.lногиtttи автора}rи. В частнослти, для вариационной постановки при-

надлехность слабого решения Це Х[ -|trCЙ!tOl: lVl l < / no.,r" .rод, . !2l
пространств , Н"Р(р ), |<Р< оа, доказали Брезис и Стаr.rпаккья ft]. ч,,"аr-
,, [s] обобщил 

"rо, o".rn"'ra' для 1[=|tC'itltOlз lVal<9tc)
почти Bclop.y " 

pl,
llевариационнуо постановку задачи расснатривал 3ванс fl] Для ограниче-

,{ий в виде uaoa (14;.=|s,еRО з lpl<!(rl} " предполох(ен""|gСС'{F),

{ rО , Эванс доказал разрешиlrость и единственность для задачи (1)_(4) в

CLl(Eln HilPtO), l<p.* , а TaK)fie при условии оц-сопst ло-
кальную ограниченность вторuх производных решения.

В настояцей статье при довольно общих предположениях на выпукль.е ..rнo-

х(ества r((С) оОоОц"ется результат Эванса об однозначной разрешиr.iости задачи

(1)-(4) 
" СО'' (D)п Hff( Р) ,l<p<.'< . кроне того, дп^ L = - А указаны

достаточные условия принадлех(ности решения классу Н''Р (а), /€Р< ф.
rlycTb К1@- .rроrо выпуклое эа.,iкнутое ограниченное l.iнox(ecтBo a RП n

l€iлt К(d для ках(дой то"*" Е€Э . В Рп введе}r сФерические коорди-

наты (rr 9) . Уравнение границы 0К tr'l ,.t'oжecтBa К Pl ,itol..Ho записать

в виде l^=r (Е,р) , где Р4ос-( r(с,с!) SF(*, drF: фПst Предполо:

)fiиl"t, что l. (х,Р) еС2 по совокупности аргуr.iетов.

теорема l . Еслч суцеоlвуеп Фуню-/lя а€С2(Р)П С|(а па.кая, чпо

La@)< {tcl , Vцг(r)€ К(о u Q , ц|= 0 "о аg , по

оля кафой функцuч | е С'tO сgпцеспвуеп фанlа,lчя uе СО'|Р)ПНff @),
l < Р a * , уdовлепворяадая условuял G\,UI , условuю Ql dля поцlа все8
ХеQ ч ус.4овuю (3l в слеОуlа|ац счьrсле: еслч YЦ(!о)е iПtК@о) , по

сltцеопваеп оrcресапhосnпо поч||ч t0 , в копорой LUtc1-/rC) dля поwп"t

всех t,
суцестсование Функции 1!f , с укаэанными свойстваr.rи является необходиr.tuн

условиеl"i: в качестве 1/ riul*Ho взять рец,ение задачи (1)-(4) U< Се @) П

П Cl (ёl (если оно суцествует) . no, | > 0 " F }rожно положить цf= Q
Без ltредполонения 0е i,nt К @) решение задачи ножет не суцествовать.

llаприr.rер, еслп Q CRl, ,! -#r,Кр) = U,зJ "лп ft 1g)=V.!J , {.0 , то

нй для какой Фуr:кци" U € С (а) условия (1)-(4) одновреr.rенно не выполняотся.

Дсказательство теоре}.rы |. 3адачу ( l) - (lr) MorKHo записать в виде:

a

mш|Lа-!, Itc,va(cl) -l1-0 . Q, (5)
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гдеФункция |rFХRО -Rбой Функционал }lинковского мя i

|пrК to]

ц - 0 "" l{2, (6)

при Фиксированнон ICa представляет со-

,.,о"".r"" ,((с) , ,.". |(с,р)-iпf |1">О:
При этоl.t

<l ,- ре iлt К@) ,

-/ ё ре аКrc),
>l э р{ Кtt| .

ввиду налоlкенных услови й на К(С) , Фу"кци " |ta| , |'@D обладаот

.2

| ь,р)

"*^-,iт;:Б*:""ь- 
,

,я" (1р1 , 9р) - сФерические координатu ,ro"*n Р€ RП ;

zl IeC'(D,Rar [0)) , |"еС'(F,RП)i

з) | tt,рl - ?"(* У rо,п), е*,

u, 
л2, Й|'Иpl€*le> е0l€l' VlеRО ;

sl m l pl < | {,с,р), *о r вр), Й |rr,р) < /,l lpl ;

6) rп1l р|' < |'tt, п , *, r' ,r,r, , Й Гp,pl < И,lрt| ;

" |*,У cr,pl| ,lffi^|с,,п|* А ,

Регуляризация эадачи (5)-(6). Пусть 0<E<t и

кая неубываюо|ая вuпуклая Функция такая, 
"rо Реd) - 0
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t-e J:т npn t >-2е ФУнкчия f" является чrтраФоr.1 для Р-
Ввиду свойст в 2 и б 9уr*ц"r' |" В,") , регуляризованная задача

LuЕ + рrа'@,vt,e ta)-iJ= f " Е', (?)

цL -- 0 "" 0!? (s)

и}.tеет единственное речJение цЕ е С2 (Е),

99енка lЦЕi с tal|V аЕ | сOр). Из Teopett сравнения для эллиптичес..их

операторов следует неравенство

tlг(с)<аЕ@)<,r(с) . Е,
где Функция tI e C'@) П С| (а) такая, "rо /,t - t " {J , tr= (l

". jB , . ltГ определена в условиях теореr.iы l. Поскольку lf = lle =1!f -
- 0 на аа , то VчЕrc): Ц.'61 , Ic аQ и

lп
0"@ * 1чСttl * d{"tПl , Ic d!?,
0п 0п dп

где л - вектор внутренней нор.,tали " 08 в точке /
0ценка I1 ULl ^. =.. Рассr,tотри,.r вспомогательнуD Функциlо

L| ц)

rrеit): F'(r,yчС(Il - fuuС(с),

гае fu2 Q Пусть [Е (il достигает максиl.tу1.1а .в точке СOСD Покажем,

что при соответствуоцем выборе L в€л}lчин} (Г'rc.) можно оценить кон-

стантойrне зависящей от В Тоrда, учитывая ограниченность lU'| по-

лучаем равно..rерную оценку 7'(* rVЦе(аl) , и, следовательно, VЦ-€ (С) в

а
Если тr€ j!2 или loQQ , rгСро) <0 , ," ltе (а,о)|< опЬt

в силу полученных вшле оценок. llycTb loQlJ " tГё(С0)>0 Тогда

-ё d |l'г: -- -, ? (t,vu'lcl)- )"u|*= 0, к=,/,.,,,п, (9)ск dcro '.к . 
'

lo"^о< LчЕt!;:-а, (?')а 
"iч"'чr+ 

(У')*

9l



0=cmbt > 0
используя (9)

- (У')-аu'"^- blao + о|' -оril1')",ri r

+ (3')rf*u'r"_* W') *riо'"лrr1 . (1о)

3десь и далее частнь.е производ """ |'[t, Р) по t, обозначены через

Ч') о , а по Р( - через (У')_ Для простотч аргрiенты l " Fо
опускаоtся. Через L' обозначены различнче константы, не зависящие от t

Первое слагаеr4ое в (1О), ввиду эллиптичностr, оператора l, и строгой

вчпуклости ,((О) (."оИ.тво Ц)) , оценивается сверху величиной ,01-02UЕ|2,

. ДиФФеренцируя уравнение (7), выведеrti выра,.(ение аля fЦ_
и сВойства Функций l , У' , получаеr.1 из (1о) {<

0<Cf|+ ъС -2Х|'р!+ърr.

lle ограничивая обцности, ..tol..Ho считать fr(N'РrVUеЬ)) - 0't , а в силу

вuпуклости prdl.tplttl , no"ro"y -

0 
" 
р;.[- ru t'* Сr' + LС7 ,

Полох<ив ?u>C , приде' к оценке l' , а следовательно,!ГЕ(Со)

0ценка l P rt|' r,crv аЕrcл)-ilr,r!), F' с Q, рассмотриr.t вспоногатель_

н)rФ ФункциD

trе (с) = €'Fr(r'p,v чtрD-/) , | еСr @L

Пусть lIE(I) достигает },rаксинуиа в точке qеD . Покажем paвHor.ep'yo

по 0 ограниченность цЕ@) _. Если 2оЕ!Р 
^ 

плп !оеQ, r@)-0 , то

rL=0 . Если t.e Q , flq)>g ,r. rj*(r):p,к-|,,..,п,
LC'[tol > 0 . ОцеНиВая LГё Fol аналогично предь.дуще.,rу, получае..l

0"р; Р -| ч' u' |' fo - g' (|') 
^L 

u'"_7,

Так как {'lчё+Uе=€,f " Q , то в точке t4 выполняется G'lц')r=
- ({'/-)* , к-l,.,.rП J,lз последнего равенства r.iожно вшразить lЦЦ

0кончательно

,й
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0 
" 
p;V tlrечё l'{t ,

откуда следует ограниченносr, ý2 lr'u'|' , €'lLU'l'

, /-р. *

и, следовательно,

, получается из второго основного

операторов, поскольку равноr.rерная ограниченность

г'(Л в точке f,
0ценка ПD2чС | lfuro,

неравенства для эллиптических

€'Р, приводит к оценке

|€'La,|*c Vrrсf @),

Такиr.r обраэом, семейств" Itl' } о.р"",.."*о 
"

поэтоttу ttoжHo вuделить подпоследовательно.r" |UC'j
Hff ta), !<р<*. lle'* ц . t (F), o'i*- Ц"* . C(l) дл^ це
вь.полнены условия (1)r(З)r(4), поэтону этиr.r условиян удовлетворяет (в указdн-
Ho}r выlле сltысле) также предел"rа" qуr*цr" // . Из равномерной ограниченности

tPc следует (2).

Н{tаlп H'*(n),|<p.n,
так)ло, "то ЦС'- ц в

Справедлива

Teoper..ra 2. ПусmD вапалнена усllовuя пеореlu 1

раценuе заOацu (1)-(4) еtfuнстпвенно.

Bml | >0 tutu O>Q , по

Доказательство теореиь. 2 в ocHoBHorq следует cxelte, предлох(енной в |_-l , те-

орема 1.1] n отличается получениеtt равенства /irCl = l@'l для почти

всех f из окрестности точки JГ, , в которой достигается полох(ительнчй мак-

си1.1у}i Функци"Q-е|ч - а (обозначения изЕlJ). Указанное равенство спраsед-

ливо ввиду следуоцих рассуждений. В точке С| n ee^ (l-|)lЦ{t,l - Vi|ql=O,
СлеАовательно, аекторы Vц(сr) " Vt@) одинаково направленu, " lVOtЦll<
<lVЛ(/,)l Из строгой выпуклости бункционала f следует

I E,,Va rc,t . r E,,V& (с,)), т,е. vtp,)e Lrbt К rt,l.
Далее предполагается /r--- Д. Обозначиlr ,еоез {о- сФерические коорди-

наты вектора о внутренней нор,.iали * 0Q в точке lебQ,
Теорена 3. Пустпо вапалнена !с/lовuя пеорема 1. Еutu Q - вuпуlцlМ u

1, пLаt |tcl.<0
uлu

2. mод|ш>0, dпmQ<
tе{2

по ц€Н''Р(Р), l"p,-,

2 щг(с,рпа)

mлttа
-l 

' 'tеll
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Доказательство теоремч 3

Условия теоре..iы 3 обеспечиваDт суцествование Функци, V е С' (R')
следуЕlциl.tи свойстваr.rи:

со

Vtt,- -'
Va) - 0,

Поэтоlrу для каждой точки !о б jB
rеС'(D) такой, что

-Ал >l , фоr0, tг(g.l= 0,

Vral - у;дr (t,,ropl),

.,to){Ho построить верхний барьер

{n ,rrl 
а r (tо, Рпrцl) ,

Пз теорен сравнения для эллиптических операторов следует неравенство
аda iluL 0r
fi @ol<T @о)< 7; @о),

где ЦЕ - p"r""ne регуляризованной задачи (7)-(S) , а UГ определена в ус-
ловиях теоренч l

то

0п| ,r) ,fn ро) е К tco) ,

Так

0а
как

пЦh):
0u

й
(о) еК @ VBe lQ

слеАовательн о, YOc0!2 Fr(|'tC,VUe !Cll- 1) - 0 теперь, рассуждая,

как при доказательстве теорейы l, HotttHo получить paвHoitepнyD ог.раниченность

Р е (или, что равнозначно , LttC l. Q- , откуда следует оценка

IuОПraрF'<С ,, l4p. -
В заклочение автор благодарит проФ. Н.Н. Уральцеву за поrttоць в работе.
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