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АсинптOтичЕскOЕ пOвЕдЕниЕ нЕкOтOрых нЕлинЕиных

диФФЕрЕнциАльнO_рАзнOстных вOлнOвых систЕн,
интЕгрируЕных l.tЕтOдOи 0БрАтнOй змАчи рАссЕяния

В.l0. Новокшенов, И.Т. Хабибуллин (УОа)

В работе расс..rатриваотся две диФФеренциально-раэностнuе систеr.iы:

Г fr" - (l *lRпl' )( ý; - ý,i_, ),
1 . (0.1)

L ý,. - (l t $"r )(R;,- R: ),
,о" Rо-Rlп,t),Jо=J Ц,t),t >О, П пробегает все целче

значения. Как обычно, точка над Rо , So обозначает производнуо по вре}iени

t , " знак |'* " - коrqплексное сопряжение. П9и!-Q эадается начальное

условие

Rо@) - Р:, 3о{о)- S: , Ki , Si , /,. (о.2)

Решение задачи Коши для каlltдой из систеlt (0.1) с условиеr.r (0.2) суцествует

и единственно в классе !, kr.ýl, теорема 2).

0сновной цельо данноlr работч является построение и обоснование аси}iп-

тотики решения задачи Коши (О. t ), (О.2) np, ! - * o,d .Асимптотика строится

при некоторuх дополнительных предполо)l(ениях относительно начальных функций
(0.2), которые, в частности, обеспечиваот отсутствие солитонннх решений для

систе,.,tы (0.1) со знако}.r '| + |'. Для коэq6lциентов асиr,tптотики предъявляDтся

явнче вuраri(ения через эле.{енть. натрицы рассеяния, порожденной начальнultt по-

тенциаrюrq (0.2) (сr.t.ниже Фор,.,tулы (0.5) , (0.6) ) .

Систеr.rы вида ( 0.t ), носящие название "самосопряlкенных cxer,t" (Self-dml
пеLr,юrks ), исследовались }iетодоr.r обратной задачи рассеяния в ft,2], гяе

установлена полная интегрируе}rость этих систе,.r и найденu частные решения

типа солитонов. В ft] указан способ построения (L-ДЬ""р" для широкого

класса нелинейных диФФеренциально-разностнuх систеr.t, вклочапций изаестнуlо

"цепочку Тода" [3] ,
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фп: {а (f,2 - Рр1),

lo - ао_r- 4о,

где оса , Рп вещественны. Сравнение соответствую|llих задач рассеяния длh сис-
,rе;.r (0.1), (0.3) позволило найти отобрах(ение решений системы (0.1) со знакоl,t

'|-|l и с вещественны1,1" RorSn в решения (0.3). Нелинейная замена, переводя-

щая (0.1) в (0.3), и}4еет вид

4п: (/+ Ro_,)(l-K)(t- Si-,),

ро - Зо,Q * Rо_,) - Е о-, 
(/ - Rо-,) .

Эта эанена, вообrце говоря, необратиr.rа, однако на те решения цепочки Тода,

которые получаDтся таким образом, переносятся результаты относительно реще-

ниri систеr.rы ( 0.1) ( см.ý6 ) .

Асиr.rптотическое разло).(ение (а.р.) решения задачи (0.1), (0.2 )

+оа и,.tеет вид:

при

(о. з)

(0.4)

(0.5)

t

Rnttl -iotl)* lldi-r ), S"t/l=ýorll+0(l't't ), l>0,

где
л trc) -itф, _ sИ) оi,tФ,Rоd):те {г w ,

i" t/,-- # ritf*il r 9 r-ite-tr ,

t=r, z@)-з6;)-0 прп|с!)| ; {- еПССO4g, 0*(<Е,

t,r- 2(хмuоъо -,fi' ) * t-'(l,,rro !п zt +1э,,rtсl),

1яплитуды Zn S представляlот собой гладкие в интервале (-lrl ) qункции,

,rritеrцие интегрируенuе особенности на концах интервала. Иr.rеот место Форiiулы:

( /
lrl|--:|* l 2п Vl-c z {"|ц,ь+tй)|,

ý2lс1- # klr, (r-i|П)|, и,l,
11



f,,' с) 
: + 2 l,' @l{П, /, (с) 

: + 2 s2 (с)Гl - r' . (о.6)

3дечь

услови
(см.5

ГrrtZl - диагональный элемент !lатрицы рассеяния, заданной начальны,.r

ем (О.2) , Гrrtz) - гладкая Функция на oкpy*Hocт" lZl-| "lГr.t)l<ll). В выра,*енrrэх длл |r,, верхний знак берется для системч (о.1) со
знакоl.i 'l+|l, нижниЙ - со знако,.i ||-||

(они будут приведены ниже, в ý Ц).
Форrtулы для Функций Рr,, uonaa гро..iоздки

Вне отрезка [-r, 'f амплитуды Z , S продол}(аотся нулеrr, так что реше-

ние нацей задачи асимптотически при t** сосредоточено в конусе lПl<t .

На это указывает такх(е тот Факт, что главный член Фазы 2РOlССltС-Гhr1
становится чисто r.tниlttн" no" |g|> l,

Известный Факт о том, что для рещений дискретных волновUх систем об-

ласть зависиl.tости конечна , по-види}rо}rу, является достаточно обцим и справед-

ливылr не только для вполне интегрируеr{ых систе}r. 0н справедлив и тогда, ког-

да непрерывный аналог (уравнение с частннr,rи производныr.rи) соответствуощей

дискретной систе!iы не обладает указанны}r свойством.

Нетод построения и доказательства аси..tптотики (0,Ц) в ocнoвHo}r повторя-

ет аналогичные методы для вполне интегрируеa.rых уравнений с частными произ-

воднu..tи [цrSJ . 0н состоит в исследовании линейных уравнений пряr,tой задачи

рассеяния с приближенныr{ потенциалом вида (0.Ц).Неопределенные коэФФициенты

а}.rплитудU и Фазы, входящие в этот потенциал, определяются из условия совпа-

дения точной и приближенной r.rатриц рассеяния. Теорема Ц, ýl о непрерывноil

зависи.,rости потенциала от tlатрицы рассеяния позволяет оценить в 
"орra f,u

разность ..iеr(ду точным и приближенны}r речrенияliи нелинейной систеrqы (0.1) .

!оказательства этой теоре,,rы и теоремы суцествования и единственности решения

основаны на сведении обратной задачи рассеяния к задаче Ри}iана об аналитичес,

Koli 66кторизации ,.tатриц_6ункций на окрух(ности |z|= / Необходи}lая техника

связанная с приa.iенение}.i задачи Риtiана для интегрирования дискретных систеrl,

намеченная " [3], подробно излагается в ý l.
0тметим, Что iieтoдol"t обратной задачи получается аналитическое выражение

для решения задачи Коrли (0.1),(0.2) (см. ниже Форr,rулы (1.12)), но непосред-

ственнО иэ этиХ Фор}rул получение а.р. решения nprt*oo затруднительно,

ý l,J,6 написаны И.Т. ХабибУЛлиныr.t, остальнь.е - В.Ю.Новокtленовыr,t.

l. в [l]
пара ,.rатриц
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ýl. Нетод обратной задачи рассеяния

для диФФеренциально-разностных уравнений

построена (L - i) - n"oo для систе,,iы (0.1), т.е. найдена
пi лtУ; , q"- такихl что систе!tа (0.1) является условие}r сов,



!iестности двух линейных диФФеренциально-разностных .{атричных уравнений]

Vo vnр!п

Vп+l: q:Vo,

t

(1.1)

(1 .2)

(1.З)

,о" ч : (u;!i;,!:,:i)
рицы, зависящие от ,7

Ро* , Qt- *о"пп"кснозначнче 2 х 2 - мат-

к

iz- z-') ! R: SL,

i_,z т Rо

z'' - RISon

+ ttz-z,|)tRaSn_t

* So z''

+
LnLр:

п

а::
Rо+ Si z

0ze
pn', {0n!

z+ Rо So R;т

z-, + RI Si
(1.4)

- спектральный параметр, lZl- / . З"а*п

соответствуот знакаr.i "д" в правой части сис-

|{z-z'l1
п+-ф,

(1.5)

3десь Rn,Soe {, ,
'l+l' и l|-'l в r.rатрицах

теrtы (0.1).

Пусть существует обrцее решение Vо , ,оо"п"творяDцее уравнениям (1.1),
(1.2) с заданны,.rи абсолrотно су},rritируемы}rи коэ{DФицие"rалп Rnth , Sп(t)
Тогаа [о , ýn удовлетворяот нелинейной систе!.tе (О.1). 

.В это}r нетрудно

убедиться, диФФеренцирул no t уравнение (1.2), вччисля"\l1па11 в уравне-
нии (1.1) и приравнивая получившиеся правuе части.

Для уравнения (1.2) определи}t lrатрицу рассеяния - основной объект, по

Koтopo}ry строятся сов}iестные реlления (1.2),(1.1). Чтобы не загро}rох(дать

статьо выкладка..tи, будем работать только с систе,.rой (0.1) со знакоl.t "+".
Форrqулы для второй систе..tы аналогичнь. (см. ý6).

,"r"o:;;roor},i 
решения уравнения (1.2) с заданнu,.lи аси..rптотикаr.rи на беско-

! t п,t,z ) 
* ('*) r,,n !В- z-' l, ! {o,t, z)*(i) ro

{ tп,t,z)*(l) r"nto-", ! и,t,r)* \i) not"-'-r), 1*+uэ.

1з
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3лесь {>-g , " nocro"""a" К будет определена ни)хе.

Решения (1.5) {Ч,Ч} " {Ч,Е} по"я.r""пяот собой два ФунАа..rен-

тальных реtl,ения (1.2) , поэтоr,tу обrцее решение уравнений (1.1) , (1.2) является

линейнсй коr,r5инацией |Ч , tj " lЧ,ф,| . _с 
коэjФиlиентани, зависяlцини

лиtUь от t " z . Но поскольку при п-а' lч,чl ,{ч,еj Удов-

летворяот (1.1), то они являотся решенияr.iи (1.1) при всех П . Таким обра-

зо.,l, .с)дlеству", ""rрпца Г , называе}iая ,.iатрицей рассеяния, зависяцая

только от / и осуцествля|оiцая переход от второго Фундаментальноrо решения к

nepBol"ty

е: |, аЧ I Гчв)Ч, (1,6)

Щ - Г,rtz)Ч + Гulzt Ф,,

Вронскианоr.r H(V,LJ ) о"r* решений уравнения (1.2) называется определи-

тель &tатрицЫ {И u1 . 3акоН изr.tенениЯ вронскиана по а выражается разност-
ны}r аналогоl.t Фор}lулы Лиувилля

Пq

H(o-Hrqi (t+lR*f)(lrlý.l'), (1,7)
Кз-ф

которая непосредственно следует из вида ,,rатрицы

соотношений (1.5) , (1.6) имеем

Q+ . уравнении (1.2). Из

отсюда, по Фор}rуле (1.7), получаем, что 
""пп""r"_ff(ПlL_l" )(l+ls"l')

t , ,r.a. является законоr.r сохранения для речtений нелинейной

( см. [t] ). Полагая

К' : rr | + lK^rI' (t* lso l'), (1.8)
п=-е |

не зависит от

систеr.rы (0.1)

получае'i det Ttzl - t пр" |Z|= l ,

н (Vr, {, ) F*) - Гч tz) , Н (t ,*)F*l = |, (zl ,

Из аси}rптотик (1.5) и уравнения (1.2) при

(см. [зJ ) , что Функции Ц|7Оg-trzЧ-') , Ч r-О
Rп
gt 'So €-z-')

l"tOlKHO показать

аналитически

(1.8

/,
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продолхаDтСя во внутрЬ единичногО круга lZl\</ , а Функции tzoe'tB-z,'l,
t ,'"etlZ'Z''l - во внешность его, причен последние ограниченч п9иg-оа

Тогда из последних соотноtдений длl вронскиана следует, что llатричнuе элеиен-

," Гн , Гr, "".лrrичны 
соответственно внутри и вне единичного круга lZl-< l .

Сиlrнетрия уравнения (1.2) относительно за..rень.

V,;n,i,z) ,* _VIh,t,в*г'), Vrlп,l,z) - V,*(n,t,[z*)-')

показuвает, что

(Z) - - Гr, tz) ,ц;

т*
Il

lzl= l ,

, по построенио, обладаот свойствоl,r аналитичности по Z

Состаэин из базиснчх решений

- Trr(zn), lzl<l.

У , ф натрицц:

С,{п,tпil - lэ-r'l ф,
-iB-zn1

}
(1.9)

CrИ,t,z) =

fiатрицu С, , С,

ttz-z,'1
}

соответственно вне и внутри единичного круга. ПрчlZl-/ вчполняотся равен-
ства (1.6), которче ..lox(Ho переписать в виде:

гп г0rv-Ur, (1.1о)

где

Glп,t,z) =
(1.11)

Гr, Гrnzooettz-z') |,'' r;:

Иатрица f назчвается приведенной tiатрицей рассеяния для урабнения (1.2).
3адача Ъ нахоlrдении натриц С, , С, , аналитичес хuх по Z в cooTBeTcTByD-

tцих областях и удовлетворяпцих (t.10) при |Z|-l , назuвается задачей Рима-

на об аналитической Факторизации }rатрицч-Фу"*ч"" G на oкpyllнocT"IZJ=l

15

(z* )

l* г,;'r*, zoe

ГrГ'| z2og,ttz-z'')

lцr*utъ-z-'l , щг)'z"i
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Такиr.r образо}.r, если уравнения (1.1) , (t.2) имеют общее реrление для не-

которых ?о , Soe /, , то ,.tатрицы ('|.9) , составленные из базисных реше-

ний (1.2), дапт решение задачи Риlrана (1.10).

2. Вычисление "аrр"ц" f, по заданны}r ,?n , So называется решениеr.t

прямой задачи рассеяния. Oно сводится, как litы видели, к решени|о задачи Кощи

для линейной разностной системы уравнений (1.2) с начальны,.tи условиями (1.5)

при п+ф. 0пределение Функций ?а , ý, - |'потенциала|| системы урав-

нений (1.2) по заданной ..rатрице f,- ,азпвается решение,.i обратной задачи

рассеяния. При некоторых условиях на ,,tатричные эп"лarr, Т11 эта задача,

сводяцаяся к аналитической Факторизации (1.1O) ltатрицп GО . однозначно ра3-

решиitа.

Приведеr,r один из способов ее решения. Будеr.r предполагать выполненны}rи

следующие условия:
to, TEle Cn " oet,T-l на окружностиlz|= /

?О. r'|Ql:- ,ii trl при |7| - 1 ,

Цz{,z''):Г,i t z- ) прп |zl2 /.

ЗО,7rr(Z) "r"пrrrчески 
продол,кается в круг |Zlat и не обрацается в

нуль при |Zl< t

Введеr.а *n".. W (6анахову алгебру Винера f7] ) "атрrц-Функций 
от z

таких, что их эле}rенты разлагаотся пр, lZl- / в абсолlотно сходяlциеся ряды

Фуоье |6,_ ja . Легко

Kn"l'. i1/*( W- )

ставиl"iutiи в виде Zc_
п>0 'о

Теорема | . Пуспо лапрuц" Г (Z) уОовлеmворяеm ус!lовuя!"l 1О-3О. Тоеfu.

Оля мzrпрtлр f, (1.'l 1), сос7lпвленной 1,1з элеr"lенmов Г , су|щеапваеm еОuнсm-

венное ра,!енuе заОацч htl,aHa (1.1О) с условчялu:4rW-, trеW+,

det J,+ 0, l z| -. 1, det Crs 0, lzl< l ,
(1.12)

CnZ" ),z"(

|0
( 1 .1з)

*t

еdе звезёочtсu означаW|l, цmо соопвеmсmваlацtе элел4енпа l'аtпрlц

fuксuруwпся.

11 не

Дока за тель с т во. Суцествование решения регулярной эадачи Римана ( 1 . 10),

т.е. задачи Ри,.rана с условия}.rи (1.12) , следует из теоое,.rы l из [,7] , так как

16
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при выполнении условий lo-3o "атрrца 4 поJюжительно определена и принад-

лежит !У . Нормировка (1.13) Фиксирует единственное решение задачи Риr.rана,

поскольку, в силу аналитичности и ограниченности лаr9пч t, , С2 , различ-

ные рещения задачи Ринана ногут отличаться лиlль постоянныяи по Z ,4атр)ичны!tи

ltножителяни tcH. [3] ) .

Теорема доказана.
Лемма | . Пуапо ,-rrеrц" С, , Cz являOпся pa)JeлueJt1 заdачu hll,aHa

(1.1ol , (1 .12l , (r. ,3) . *r*,::уiр;rжбц'

lфr,q\:с,и,l,z) ( 
"о l'l

Ir^r-!k-z-'1

|ц.ч\: C,rn,/,z) [ 0

,fuапwц

z-oe
l

*tz- .,)
0

,*r!|о"'",-r)

, иатрица F(п,t,Z)

(1.14)

(1.i5)

(1.16)

является

сооrавмlоп совлеспнuе paleцlл caolel'4 (/. l ), (r. 2l с aclMwnorruKaMl (1 .5l .

.Qоказательство. Саносопряхrенность l.iатрицч обусловливает сиr..u.rетрио

решений задачи (1.10), (t.l2),, (1.13) :

С, to,t,z): оQиi,в*Г')а-' ,

0

Iо--
\ )

3десь черта сверху обозначает взятие конплексного сопря).(ения от всех эле-

йентов "аrр,"ц" Q
По построенио, для ..lатриць. 0 вчполняется рекуррентное соотнФдение

0 fu+t,t,z) - ZG(п,t,аZ'',
где 'z 0

,7_

\ J z,
0тспда и решения задачи Римана в точках п , п+i связанu r.rежду собой равен-

cTBoa.r

С,i,п+t,i, z)ZCil ;п,t,z 1 = Сr,п+t,t, z)Z !/ :п,i,il - F и,t,z )

В силу аналитических свойств С, , С2

r,iногочлено..t первой степени относительно Z

17



O:E,z-|+;c*З,Z.

Для вычислен"л 1r,,j, используем нормировку (1.13)

(1.17)

,:,=hп z-'F :
)(; 

',)(!u" 
,"i "'): С^

l

\

/0
:) ,

Z+сэ /о сп

+
.tп 00

0l0

*,у"

)t )(": 
,' и,,/":)-(| 

r)F,I t.:1lrTL Z Р
Z-0

При вычислении =о используе..r симметриrо ( l .l5)
следуюций вид:

Натрица ,Го и}rеет

-l^
*

+,

имееТ ВиД

\l"

tn + ynz

ап

Из равенства (1.10) легко видеть, "rо d,et tr-aetCr-do . По тео-

реме Лиувилле, 7п не зависит ol z . Вычисляя detF-do., /do не-

посредственно из ФорFrулы (|.|7), находи..t, что 0o:-6o/i ОтсодаF

' - l"yi -ri,'-ti
)F , о+o-1 -4l, ,lпlп

т.е. совпадает с ,,iатрице О С+ в уравнении (l .2) , если положит 
" 
?о: ln ,

a}Jc: - in'
Доказательство выполнения условий (1.5) проводится точно так же, как

и в непрерывном случае tc". f5, Teoper.ra 3.!).
ДиФФеренцируя равенство (l.|O) по f " р"ссу*дая как и вшде, убежда-

емся, что ..rатрицы (1.1Ц) удовлетворяот уравненио (l.|).
ЛемFrа доказана.

Следствие леммы l . /rlя )|а|rlрu\ноzс уIп,вце,l1чя (1 .2l uллаоп леспо явнD:е

!ср.lулэt речlенuя обрапной зафчu рассеянuя:
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lz1,1

\,, czl

,l?ýо,,- 2ai l 22n' сr,r, 1 o,t , z) et 
а-1'' ) g!Z 

,

(1.18)

zR,*

п eoi

Г,, (z)

T2(z)

С,,r, (п,i,Z) t(z-z-|) ,.-_ о *a,
L'(п,t )

2п

пl=|

.an Г=оt 
,С ,,,rd, , Cr,i - элел4енпй i -й or,,pc*u, 7 -iо cпottOtla Mltt-

рuцd L; ' , опреdеленной фl<поwзаtцuей (1 ,1О) по прuвеOенной !чtаrллрltце рссея-
нчя 11 .11l . Функtлlлч Ro , 3о уОовлепворяtап нелuнейной саопеме l0.1) прч

t.0
[оказательство. Вычислив коэФФициент Фуоье пгlи Z-f в равенстве

Qr- t tot/rt,d Z !r' tпrt,z ) , вь.текаDце,.i из (1.16), получин первуо

из Фор}tул 1l.t8). Для получения второй Форr.iулы вычислиr"t коэФФициент Фурье

npn zo а равенстве Q*{n,trz) - !riп+t,t,z)ZЦ'(п,t,z) . По лемме l,
суцествует coвr.recтHoe решение уравнений (1.1), (1.2) при t>0 , taK что

найденные Rа , Sn являотся реrлением (0.1).

ЧтО И требоваrюсь.

Доказанные утверждения поэволяот использовать следуоций алгорит},r реше-
ния задачи Коtли для нелинейной системы ( 0.1 ).

По заданным начальны}.r усrк)вия}r ( 0.2 ) вычисляется матрица о"rraл"пл Гlz1
nyr"" р"r"",.rя задачи Коши для разностного уравнения ( 1.2) с асиr.rптотикой

(1.5) при п-оо,t=0 . По qормуле (1.1l) составляется приведенная,.tатри-

ца рассеяния G ИrtrZ) для произвольного tr0 n решается задача Римана

(.l .lO) , (1.12) , (l.|3). 0пределив натрицы С, , С, , находи,.i реOrение нели-

нейной систе..ru (0.1) по Фор...tуле (1.18). В этоll состоит метод обратной зада-

чи рассеяния. Из теоре}rы |, леr.rны 1 и ее следствия вытекает

Teoper.ra 2. Пуапо р.ацалlьнdе yc/loBtл( 0.2l сuстпела( О.1) таковы, чпо OtB

lаrпрtца рассеянчяГ(Z) 
"ппЫrенd 

асловuя 1О-3О. ТоеОа суlllеапвуеп еОuнспвен-

ное paleаue заdачч Кам (О,1), (0.2l , прtлнаОлmцее шпаёсу | поч л,Мап

dro
Условия lo,30 на элементы "аrр"цы,ГiZ) налагаот некотопые дополнитель-

ные условия на начальные данные (0.2).

Теорема 3. ILtя поео чпоба эле|lенllu !,оrпрцd р""uru"ГiZ) баltч бес-
конецно Йu,fiеренцuруе!,йм) функцu$Ф на окруNностuIZl-| , 0остолочно, чпо-

ба функцuч Rо@), ýn tO) убаваltч пwlпl*оо басtпрее лlобой сtпепенu4,
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IfuB поео цmоба duаеона/llнаrй элеJqенm ГчtZ) не обрцался в налD в круее

l|l < / , Оостwпочно, чпобп tr-*o"- .?о0), SntO) an^, бы MeHыlle некопо-

рой заfuнной. поопоянной.

Доказательство. Поскольку элементы ,аrрrцп Г(,С) выражаlотся через

специальные решения (l.ý) систеr.rы уравнений (1.2) , дока)O(еir сначала диФФе-

ренцируе..rостьпоZ функций Vr,фl ,i=/,2, (1.5) , когдаспектральный

пара}rетр изменяется на oкpy)fiHocт" lZl - |

Построиr.r Функцио {, }rетодо,l последовательных приближений. 3ar.teHa за-

висиr.rой пере}iенной

[/ : (:,) : ч @,t, z) zo rtcz-z-5 (Х) (1,19)

приводит уравнение (1.2) к виду

Unr,: х[/о + do{In + dоч,

а - *."оо"rные ..rатрицы, И - о"*rоо,

(1.2о)

где х й

z

0t

2 Rо Snz

Поz - 3i z'
'ri,r',), v: (_)х :

о,) 

'

,а.а
tLлl,:Lхu" d*u[' * 

__Z__xo-* 
d^ч .

r-|
оtп

Ицем решlение систе}.tы (1.20) с нулевш}tи граничнur.tи условияrlи при п/+-с,о,
используя следушlий итерационный процесс:

U!r,- .\U: - d^ ч!-' + a"V .

Разрешая его относительно 7 
-Л ,4rеоачпи, получаеr.i

(1.21)

Все U:
2

лех(ат в пространстве W двулrерных векторов с координатаr,rи

из банаховой алгебрч W ц

IJi= о, U:
п

-; x"-'drv, , .

N ti,o) - r,r.t rU: - tj!;' l w,

xJ-9o

0бозначиr,l 8ччислив

норну от обеих частей равенGтва (|.2l) , получае..r слелуФцее неравенство:

2о
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V х+/) < д,
'1 

, i-,.,, Ё-*i х^-"1 *il* .l'y'-a"lj t l( l+ lýл l ),

где - некоторая константа

Покажем, что

(1.2l) , имеем

0z

где

а

0U!
Ё*rо-* ir Ц' * о,

Решение этого неравенства дает при всех ,1 <,?о оценку h'tird<
3десь 1o1<,t выбрано так, чтобы выполняrюсь условие

_" - С*?_,.(lклl+lSлl)- t,

Следовательно, итерационный ряд

L'n- з! + \U:- 3no )* (L,: - J"') + . , .

,.iажорируется гео}.rетрической прогрессией со знаменателеr.i Э< / . Его cyMr.ra

Un no" всех П принадлежит }/Z , np"*"r.t иr.tеет ""arо ,."о"""rar"о

l L,nl 
r,. 

* С" (lR"l l,* ll ýо | ,, ) . 0 .22t

0Ц ijz с W' ПродиФФеренцировав по Z равенство

F->
[,,-л, ^**' 

#d*+ 
xo-*'#)Ui '+ ч] .

(1.2з)

(.24,
к=-оо

3аметим, uro F eW' , так как рядu в (1.2Ц) абсолlотно сходятся в силу

быстрого убывания Rо , So
Полностьо повторяя рассуждения предыд)щего этапа доказательства, полу-

чае.{ сходи..tость итерации (t.23). Теrа_самым доказана диФФеренцируеrость [1).
Индукцией легко показа r", urolff [/о е W' при лtобом цеюмр>0.
Uтак, f/n, а следоват.пrrо, ilo { бесконечно диФФеренцируемч . ДиФ-

Ференцируеr.iость остальнuх рещений задачи Коши (1.2), (1.5) доказчвается
аналогично. Элеr.rенты ..{атрицы рассеяния получаотся взятие}i вронскиана в раз-
юх(ении (1.6), поэтоr.rу они бесконечно диФФеренцируены.

0стаrюсь доказать утверr(дение теоренu об условии отсутствия дискретно-
го спектра.
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[ля тривиального случая (| .2l Ra = а , Sn :- 0 ,.rатрица рассея-
ния равнэ единичной. В силу непрерuвности в пря}rой задаче рассеяния (cr.r.

(l .22D иl,tеен

l, - \,l,u . С\I& Ir,+ П ýо l r,)
Ясно, что при достаточно }lалых lRnlt, , il So irr_ из теореr.rы Ручlе о срав-
нении нулей регулярнчх Функций следуеi, "rоТr, * с np" |zl</.

Теорема доказана.

3. Перейдем к доказательству одного из вариантов теореr.tы о непрерь.вной

зависиr,iости потенциала Rп , ýо от ,,rатрицu рассеяния | . Эта Teoper.ra

будет использована них(е, в ý 5, для оценки остаточного члена раэложений

( 0.1,) .

полоlltим

ilr l пд.f
t.i,j"z

,t
Пусть иr.rеется приближенная натрица рассеяния Г tZ,t)

-о _о
усrювия}r l -J , такая что

. Mt-t

-l l{ tril'dr.
Lz

где постоянные

По ttатрице

г.
у

l i, - t, lrr. M,t't, | сr- ,rlrr. tlt'}.

l |f lt',
u2

L2

ч

l|l-t
L2

lГutzl -irtrl,flr,
| г,rtzlе,tВ-z'l' -П

t
(z,l l l

dr0,

. Plt-t,

t

, удовлетворя|0lllая

(1.25)

(1,2,1l

i и их l.tно}(и-

м
r построиt. приведеннуl0 лrатрицу рассеяния с по Фор&tуле

не зависят от

(1.11)и нiйдеr.r решение регулярной задачи Римана

t,a -i,
Teoper.ra Ц . Еслч ,.-rrр,rцп Г

(1.26)

r уdовлапооряtап условчяrq 1О-3О u Bn-

С,,4 заОаччh.rqа-полнена оценкu (1 .25), по dtB лнщлlпелей fo,t<порllзаl1lll

tta (1 .26) зdlполнена оценкu

t>0,

пwче}1 пос7пояннdе Мr, l не завuсяп * t .

Доказательство. В силу невuрожденности ..iатриц

телей Факторизации, достаточно показать, что из

0
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оценки (1.25) для иатричнuх элементов 4/ , Тr, . Пользуясь теп, ;уо Го ,

Т, не обрацаотся в нуль при|Z|- l n 
"ор"" 

множитеrrей вида7аgТЕ-Z')

равна l, получае' rc-аl, a Mt-i равно.{ерно по П . Отсрда следу-

ет представление (1.28). Д2

Будем искать решение задачи (1.26)

r+{ti, А f ,u : (r+l-'B;tr */''4l (1.29)

л
Gв

следует С,0,'' :1*
отношение длл Cz

',,- 
r+;'lA ,

-.tt "8, , |8,tro,

l/l, . Фпd,
lJ2

< шlLt

(1.28)

, и анаЛОГиЧнОе СО-

Из эрмитовой сопряженност, "атрпц / и Г (условие 2О) следую,

+
'(

о, -Яt-*lifu,t,z), 4-2' tK-
Д* ta,t,z) ,

где коэФФици"rrr.4i аналитичны по z во внешности единичного, хруга|N|</
и ограниченн, 

" Д-*^ аналитичны внутри этого круга. НаХа.^ Af, "a "n"o"-
loiцих рекуррентных соотношений :

А: * А; : t, At;',

Ai *А, :-AroA},

д * А; : - AIA;-| ...-А:-,А;.

в виде

поэтону

Из условия lo дл" иатриц Г i и теоре}iч t следует OrA0;'eW

Ai - п*0, Аi;;' , д; -- п'(l}l;_,+ . . . + А:_,А;) ,

3десь п+ (п) W+(W-),- проектор на подпространство

rrr 
(Vrnzn) Ц 

,r*cnzo , П++П--r.
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ll!tr,* l0,At;'|rr. r, u /l'r.

*
Hopr,ra оператор" П , как оператор" /z - L,
тель но,

+

lА;l,

оо

, раВна единиче, слеДОВа:

(2,t1

не зависит о, пrt . Следовательно,

ряды (t.2!) сходятся в,ооrе /r, , n,оуu fi, , 62 ограниченu постоян-

ной, не зависяцей от п , t . И" (1.10), (1.28), (1.29) имеем

Q ci с,с; - 0, с 0 i - i, (ё + t' 
О l ё'1 t ;' +r { ! л t,u= (rr d%lfut; а,),

\, - zo |J' (r * 4 ý*r-')rг, ,

откуда следует оценка (1.27) , Теорема доказана.

ý 2. BHeulHee разrюжение в задаче рассеяния

В этоlr параграФе будет формально вычислен главный прrd-оо член а.р.

решения пряr.rой задачи рассеяния (I.Ц) с потенциалоr.t (0.Ч) эне особой точки

Е - ф\0. Из явных Фор}lул будет найдена его аси.,tптотика при о-сь0.
Все вuкладки по-прежнеr.tу ведутся только для нелинейной системы (0.1) со

знакоl.i ||+".

l. В систеr.rу (1.2) подставим потенциал (0.Ц) и произ9еде..r за}iену:

/(в-

Yr: 
"-лЦ*lzt 

Ёл*

^ А*
Rо- zБо

ý; 
"1rr. 

,

Ао: z2п+l п
a-l

кз-ФО

t* fr,3^п-'

t+Pi Si zt+ Ri +
zп

Написаннне бесконечнче произбедения в действительности конечнч, поскольку
лr\

qункции (о , ýn Финитнu.

Всоду в дальнейшем в ý 2.3 спектральнчй параl..tетр Z считается Фикси-
poвa'Hb.,"t, Z-2a0, О< l 0l< П.

Систеr,rа ( l .2) приrrет видl
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[n, 
,n+t) : 4 h) - А: [, и) , 

,r.r,

|trtn*,) - ц(п) + Ап[, tп1.

Поставим краевне условия для систеr.iu (2.2) при П*tса , исходя иэ асинп-

тотик (1.5):

( 
; )* t) 

п +-оо (т)*(,;,,::,t/*ф), о**...,,,,

3десь посто"r*"" К определена Фор..rулой (1.8) при R;RntOrSo- So0),

s'F,l)-г,r(ф_(l* rt,ýor,'i' , s,7z,t)-гrrчr*(,- i: ý; ,i' . u."

Элеиенты ,.iатрицы о"r".^""^ Тr, , Ц, задань. Фор}.iулаirи (1.5), (1.6) из

рещения уравнения (l .2) при t= 0 , начальнU..lи условия}rи Rо{о, So to),
Предлоlкение 1. Еслu фунtацu Ко , Do уOовлепворяlаtt условuм

(О.4) , mо лаllрlцнае эле,rqешlй (2.4) tltletoll оlеОуацее а.р. пр1 t**.;
I

s,,F,l)- г"в)еry\h' ,r,r'k-ar d t"liiBrelda + 0dl ) ,
-t

I

sua,t) - Гr. tz) ес р\Ь о, i "|- 
Ф 

+ s' (") n' tqr 
Ч d с + r0 с t 

- i 
) .

-,

проиэведения в Форлrулах (2.4), учитчвая
ftп, 3о :

"i*(t+ 
rt^ý" r-) - op|rhl*ft"|on') -

l|охаза тельст во. Преобразуеrl

Финитность анплитуд |, , $ бункций

(2.5)

t

|-r't_ еПР z

р,

!|а

I

t!- еср (с)е

(r) . r'(|'"- s, t.)i'Gtg)*lrsrol|ttФдr|I-

t ((- g) 
+ s, (oi i(€*Ч ь + 0 (t'i).
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Последнее равенство получено преАельны,.r переходо^l ОТ cy..r},rы к интегралу при

t->oP, с=: . 0статочный член обусловлен интегралоr,t от быстроосциллиру-
Е

ющего косинуса, главннй член Фазы которого t** имеет стационарные точ-
ки при а:!/, а аr.tплитуда 9(С)S(Ф) в силу Фор}rул (О.5) и}.еет особен-

"осrь 1! (#) при|1|-l. Второе произведение (2.tl) комплексно со-
прях(ено nepвo..ry. Предлоrкение докаэано.

Чтобы иэбавиться от бесконечного произведения в систене (2.2), перей-

дем к уравнениа для !f, :

г-|
Bn|; ш +z l- i t п+ tl)= 8n*, z' Ь h+ 11 -ц h|- t''zz ts,*,l Bn l' ц i n), ( 2. 6)

где зп: vi ,ft "- " 
ý; ) - z 1.,)1/l е;{0-9 );it* -

-s.o(l*e; "*€)\ a'sq, r=?, z-e;g, {= лъссоъс.

В уравнении (2.6) мы пренебрегаеr,l членаr.iи 
"no" iolo- 0r't'' ) , возника-

оlци,"tи при разложении ,.tножителя 1t*irýrZ)'' 3десь так же, как и вu-

ule, амплитуды ! , S и Фазы q , е являются гладки}rи в интервале (-l,
l1, g.c)=S(c)-0 пр" |с|>/.

2. Будем искать Форr.lальное а.р. решения уравнения (2.6) в виде

{r-}r+O{t-'), t**,

tr- rr(c,z)+ l-'q {r,z)е-iiФе) *{'4:r,zlе;ltф'4). Q.7)

,Ц ,Ц гладкиепоZ винтервалах

,l), тогда, разлагая прч /+ф по Фор..rуле

$ i,п+ i, i, z ) - Щ ! r, z ) * ; 
-' 

lц,:.r, z ) е- 
ti € eat iф+ Ф,l r

*t[,b,z\elireitie+t) + 
аЩ0, 

1+ 0(t-'), с+сOlg

Предположим, что функции (Ло

rt,ab? ), (фL0
Тейлора, имеем

Подставляя эти выра).(ения в уравнение (2.6) , приравняе.{ члень. с одинаковu-

t n одпr"*овнr.rи быстроосциллируDциl.tи экспонента,.iи. Из соот-

членов при степенях t''e!ittф*e) ,"rодил{ коэФФициентыношений для
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[r, Uz

/+ ео
(0-€)

Ц=-tSао
\y-ei(- D(| - r-it0+€)1

(2.8)

(2.9)

Решение уравнения (2.9) долlкно удовлетворять краевчr.l условиялl (2.J), откуда

Ц (-|,z): К, tno U,z) - $z(z,a).
Эти равенства вытекаот из а.р. l2.7) , (2.5) с учетон того, что 5n- 0
np, lcl > /

Краевче условия однозначно определяот решение li в област"" f-l, а5а),
(а*0, t ) :

.г

,,t} =Кшрr"\Ь'rr)Fв,s) + sztp)F tz,-4fld7r,
-, 

/<g <ФL0, 
(2.1О)

4*-su(z,*)eлp{-"' ! 
fr'tp, tr 1z,41+ s'tр\F tz,-rldr},

аьO<t./,
где

z-'+ e,ir
/, (z,l)--ц , |-0МФLР, 0<1<Е., z-e

Из Фор}iул (2.t0) следует, что Функции ао* , интервалах l-trCO+0 ),
lфr01 / ) гладкие. tЬрмулы ( Z.8) покаэыааот, что Функции lЦ , а, явля-

отся гладки,tiи в интервалах (-1,0),(0rl) всюду, за исклочение..i окрестности
точки ,|=ф5В

Асимптотики Функций tlГо! non !-tX!0 исследуотся ниже, в п.Q. 
2!7



Bi |ч иr О - щ rп+l| - li*, r-' Гч и + ) - qrn l] - t'Ъ* Bi, W^ t"q, l,
(2.11)

которое комплексно сопрях(ено уrrавненио (2.6). Иrцеr,r его рещение в виде

,tr:C + 0Ё''), t_on,
где

h- uo р, z)+l'L,(",zlr-it(***,) *t''ur{o,r) r't 
(f +f ) . Q.12)

3. 0пределиН теперЬ главнUе членu а.р. реwения Cf систеltu (2.11. дп"
этого так х(е, как в п.2, перейдем к одно}rу уравненио аля { :

!ействуя так же, как и вшде, находи1.1 выражения лле Ц, , Ц,

,*;i@+€)
Ц, : - l,SЦо

( e-ql {- 
| )(/ _ е 

i ;0-1) 
)

/ + g-ib-1l
Ц2 - - IJSЦ,О 

ko'|_,)(l_ еt(0+€)1

и уравнение первого порядха для t/o :

du" ,|,',*+s2(c)#,l

,

z ц0 (2.13)

da

В силу (2.|2) и (].ý) краевы}tи условияr.lи для Функции Цо слунат условия
( 2.3)

цо(l, Z) - g, Цо1/,Z) - ý,.(z,*) ;t(z-z,|l,

0тсюда однозначно определяотся решения

ЦБ-0, -/<c<coL9,

цrо- S,r(s,-) ,-ltz-zn) ,",

Ф{0 < g< /.

\l*r,*,ъНф|t -2z
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Из последних Форнул также следует гладкость функциЙ
,,-1 ,, сф0 ),(clL0 1 l.

Составим следуюцие Функции из а.р.( 2.7), ( 2.12)

IJ @l = t" tnl * А;' ГС иt0 - 4 пl,
W,п)- irtn1 - U:Г'V и+D - i,ol ,

и покажел,t, что они являlотся асиr.iптотическиr.r решениеr.r np" t** систе..iы

(2,2t.

Предложение 2. Функции (2.t5'1 б u U , tГ, uW удовлетворяот

систе,,rе (2.2) с остаточны,.t члено}i {i U'|'. Р- сi''lt-сОr|Г2 ) no, t*-
flоказательство. Подставляя (2.15) в систеrlу (2.2l , получаен из пер-

вого уравнения:

t! @+t) -IJ tпl + Ai Wспl- [:, Гt,и+2\- irtou1-1i ri, tп+tl-itпl)+

+ Ai t ш r А *, В,и ul - Q{пil - (В*, в |z'* u ( к"h)(Qш л -Q и f) +

- Д: t @) - А :ч в i с"- U:Ц @)*Д'' r, ft, Инr i, rnlu а к,0, (2. 1 6)

,д. Gп - левая часть уравнения (2.6 ) при 1|- ta , 
'"""о.r" Qtnt\-trrт'l

по бормулё Лагранlка иt"tеет вид:

\(п+t1- tи,-r'Г* + ц (eai|-t)e'it{t+t) +

* ч(rО" - t) eitЧ*e]l"_o ,, !,€ (-t. l) . Q.11l

0тсрда и из lDор.,iул (0. 5),( 2. | ),( 2.8) следует, что последние слагаемuе ( ?. | 6)

иr.rеют оценку 0ft-q' (/-о' )''h 1rlo- r*i€ l-' ) .
функция !] удовлетворяет уравнениD (2.6) с точностьо до членов поряд-

-"4Ai(tr)' " t-'(АоВп)tltГп) , гаеАо " А:, соответственнопер-
вая и вторая разности.

Учитывая особенrоаи бо " Ц в точках t=!l ,cPLg , из яэнчх

Формул lz.8), (2.|О), (0.5), получаеrJt оценку

+u; в интервалах

(2.15)
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G": tl(t-'t,-r,)-* le'0- e'i| |* ) , t +о.О,

Умноlкая это выражение на д Бо' - Stб l-пfaI
п+l и за}rеняя Ftноlfiитель

ln'?- е"€ | ""lC-O+0l , приходиir к требуемоr.rу утвержденик). 0ценка пра-

вой части второго уравнения (2.2) производится аналогично. Предложениа до-
казано. л л

Ц. Дп" того чтобы выбором неизвестныхлбункций потенциала Rо , So со-

гласовать асилrптотические Dечlения { " trз слева и справа от особой точ-

ки g,=gPYý , необходимо вычислить а.р. этих рец!ений прч 0- а?rа.
Лемма 2. Пуспо ва4есfпвенноя функцuя g rакова, чпо qe|*(-/,l) ,

"|-; |*n f-1,1f *л"о{" со cBoultal проuз-u фунlа4uя |lФ)Vl -с' оеранuчеца на оrпрез

воdнчмl. Йалmrп z-ei? , f=aЩC.O5p ,0.4.Е , mоеОа чнmеераll

'о --t- o-il
I, tr,z):- "\uWft 

dr (2'18)

taneeп слеОуOlмю асuмппоlluку прu а 
- 

Ц5Q + Q :

r, @,z) - - i<r0)[п(а-сь0)+ L,(0+ 0(о-с0+0), 0,0,с,

r, \r,z): r,(ab?,z)+0@-cи0), -rТ<0<0, (2,19)

еое !-r9):211uь0) Цп9,

/,@) -ry zP+z) kв-ц+ (d+ !)"rОrОtl)kаiпо -

-, 
i [+ "" 12"*e-i€ )dв\rk k- n'' )/ q .

Доказательство. Вторая Фор}iула (2.19) очевидна, поскольку при

-П-O a 0 интеграл (2.18) не имеет особенности и является аналитической

бункцuей Q .

В случае 0<0<Г произведе,.i замену переменной Р-Са!1 , О-Сф{
в интеграле (Z.l8) и проинтегрируеr.i по частяl"t. Имеем

2+ 72g,if
I, @,z) - - !(cobl)Ml ,_ uT d1 -

0

\
r

зо
a



l:z

* ff tr- r," [t| ). h(, - е'€ ) +
-"k= ир-еilр4,

. tci3l
Ck (z-е" ) - - j zl*z) h (r- t) +

ле гко проверяе}4ое 
;оот 

ношение :

z - е" - ifu ,с -uь0\ + С (с -r*Э)' ,

,r-'r,\,

В последнеr.r вырах(ении перейдеr.r к пределу np" {*0, испольэуя следушlее

\е,,

0-И50,
В результате получится первая Форliула (2.19) с остаточнur.t члено}t

0[а-U+,9)rtЪ,g-ОЬO)J 0днако остаток в действительности не содер-

жит ,югариФмического члена, поскольку иэ (2.18) следует

яс
frI, (t,r): fu+С2+0(r-сЬ0), С-а{0.

Леltма доказана.

Следствие . Пуспо зdполнецьl условuя леl,twi 2, Тоеф. uнпеерuм

rr,',z,\:r'i|е,'ff +,

r,tt,z): z2ir'rrffO'
-l

u.меlап слеd!лочце асtл4wпопакu прu g , сФ0 - 0 ,

Ir:l,z;
-io',0,' ll,,col0-o| * Lr(g) + {0(аъi-с), 0<0<Е,

I, (о+0, z) - t0 (а+0 -с), - с < 0< 0,

rr{r,z)=
I 
i",O:k,a+0 -с) + lrlBi +|!,'al? -I), -G<8<0,

|rr'.* 
0,z) = 0ta+0 -с), 0,0<G,

Lr{d) -Ч ,o-,'kl+t) + (o-f)*,0) + iцiп) ksпт +

(2.ю)

еdе

з1



-i€ (1*ze-ir

-'I lgi ze;€ (/= ur"\rk1,-e-" )dr,
G

Лемr,tа 3. Паопо Фа",ц* it опреОе.rtена фоwулой (2.12|. ТоеФ впорое

слаеаеJqое в раденшl (2.15) Wпl ч.lаеап слеёу@мю асч.|mпоIаку прuС-С0{0:

- (/; Г' |t :*,l -t,,o,)= {,zt ii

-,!l+,, \ra,r-e;l)dtr,

Ц {0) - - ry z{z_l k,z+t)rrO_f,)*i:a;_;*t0,1hsiп. _

0

<(0)- 2SИg

t?)siп? .х-о+0)
i<-|

х

2

, ritix-ot0)'sln-|0 n*|rp -Еr+ lr+ lr- 1hzt-д]},

* S.r',z,4P * 0 ;а- оl0 +t :r - co+ilJ srп'' 0l ,

z'(аь0),
-5s (лаd), l=

-iIz+e
77dp, 0<0<G,, ?-z

[ у, wооl , |р,рu0, 0<0<Е,

\-/rn^ 
n', О=lF, 1u+0), -Е, 0 < о,

12.21)

еOе

\
Ф!

*
L,@)- z s'tpl

0

2

LJ 
з-

/J, -ч

а функцuя L|rc) опреёелена в ле.мпе 2.

Доказательство. Рассr.rотрим случай 0.0 <С . Испопьзуя Форнулу
(2.12), запичrеr"t главный член при {*"О интересуЕцего нас вuраr(ения:

- (,{;Г' V,пrl)- Цtnl](*a /-1- - |д-^)-'t-'|# -

* (r*" - t)u,[;t(*rfl) + (r"е - t) ure;t(4**|) - wo,o,r,r)

' , *еЦ
L/0)-r' t _z"tp)fuao, -с<O<о, 9-,",
cotl anO

I |z'yrl siп (0 - 4 * s'(р) siп 1o*r|dp,
-1

2

з2



ilодставляЯ в последнюО Фор,.1улу выражениЯ (2.,| ), (2.|3) длЯ ДоrЦ*rК-Q/,2,
получаелr

где u;

(2.22:

определен Форr.rулолi (2.1Ц ), " Р @rzrt1
. В силу предложения l,

@-цsO)z
sи0

обозначает бесконечное

(2.2з

(2.24,

произведение в выражении (2.1) длялл
t-] tt-| / + R* S^z-'

t--ti --T7*-:eIPка,со t+RISlz I

+sztp)9iл(0*4ldp + 0(t-i) - n'l,*t!tt-i)

Ра3лагая а.", f (см.6ормулу (0.Ц))в ряд Тейлора в окрестности точки

I=сД50 , имt]ем

0
г
|r'tplsи(O-il +
L

дп
at

,, l
-t

еrо|ltф, + t 1z''-21+2пka : orpt

- t|, (usФ k lt - iF, tсоэ al)tt - r! rc- CIbol)]

Подставляя выражения (2.23| , (2.2Ц) в Фор,,rулу (2.22) , получаеr.r

r l l l T. (cb7) s,r(z,aa)z ea,p i |Lo- 1, tп zt р-){Yotп,Г,7l-- *

х u:(t,z)ечV'";#ф, )|lr o("-ron r ''#;О')\ .

Сингулярный интеграл в "rоr,птеле 4j раэлагается при g*CO+O+O по пер-

зз



вой Фор..iуле (2.t9) для 9 - N2 , регулярнчй интеграл с.ллотностьо g-S',_,
по второйl Фор,.rуле (2.19). 3аr.rеняя окончательно /- ze'i{= - ;k-6a)9lZb,
d= 2N(uЬO)siл? , приходим к Dазлох(ению (2.2l) при 0<0.С. Для

-С<0<4 Формула (2.2l) доказuвается аналогично. Лемма 3 доказана.

ý3. Внутреннее разложение

В окрестности особой точки (точки поворота) I - ФL0 внешнее

разложение, построенное в ý2, имеет особенности. Для более подробного изу-

чения свойств реч,ения систе}rн (2.2) в окрестности этой точки, введеt"t новуо

. Рассr.rотриlr сна-

у с точностьо

( внутренноо) независи..tуо переменнуD 
у - (о - U+ q '/Т

чала уравнение (?.6) для qункцuи !f,

Вычислим iоэqqициен.ты уравнения (2.6) в переменной

(9G-' ) Поло*пв для определенности 0<0<Г , иr.tее..i:

€-ФФсоьg:0 -+ + 0(t-/y'),
хlТsiп? l

- Iоilфsо - ,Й + 0 d-'ht ):!ф -ф2 |,2

-fuсоsт-ýtл0-#+ 0(t-'kt*t''y"), (з.1)

Bn: 2r ,*rr}'i*- (l +е'И 1rlоьO)е"tф * i'Пht@sа)т

+ ъl (аь 0 )) e'2it 
9 

+ (h ý Ьп 0) + s, (си ul r" 4 + 0 (t-' !п t +t-' r ),

Решение ицется в виде

где

ц-W + 0(t
'lz (з.2)

W
-'l,

W*rоdф 'l, о9
-hitф.

+ d'w)e ',Р* trw)irrtф.\v0 +t+t ц

+
Функции !Уо, W6', i=/,2, завпсят от ! " 0 и предполагаотся глад-
кини по Щ . 11одставим (3.2) в уравнение (2.6) и приравняеrit членч при оди-ar
наковых степенях С и одинаковых осциллируrщих экспонентах. При этоr.l полу-

чается Boce..tb линейных диФФеренциальных уравнений для неизвестных Функций

з4



Эта систена оказчвается сов..rестной, приче.,r

и ее пеDвуо производнуо:

ч*
ýW;=-[n@| t

t
wi явно Bupa-

(3.3)

= 0,\л'

Прп-Е<0<0 соотношения для коэlDФициентоб !V, , W;*

rде |-z(оъ0), S- s(ob0) ,а ц является решение..i диФоерен-

l|иального уравнения второго порядка:

w: _ 2ч/

ýlп
Wj + l"'Wo- 0, (з.4)

0

получаотся из lDорнул

(3.]) , 13.Ц1 кмплекснч..1 сопряжение}t и заr.rеной tr на S

0пределиr.r qункцио [,/ , соответствушtуо реrцеr"о 4 с пе

BeHcTBori

t,4: /; [,,i {п+tl- fr,"il.

Ал
Предлопение 3. ФyHlcl4lu (3.2l ,G.5l ,W N LГz " U u Ч уОов-

леtlrворяоп сuс7пеле (2.2| с осrlапочна}l цJlеном

t! (t-'y + {* ,') sd'zg, t,y _ - ,

!оказательство. Второе уравнение Q.2| в силу (3.5) вь.полняется, Tol{-

дественно. Первое уравнение (2.2). преобразуен по |Dор..уле (2.16) и оценин,

члеl{ui стоящие в правой части. Из соотнооlений (3.3), (3.2) , (3.1.) зitкrтч€-

е,.r,_что разность frrn*r) - ftrol оценивается *а*01|'lу+tПу')й"Z0,
поэтолrу для последних слагае,.rчх правой части (2.|6) требуеr.rая оценка вчпол-

няетСя. /а

По построенrо, W удовлетворяет уравненио (2.6) с точностьD до членов

, Wi*
lрененной

на w;
у , ра-

(з.5)
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gцда впir Гr: + (rv,t li r w;l ] , цfr t9 t d'y,l " fio ,t .!,у" )_,
0ценивая их соrласно явнUн Фор}tулам ( 3.3), 1 3.Q ) и у}rно)fiая ". д о*, Dn ,

приходи}r к нуltной оценке. Предлохtение доказано.

Для дальнейшего удобно переписать уравнение (3.q) в новой переменной

о- уБ lsiп0l-'/2 . имеем

Wo' - iuWi + ", 
Wo - 0, (з,6)

где

ц2(чъ0) sitt 0 , 0< 0< Е ,

-Тsz (uь0) siлg, -с<0 < 0.

Леr.rма Ц. Сучлеапваеп раденuе аwвненчя (3.6) ;

iоз
Wo : СеО D_oFo[) ,

еОе Л, - Фч"*r+r* паи,6алuцеосоео щlлuнdра |8) ,
l3.?) шчеап слеОуwце aalwrпTlo|lu|a,l прu б *!оо,,

. lf*

ц -rlol-fue'(r*OG-'l),

(з.7)

ч € Е
q . PaleHue

(з.8)

(3.9)

уравнение ( 3.6 )

6_-о/О|

сводится к уравненио параболического цилиндра:

ц - ch-"n-* #е-ТrЧ"*-,пЦ;:l,
,(l+Oca''), 6-**.

!оказательство. 3аrqеной р-о€, r- if'Yro

d',rг

F +(u+i-e;),rr:0,

.де l--jo( , решенияr.tи которого являотся Функции 
':flu\fl.Асинптотики (3.8), (3.9) следуDт из а.р. qункцuй2, 1с". f8. c.r29] ).

ýt. Согласование асимптотических раэложений
и определение Функций NrS, lr,z, Fr,z

В предьцуцих параграФах подготовлено все необходииое для.построения
зб



двух}rасштабного а.р. решения задачи рассеяния (2,2l , (2.3), справедливого

как вне, так и в окрестности особой tочки a=Ctlp . Согласование внеш-

него и внутреннего а,р. слева от особой точки достигается вuбороr{ произволь-

ного коэФФициента при решении Wo однородного уравнения (3.4) внутреннего

разrюr(ения. Внечlнее р€зrюжение справа от особой точки однозначно определено

даннUliи рассеяния при g-| (п*+о) , так что условие согласования справа,

при С+ФL0 */ аает уравнения для неопреАеленнчх коэФФициентов |rý, /t,z,
Р,," потенциала /u в точке C,COL9 . Явно рещая эти уравне-

ния при почти всех 0е(-ПrО ) , мы найдеr.r выражения для коэФФициентов

|,9, | 12 , Pt,z через эле}iенты иатрицu рассеяния Г (ei9 l,

Для упроrцения записи продеr.rонстрируе}.t !iетод согласования а.р. только

для случая 0<0<С Случай-Е10<0 попу"ается неr.iедленно, если во всех

Форr.tулах выполнить заr"tену

ýI-1,@l*-0,€--(, /r--l,, Pz*-Pt. (4.1)

Процедуру согласования а.р. удобно проводить во внутренней переrченной

о -lET@-o+O)sa-t 0 . Перепишем асиt,tптотики членов внешнего

разrюх(ения, найденные в ý l, в переменной @

Предложение 4. Д.р. рааенuяЧ, W(п,trz) , опреdел,енноео

форt"lулой Q.15 ), в оtрес7пнос7п) mочаl !=Ц7ý шqеоп вud:

ц
2 -!2

W и,t,z) - КС|lоГ* (zt) (tr о (t stп''zо)), 6 <0, в.2\

еdе о1= !,у2 (аМ) с:п0, 0 < 0 < п
(2.3),

б

х

поспаянная К мфна условчя}lu

W щ,t,rl -|rso(7,-1a-k (эl)t - Цs,2в,оо)iЕ(2t) 
l'

, ; 
ih+ ф+ ; 0, *" е'#|Р r о d ! 

о + i ! о' ) stп-' 2 0], о, о,

ldт

ч
t,-еЧ 2@)

f; z''+eif*l,,, ffir,dr- +u,*4 1

(4. з)

з7



р
Гz: OtР 1@) -

l

\
щ0

I

z,'+ eif id, l
S2(p);:F z'dp - т ksИ? 

)

,'r#z-'ф+ТU,*4
ч

tr: 0tР в )
*

I l
Фл0

(4.4)

0 - о) и а.р. (3.8) при

представляот собой асииптоти-

а фунlа,l1,1u /, , /, опреdе,пена в леl.Фtе 2 u ее слеОспеtд,t npu ! - t2
Локазательство. Форr.tула 1Ц.21 с коэФФициентоr.r (Ц.Ц) получается не-

посредственно из а.р. (2.t8), Q.7| и Форr.rул (2.8) . }|но,хитель sИ'2Р0
возникает в остаточно}r члене из учета особенностей функций Ц , а2 в

Фор.tулах (2.8) при lCl*/. Аналогичныr.r образом получается пербое слагае!tое

в Фор,.rуле (lr.3) . Второе слагаеr.iое (Ц.]) следует из Фор,.iулu (2.21) в лемме

3. Предложение доказано.

Сравниrq а.р. (Ц.2) прч 6<0 (r*
а--оо . ПосколькуФункции W и

с0^

}V

ческие реченпя 1|" одной и той же системы {2.2|, цх асийптотики долl|(ны

совпадать при.' + сль0 rrри6*-ов перененнооо- Е(r-Ф{О) ).

В это}r состоит принцип согласования а.р.
Такиlr обраэо,.r, коэФФицп"", С при главно..t члене внутреннего разлох(е-

ния (3.7) следует определить из усrювия совпадения а.р. (3.8) и(Ц.2) :

гв !{
сет -КС,(zt).,

0тсода и иэ (Ц. Ц) на). )диr.r

ц0
l1
2

С -К (at) еtр
-l itz+e

-:z- е "',
s'tp) ,,4

г
Е nL,'D)- fkrио *_\ (4.5)

(4.6)

Усrювия согласования справа от особой точки состоят в совпадении асимптотик
(3.9) и(Ц.3) при б + +оо :

-}""
Се : 5u(z,B) С, tet)

Lo1
2
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,lrc

-еГGв)

гd
ll ц . l,d-il,-7

- iq pl) Ё s,r(r,-)e7iB+iO+il,+

с
q

!'lриравнивая в последне!r равенстве члены, aод"р*"*"" f

l, - |, (uОО) : -о. :-2х2 (ulO)siп0, 0< 0< г,.

Аналогично, из равенства (Ц.7) и эамены (Ц.|) для 
Х,

, получаеr.t

спедует

(4.7)

(4 .8)

lr: lr@l0) : - 2s2 (со+O)sц?, 0 <о<,|Е, (4,9)

l|ля определения Функци" а@) вычисли..t r.rодули право]-l и левой частей

равенств (q.6), (q.7). Из Форrlул (Ц.6), (4.5) имеем

lsr"(z,o)l': К'еrрz(Х-,r<), (4.1о)

поскольку, в силу лелrмы 2 и ее следствия (ý2), справедливы соотноu!ения:

_ zle-iry z-,+eif 1
'{p)z' нц + s2p)zz 

"** Уr

|u,rr'Ц dp + u@)(o*i),

f,,'trlr'# dp - -Р)(0-r)

где

Ре

эначения.

,= r._i 
[,

- ReL,(0)- Rе

RеgL2 )

Сингулярный интеграл в Формуле для J понимается в сa.rцсле главного

Используя эти соотноluения, иэ равенства (Ч.7) получае}t

ц', !г ,, ес.р2р -9 - .cls," (z.,d|z.
lГtаl'

Применяя далее соотношение |Г tbll': *n , из (Ц.|0) полу,.lаем

e'on |s., l3 - l s* l'+ l s, l'.
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из предлоltения t (ý2) СлеАуеТ lSrrl' Гr,

2r
е

учитчвая равенство |Гrrl'+lrrrl' - t

е
zr

(ФlotD.,tула ('l .8')),

ik-o)* ,,,рlr-rвrtц.

2

\,l s,rl' : 2

l

r : Rе\Гr',r,,
-t

еа4 -2
п,4ееr4 е Гr, ,ли

(4. 1 1)

0тсода не,.iедленно следует первая Фор..rула (0.5). С по..rоцьо заиенu (Ц.l) полу-

чаен вторуо Форнулу (0.5) для qункции ý2 . Тсм самчн докЬзана

Теорема 5. Пуапо,апwlлд wссеянlл TlZ1 уОовлепЕ,оwап yanoBuшt 7О-3О

из ý], а фунlцuч (2.15),(3.2), (3.5) преОсппемwп собой а.р, nprrt-* р"-
tлленuя зайцu wссеянllя (2.2'r, l2.3). Тоеfu амшчлrцОа l,S а.р. раленLLя

аlапе!й @.1l с нацалDнаrФl фннwоl (0.2l вачuсtlяrоллся по фptnyмtn (0.5l , п?l-

чел !@)rltirC-|-l,Л , еОе9-у2,52 . KoэфltaleHtt l,.l4 _y
лоеiрuфачесlсаlэl wене в фзе вачlсмопся по фрллцлаt"t (0.6l ,l|,l2€С*Г-l,а.

Приступим к вuчисленио Р, , Pz . Для этого в равенстве (4.7) дос-
таточно приравнять аргуr.iентч конплексноэначных Функций в правой и левоЙ

частях:

в0

ц(0):2z2 (апO)siпl --i ЬlГrrРiеi .

- о,rlГ (i*) + f, +i*Vr'n' *|, 
'",Фdр7- 

ghsiпт +

6' {р, rОа- ч r,, р1 4 -р| + 14(0)+0.

I
*(

L, @-lL
(4.12)*rп

0

Справедлива следушlllая

Теорена 6. lIJlя фунtа,luй Р, , Рz l,л.меwп леапо фрtцt,tu

р/а$) - ч Г,rр i0 
)+ щ! Г ( i4|) + 0 - f, -u, h sk0 +

м

4о



гсdor
+ /,,(0,а,) + rпV: о,",) - L2(q,c,) -|q,r,r,о, -)y:,ua+f

рr(аВ) - - ч Цrtе-И) * чГtьrl + о - f; -

- вrhэiлТ + /, (0,*r) +I^P1, {О,*") - /, (0,-r) -
I

t е,со,ра) ,

ц0

I
а

О<е<Е,

(r. l 3)

0, (o,Pdp +

еOе Гr,tz) - элеJ,еrлlп tlапрlл,|Е р.ссе8,ая Г(z),

Ф{0

dl- 2z2 (an?) siпО, 42- 2s2 (оs?)siп 0,

/.,i to,*,) : -ojr'' е-"(,* ['0) kb-'Т-)+ (о+!) *rФl-

+rPiвlr'Ь') (t*et(+ol|, k t["- r-")dц, f-1,2,

1,10, u.) : ЧУ u" 1rО-,1 k piТ+,) r (0 -r),
п

к а;(0 :!Р, Bl [i(r- 
0) 

U+е-i 
(rе)l, kро-/, )Лц (4.14)

цr0 !
Lr(0,1) - "_! 

Аj,r,о)dr - 
_!n,Q,O)dp,

t'tp)s*(0-r) + s'(р)srп@+s1, /-/,
/trtp,o) -

.s'tp) stn t0-4 + t'tp) stл(O+D , j - t,
ае,-i?*rаr

С, (0,р): S2cp)e
е i0 e-if

,
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-а0 eig+ [ir
0r(0,) - t2 tp) е

е-;а _ е if

Докаэательство. Форr.rулы (q.|3), 1lt.1Ч) непосредственно следуlот из

условия согласования 14.12) и заl.iены (4.1) ъ
Следствие . Фуцкцuч Ф.\ Ро , jn прuнаОлmл *no""y {, прч

{uксuровапнам t u бесконечно duфференцuр!!еr,й по а -i пw lglf l
Доказательство. Аlrплитуды l(c) , S(l) в Фор,{уле (0"Q) являотся,

по определенио, Финитны,,rи Функцияtiи, гладки}.tи в интервале (-lrl) и иr.rеOци,.rи

на его концах особенность 
"no" 0ftl-С2Г'/47 . Отсода следует конечность

!r-"ор^ Функций iо, ýn поr-rп*."оо.rЙ" lл . В силу Фор,.rул (q.13) ,

(0.Ir), (О.5) бесконечная диФФеренцируеiiость Pn, So следует из условия
lo (ýl) о бесконечной диФФеренцируеr"tости данных рассеяния. Что и требовалось.

Для соrласования асимптотик речrения первого уравнения (1.2), а также

получения необходимых оценок разности внешнего и внутреннего разложений по-

требуется

Лемr,rа ý . Внаанее u внUпреннее разлФсенlл, опреdеленные форtчулаtаl
(2.15), (З.2), (3.5 ), соеласованDl в почке поворопа I-Ф,&0 ч вDmа/lня-

,Фпся оценкu:

lfi - W l, fu,lol'' + 1,1rt-! ,') sLп-'2о,
Б(х-соф)

а- ,m (4. 15)

t0 - U l. (tl, |al'' + Мzt-t о' * /nlrt-'u+ ) stп,2 2 0, о >) l,

ede посtпояннае М, ,М, , М, не эавuсяп о^ t ,0n
l|оказательство. Первая оценка (Ц.l5) для W - W вытекает непос-

редственно из условий согласования (Ц.6),(Ц.7) и Форr,tул остаточных членов
(q.2 ), (3.8) , (3.' . А n

л Для оценк" U - U разобьем бункцию W на два слаrае,"пл W:/'_+ А- А:
-W'* W- , гд€ \i)* иritеет вид (3.2) с главны!r члено!"t WltOl , Ф-
ладаощиr..r асимптотикой

0 о+ - сrо,
J-

Wotol- -Щ lllTi
,4 h

--z
!9 l .\? U+OG-')), о*+е,-с@е

Гt;в.)

ie-|ое
э
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где постоянная r определена ФориуrюЙ (q.5).
По определенио U , U , пз rDорr.rул (3.5) , (2. | 5) инеем

л _r ГА А п А .'1

U - U : /" [W-r п+ l) - Уl-tпl - i, (п+ t) + lr2и))+

+ /;' [fi- @+t) - fi-,n,] - ц,пr, (4,16)

Из а.р. (3.8) и выражений (3.3) вытекает оценка
л л_ -t lW: _-l

l\,/-(л+r) - Wiпl!. tl"t 
: tr+цt 

,о 
siп-z 20 <

1l4,t-i о-' + |пlri'а stп-z z0.

Для разност" trto*t)-trd из Фор,.tул (2.17 ), (2.8) следует оценка

l t, в+ D- Цu")l . М о t-' l о - cot 0Г' sи- ! 0 - мо ; t r,' r2r-' r.

Уr.rножая эти неравенства на Д:- t'i, приходиr.i к оценке (4.15) для членов,

заклоченных в квадратной скобке (lr.l6).
Вычислим асимптотику при 6+оо оставчlихся членов ФорнулЕ (Ц.l6). Для

простоты проведеr,r выкладки в случае 0< 0 <П .

По построенпо fr* из Форr.rул (3.2 ), (3.3) имеен

л, д* ,-t lT d..* Г
W* (л+l) - W'и) - t " 

йTfrWotol|-
- *(i'\4 u"'1+ 0 (t-'o sи-' е 0), t -*. (4,17)

Учитuвая соотноlцения (2.23l , (2"2Ц) , преобразуеr.r А)' ,

-l
дп-

tt e,iLr ,-2a-l ,2itФ

2z- s(t+ eziol j'ott+
: 

Р- *(,-"")i,/1

^t! 
(е"|' ,-t ,ilkzt+rtr+tв''-z) е*' ГJ 

+ 0 (l'tа'sл" ,l

-t
х

У}iнохая это соотноOtение на (Ц.l7) и пользуясь а.р. (3.9) и условие.,,r согла-

сования 4./ , получаем
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Ц'lfr*а*,,- Й ir,] : с, trl)-t бus,r(z,*)el"-") ,

r|l* 0,r-'rt-t. + t-'o') si,п-' zO), t,6 * * (4 . 18)

К, t<0,
fre,o): SоF,*),tr0, z=ei?.

, бесконечно диФФерен-

/-a'.t
_z

3

Вычислиir ".n"nrorn*, ff при с-ЦЦQ в переменной б Пользуясь

а.р. (2.12), (2.1Ц) и лемltой 2, имееr.l

-ц2
ht) ,'* r,rlz,*1ete'L" Vr 0G-ia-,s,л' ,0l[,-0э

Сравнивая последнее разложеFiие с (4.18) и учитывая предчдуцие оценки для

слагаеr.tых (ц.lб), приходиr.r к требуемой оценке( Ц.t5). Лемна доказана.

ý5. 0ценки остаточных членов

аси.{п тотических разложений

Перейдем к яоказательству того Факта, что приближеrrые perern" / ,

W " Lt , \У с определенными выше коэФФициентами Z,S ,/r.r, Рr,,
аппроксиlrируот при t-oo точное решение систе...ы (2.2| с краевыr.rи услови-

ями ( 2.3 ).

Положиl.t

r<0,
te-Lz)(z,n)e , t>0,

введен срезапцие Функции V(C,0) , /1(С)
цируеr.iые по L d, r"*ra, uro

0 , l с- obll. t-r,

t, lс-uъll> 2t-' ,

,де 01*.+
r,t,0.

4:tlr* (t-ili - Ш-{,)/,,

4 -wr + U-rlfr - tri - f,) /,,

|о,
ftцФ- 1

Lýu

I
L

0, |-cz> эt

I

/Е,0)- 7,Е) - 2,
I

2 - постоянная, определяе,lая ниже и не зависяlцая от

0пределим приближенное решение системы (2.2)

(5.1)
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где а , [/ - вrеш"ее разложение решения задачи (2.2), (2.3), заданное

Формулаrqи (2.15) , U , !У - внутреннее разrюх(ение, заданное Форнула..rи
(3.2 1, (з.5)

0тметим, что последние слагаемые в Фориуле (5.1) введенu для конпенса-

ции особенностей внечнего разложения вблиэи границч lCl - / (сr.r.ниrе а.р.
( 5.7 )).

Подставиrq Функции (5.1) в систему (2.2):

-tI,[n*il- Г,(п) + A|Trtnl - Q,(п,t,0),
(5.2)

Qtп+t) -\tnl - Ao4{il - !2r(п,t,0).

По построениD внещнего и внутреннего разrюжений, правая часть (5.2)

}iала при f,*o, а и..iенно и..iеет несто

Теорема 7 . Счшеспвуроtt поllфuпелонае пооlояннае, не эааlся4л" - t,
0 , паrъlе, чllю fwaъ цас7по сuспелоr (5,2l фовлаtворяап qlенке

lt?n, : Ю.tr, + lt2.| -J

nptl |аь 20l. l-f!J. 
lQ'trt,+ l{22v,< Mt (5,з)

Доказательство. 3аqи*сируем 0 еh,П) такое, "rо |u+20|. t-t-'U,

l a € . по построению внещнего разrюжения, Г|.2И,t,0) = 0" пр"|П|>t

илп |r|> l . 0цениr.r сначала норму правой части при l-cz>Zt ' , т.е.

np" lt- 0
Рассмотрим область |g-UЪ20l> Zt'' вне точки поворота, rаеf -f u

ц=U, 4-W . В силу предложения 2 (ý2) инеем

\Ql;ut: ," Z, ,t_"|pB,t,e)l<tl, |t-*gl,

.mbZl'z

Ll ,-

- jj,,] fo,, 
Г* ч -о|' |"- мо|,' d;J, м i!*"иu.,

Во внутренней области, ,де ltr-ФSТl.t-', /-0,4-t, Гr-fr ,

(5.4)

используя предrюх(ение 3 (ý3) , получаен
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wl lп

t
t-lIol<t ýи 0

!ействуя так же, как при оценке

последние асимптотики, получае}t

tI
Фs0|<t

_r|Q (п,t,o)l. M,t tg,

(5.5)

в Фор}rуле (5.6), и используя

I2-
sUL

п

t

l
2

х
|t-b r t-t u") sи-2 zпd' < м siп-Зzпt 

t-."

t-"al*- сpS//la 2t-* "n or", использовать условияВ пронежуточной области

согласования внутЕ,еннеrо и внешнего разложений. Из оценок леимu 5 инеен

[апs iп
l оli** nа(;, - 

r.pZul.et "lл,rТ.4-r(f 
,o)|,*[1u-ul+

* l\{ -,i l}- ila'1'it . м (t-!\ 1t-"* t-'* t,-o, ) ,i, е0. (5.6)

Har.r осталось оценить 
"о9лу {) npn l-r'a 2t 3 . Рассмотриr.r окрестность

точки !=-l . В пронежуточной области t-3 a t+ л< Zt'3 иэ а.р. (2.7) ,

(2.17 ),(2.|5) следуDт оценки

W-l = rl|Urrll k Q+d * !'' (l*c)'' lx-rs01-'\ ,

U- |,:lЦ,п*l)- tz(n)] : 
'0|i! 

r,,,*oii lс-ustl''\,,+-l''''

lal tцопs

tI

gLп-Т 20. (5.8)

2
3Пр" | + t<t , |,-|r l-| из второго уравнения (5.2) , при-

ltеняя (5.7 ), получаеr.t

z l?rto,t,Ф|. Е
!+Kt

lA^ll[l п,t,0)l< Mt
-l-!

-Z3 -Z,

+l<2t э

-rl+ao

t't. t

tr,,t
sоп-2 0
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Из перэого уравнения 15.2| и оценки (5.7) имееr.l

уР ; tl 
Q, {n, t.o)l< l I?J r * 

51 r_ ъl 
А ollr 1,7,s, il - |,l <

, м (t-tt'u * tr-i*, ) stп, g,

проводrтся анаrrогично

, вбереа /'1
,_ ,, 

-"/-"' 
1l а 
/,

no,. lФ[ 2gl < l -t''U , полагая У)0 достаточно наJъ.,.., получаен из

(5.9) требуенуо оценку. Teoper.ra доказана.
Теорена 7 позволяет оценить разность точного и приблипенного рещений

Оценки "орr" {) вблизи прааой границu .16- /
0бъединяя всб полученнuе 9ыше оц.r*п tr/J l

цt,! sto-, zo (t +s,tЧl
L,

Тогда

(5.9)

(5.1о)

системu (2.2). Пусть Чл,
потенqиало}r (O.al Р, 5n

U'|о---о - 0,

V, - ,о.rо" решение систеr.rч (1.2) с Финитнgr,,r

, удовлетворяlфlее начальнuи условия}r

- к.Vi
а+-ео

Тогда, по определениD .|tатрицч рассеяния, и...tеен

Ч ln **"- - ?,rB,l'l , Vrlo-r*: ?r, Ш,tl l (5,11)

и, по Teopel..te 3 для }rатрицч ? tz,t) , вuполняотся усrювия lo-3o из ýt.
Составин по |Dор}rула1.1 (2.1) Функци, Ц, [, - реluения систешl (2.2),

удовлетворяlоlцие условиян 15.1О) . Разности 4- [, , 4-t уАовлетво-

ряlот нулевнн начальнu,.t условия..r прu п+ - чэ в силу конструкции приближен-

ного решения (5.1 ). Кроме того, для этих фуl,:кций выполняDтся уравнениl
( 5.2) .

Лемна 6. IUM раленuй 4-4-Ц, t":4- n, а,lапеl-а (5.2l

С НУПеОuJ|аl усJlовчя}Ql цfu п_ -ф спроеdлuва оценка

li,t+ ti^tl <сt-u , labZ^|.1-t-'u, (5.12)
l Z-|п++ю '

еОе паtlшлпеtlонае пос7паяннdе t , rl не завuсяlп * t , 0
Доказательство. 3апишен систе..rу (5.2) в натричной Фор}rе
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(5. 1з)

где

Решение (5. l3) с нулевыr.rи начальнчttи условияl.iи при п + - оо ,.tожно зописётс

в виде
п

i 1nr,1 - Lot (п) : {? til,

0
lI

;,
о

lf2
,,: ('n" у) , "-(2,)

i,tnl - 2 L,п 12
а
п
п?.к

(К |,
К-- оо

,а. d(п) =ri* '^ 
- Фунда,.|енталъное решение однородного уравнения

(5.|3) с у"лi,БпЙ ч)F*) = Е, Е - единичная,.rатрица. Переходя к

пределу пр, п++о,о в посrвднеЙ Фор..iуле an^ fr14 и используя оценки те-

ореr.rы 7, и.{ее,.t

l4 t+..ll +l i.t+"")|.Ёл ry |uГ,, tKll(ta,tKll+l!2rrKll),
к--ф tsi,jв,z '

* М, t Ql 
r,+Mrl-U. 

Ct-u, lшtq|, /-t-'u, (5,14)

*где а(L)--1/-Lл - решение однородногО уравнениЯ (5.13) с условиеFr
m,К

ttI [+uC1 = 2 '. 
При выводе оценки 15.1Ц1 использовался тот Факт, что Kol,i-

понентu реш!ений d(il, uI(П) paвHo}repнo ограничены постоянной, не за-

виспцей о, |, 0 Последнее следует из закона из,{енения вронскиана сис-

темч (1.2) с абсо.потно су}rнируе..rым потенциалоr.i (Форlrула (1.7)) . Леr.rr.rа дока-

зана. л
Следс твие. Прtлблу!енная lvаrпwца w.ссеянuя Г (z,t) , сооmвепспвуlю-

чря поmенцuфlу @.О'fto, ýn , аппрскацлuруа|l в' 'Zr-^оwо" 
no Z ,

lzl - | , mоцнw лапрuца рассеянчя Г (z,t) : еLр ZtT Р)еrР F Zt):

-},

l2
м lzl- l, (5.15)

еОе поспояннае /\l , l не 
"о"u"rл 

on t
l]оказательство. По определению точного и приближенноrо решений сис-

тены (2.2) и в силу предложения l (ý2 ) иr.tее,.r при п++оО :
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t,- т, - ч -V,r 6l;tР-z''1 - ?*r,

t, = Тr- [2-|цrвl - С, B,\L*(z) * t' rt-t ) ,

iц ш,t,z) - tri (п,t,z) + du t, iп,t, z),

Ll

,l
ч

где 
"rо*пrел,2!

o""n,."rroar, /,
(5 . t 5) для Т,,

,д"|Р| / ограничена константой, не зависяцей от Z,
севаля no'i".,r" отсlода требуенуо оценку on" Jo_ t ,

дует из второй Форлlулц (1.18) . Теорема доказана.

t Ltzl + 0d

t . По бормуле Пар-

Оценка япл Rо crie-

)

(Z) опоеаелен Форнулой (2.5). Используя оценку (5.12) и ог-
Г прч t *оо ,lz l= | (условие to (ýt )), получае,.i оценку

Гr, . В силу сиliметрии l.iатриць. рассеяния относительно

эр.,iитова сопряжения (условие 2О, ýl), приходим к требуемой оценке и для ос-
тальных lttатричных эле}tентов. Следствие доказано.

Теорема 8, прuблtlхенное раденuе (о.4) аппроксu.|uруап в cpeOHet"t прu

t** mочное раденuе заОачч Каш( О.1 |, (0.2l

|Rо- i^ rr, lSo - ý, ш !"-- Ct'l ,

ч поопояннd" t , ! не завuсяrп оm t .

Доказательство. Из оценки (5.|5) и Teopeliu 4 (ýl)имеем для..rатричных

эленентов rrножителей ФактЬризации (1.1О) :

(5.16)

где Hop...ta l[!lL, ограничена по П,t
Из перв<ifi фриулы 1t.t8) аля ýо_, получае}r

ýо_, tll - *\ V,,n@,t,r) * t 
u[,, 

И,t,zl rzпч rt 
в_в,|) 

*

lzl=t

* 
П.Вl * t'u,P,.И,t,z) 

d,z _ S,_,t/l+l-u\ ,*' Ph,l,,z)dz,
Г22 в) + t-" Pz, (п,t,z ) '' 

|zl-t
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ý6. Форrqулu для асииптотики решения

уравнения (0.1). со знакоr.t "-"

Уравнение (0.1 ) со знакоr^ "-" интегрируется с поr.iочlьо разностной сис-

терrы (l.|), (1.2 )с нижней парой знаков. Проводя рассуждения ýl для этой

систе.{ы,. получае.{ соотношения для .,iатриць. рассеяния:

Гi - Ц, , г,| - Гr, , dеtГ - lгоl'+ lцl': / to.1l

\r(r,ll-Т,r$,0елрt (z-'-z), Гr.в,t) -|оQ,il. (6.2)

Условия 1О-3О ," ""rрпцу 
Z сохраняотся, и справедливы теоремu l-Ц.

Приближенное речrение уравнения (0.t) со знако,.r "-" иlцен в виде (0.q).

Процедура построения асинптотических решений, вчполненная для уравне-

ния (0.1) со знакоr,t||+'| в ý2,], аналогично выполняется и для второrо урав-
нения (0.1). Уравнения (2.9) и (3.6) для главнuх членов внешнего и внутрен-

него разложений будут иiiеть вид:

, Г _ Z,'-е-i€ , л2, ,ru-e'r_1 ,,.u;i-(tt)ffi+l'(c);B)uo, (6.з)

W! -rcЧ -"Wo-0, (6.4)

2т:(-сьO)siп1 , 0<0<G , а+Фr0 -

-2 S2(-аъO)stпL, -$ <0<0, t- a-i?,

0тсюда видно, что точкой поворота в данно.rt случае является точкаg=-цуý.
Соответствуtощие асинптотики внешнего разлох(ения прч $+ - cfut0 получа-

отся приrlенением ле}tм 2 и 3 к решениD уравнения (6.3) :

а! (c,il - Su(z,oo)1a+asolfuetito 1t* 0tэ+си0)), с* -ссь0+0,

а| (c,z) : К (-g - 
^q^eli(a(l+(! 

Fa -сам)), а + - со{g -0,

где

qC-

о,/Тsrd

{ffi
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u:г' V Wtl - tиl - ,Гtr,rlz,*)еlЬЕ-51,а*оt 0)-*-' ,

@+ ол0)2
х еср

si,п0 - i7 F сио)k zt - ф Fctlo)+ /2(q + LЦ р0) -

(6. 5)

(6.6)

(6.7)

-t] ,]
Ё,lйа

Е
(t + l! tc+ubЙ), а _-шь0+0, 0<0<с,

где коэФФици"rr., Sl2 , ýо определенн в предложении l, е ФункUIrи Ц , /r2

Lr, , a леиме 2, ее следствии и в ле.{riiе 3 (ý2}

Асиr.rптотика внутреннего разложения дается лен.lой 4 (ý3)rгде следует

согласование внешнего и внутреннего разлохений осуцествляется так же,

как и в ýЦ. В асиr.rптотиках (6.5) следует перейти к внутренней переменной

б и 3аписать условия согпасования (tr.5) - (Ц.7). Используя соотношения

(6.1), для анплитуд l,, ý получаем Форнуль.:

t' (см0) - #k|гr2 Fei?)|,

s' (ФLg ) - # klT,rt-e 
i?i.

Для Фазовых Функций lrrr, Рrra и}tее}t:

|,(см0)- 2z2lоlo)siл| , |r(чl0) - 2s2(Ф10)5ьп0,

р;rФъо1 - F|)i-' ас! \, (e-ie 
('i' 

) - a,f г ( ы _

+ L, (0,еr) , j : 1,2, 0<0.Е,,

где 4t - 27.2 (-соь0) sи0 , пr- rU,поtO)мпо,

А, fu,p)d, r 
\n, 

|0,)d,p,

-0+а(1-il - в,ksutr -t*|L,@,ei)-L,tO,n il+

LrG,*,l - ,I
-t
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а Функции /, ,/r. лj
ь асиr,iп

заданы равенства.,iи (lr.lq) . Полученный результат
тотику реЕ,ения нелинейной цепочки Тода:

: о[п ( Pn*, -Ро ), (6.S)4п

Р" - dп-dп-,

при HeKoiopнx ограничениях на начальные данные:

осп(0)= n; , рп (о:р; , /-ni , Pi, |,, (6.9)

3десь dп, Pn - вещественные и Функции /-ni , Ро убываrот при |r1l*oo
быстрее лобой степени 4

Систеr.rа (6.8) интегрируется с полiоlцьо задачи рассеяния для разностно-
го уравнения t9]

оцLГ(п+t) + р4tI(п) + [(п-|)- (z+z-')tI(п), (6.1о)

для решений которого ставятся граничные условия при п + оо, аналогичные

условиян ( l .5) для уравнения ( l .2) .

При произвольных начальнuх данных 7Зi, /-<i е /, ..rатрица рассея-
ния уравнения (6.|О) имеет особенности в точках Z-!/ (c".ftO]). Натрица

рассеяния подчиняется сиtttметрия..r (6.1), и зависиr,iость ее от f вuрах(ается

Форirула}rи (6.2) . Если предполо){ить, что l.tатрица рассеяния не иr4еет осо5ен-

ностей всDду на окруI,{ности lZl-- | , то класс таких ,.lатриц совпадет с

*n"aco" \У , paccr.roтpeнHыll в ýl. Точнее, справедлива следуlоlllая

Teoper.la 9, Пуспо нача/lонD|е 0анные (6.9| цепоцlаt ТоOа паковы, цпо со-
опвапапвуаlря lqаrФuца рассеянuя | уwвненuя (6.10l аОовлапворяеп усло-
BuMt 1О-3О из ýl. ТоеОа сущес-пваеп паи вещеспвенныr фанюлuй Ki , Siel, ,
паlад, чmо раденuе заdачu Нам (О.1), (О,2''

Ii":(t-Ki){s"- So-),
l r , ^2lt- (о.1)
Ls" : (t -Si)(R,n- Rо) 

,

Rоh) : R: , Sr(o,1: S: , (о.2)

йеп paleHue заёацu Калц (6.8), (6.9) прu паллаJц нелuнейноео преобразова-

нuя:

4n - (| {Rп+t)(t- Kr)l,t-sj_,) ,

ро- (l + Rп)ýп_, - (/-Rn_,)Snr.

позволяет вычислит
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Формулы (О.q), (6.6), (6.7) позволякrт получить отсlода асиr.iптотику прпd-.о
решения задачи (6.8 ) , (6.9).
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