
Настояlцая работа явл8ется второй частьо статьи, опубликованной в [t]
ПОД ОДНОиrliеННнr.r ЗаГЛаВиеН, Tal,t же ВВеДень! ОСноВнuе определения и обозначенr,rв

ýЦ. Свойства пространсr" !t/r'

" """: ":;:""Н'::::"Н";Н;,Ж;:::;":#Тil: :" й/ 
"iЁ",' 

.

Пусть, как и ранее , G-|z -(c,y)z CeRo'l , У >QеlJ-.rrециальная
липшицева область, 1 - 2Q) - (Г ( Z), 2 Q)l

Будеrl rоворить, что обобценная бункция / " G принадлеrlит прост-

ранству \{;^ ( С) , гд€ ( - целое полоrхительное число, если

{Bl -2 -f, {* Bl ,' lcl{K 6

- Функции, удовлетворяlФцие условио

0 рЕгулярности грАницш в /,r-теоепu
эллиптичЕских крдЕвых змдч. ll

8 . Г. . fiазья, Т .0 .lUапошникова (Ленинград)

l(- |с(|

Удк 5l7.91,7

(4. 1)

где
п

f*

! 
(z,|

t+ у 
(z) {*

l{орйа в пrюстранств. W)* lC)

е LPrc).

IL+)

определяется оавенстaон

x-ldl

l|lClr_r - 
ffJ ldl<( /*' е р

(с)есл"{сW)- tll , то, как нетрудно проэерить, 4,
_rlol

Wr'
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12"!* О: Vr(x (r))] rdр(tr) ,)tr.rrl) :)
/< lРl{ lc(l

гl,r(1) : J ,r'], (D'i *,) tъt4l1 ,

су..l,.tирование распространено на все наборы L=(Lii)
вио (2.2) (cM.[t]). Поэто"у

и справедливо неравенство

Лемr.tа ц. l

лuва oLieHKa

где

lЛ'f i Gl2_*_,p|*clf ;е|о,-*.

. Еслч { eW)- tC) , ло {о xeW, tKil

t|, х ; R: \р,_*=clf , 0|р,-*.

u справеd-

(4.2)

, удовлетворяощие усло-

G4р
q).

Доказательство. Если lo(|> 0 , ,о

K-lcl

0?")(r rrl) -,.,fr,n, ou,fr,r, 
,*orn! |{.trtаl!-lr"r(r)} -

- : о! ,,.,д,",,r*Рl{" @ txlD!-l a*;rl,
о( l}l< 16(l ' ,р,,,

Обозначи}r последнЕо cyr..r.ry через FrB| .

Рассr.rотрин вырах(ение l

t+)
кt-tst nP-lJJ

1/"
I,ъ-6ry-[

Из следствия 2.2 (crr. [1])вытекает, что последний мноlкитель ограниче" .Р|
ясно, чтg ограничен и второй }tно)fiитель, а первuй принадлежит Lp(R: ) .о'-
ласно определениD пространств" W)- tli) . Поэтоlrу
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и справедли9а оценка

t(ftf-"'r,,Ki cZ
t

чOа i,
<l

п,0/*р ldl<(

Лемма доказана.
Точно так ше, меняя роляilи 2 n fu , С

оценку, обратнуо к (4.2) . Иr.reHHo, имеет несто

лемма t1.2. ec,a,IeW;-Bi), к>0 ,-|oarw;^(0)
u mр,еейuва oLpv|ca

|l " ni Сlр,* < ,l f I R: lr,_*. (l,,з)

nr.r" [Йj, (Bj Л- - пространство, сопряженное с 'fl, Ki l .

Как известно (с".[2]), оператор

(-Д)',+Д :

"R: и т.д., пол]/чаеr.r

ЯВЛЯаПСЯ СОПРЯreннаl"l с

Йj rк{ ) Li,l;
-*(R: )l

ослцествляет изоt{орФизн. Поэтому произвольный элеr.rент' пространства

lйj t дf l]- представляется в виде

g = Z n"y.+ !о , з* ,?ое /, (Bi ) ,l lnl= *

и, следовательно, принадлежит пространств, W;* (Ri) . С другой.сторонч,
в силу неравенства Харди, rrобая обобц""""" бу"*ч"" "" W/ tK!) пороtrtдает

непрерывнuй Функционал * iti tKi) . значит, Lfu; Йifl*-W)'0{)
0тсода и из лсl.t..l 4.1, q.2. пслучаен

В дальнейчlен в это..t разделе предполага.тся, что область 6 принадле-

w; rc)
,ft;,

х(ит классу 

'C-h+t/P' 
, гд€ l " l, - ч.п""чl,tсла, lr lrt . Иначе го-

воря, !92, iW!-Fh (RО-'), если 1-1>l и ре Co'(Ro'' ),
есл" !-ft=/ 0боз"ачиll череэ L отображение Ri r (€,Z) 

- 1С,У)е G ,

определенное paвeнcтBorr (2.9) (см. [t]lи через бВ Ф9аtное отображение.

лемма ц.з. пчспо te('iti пWf,-)G), 0<t < t-h, . тоеф,
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l(7)u,olr,,* сlr;0|
7,t+*

Доказательство. Достаточно получить оценку

|t-onr?lel < г [ c,0l2,h*. (4.4)

Так как y(Z) - ! - Ptnl , то при /-0 ou"r*a (4.4) следует из нера-

венства Харди

о,Э

I 
'" 

@,у)|Р
Plrl

ф
(у-чrcDР*

лк
dlг

Ф(п,р
(4.5)

(4.6)

. Поэто-

р
<с ф

9tgl

Второе слагаеr,rое справа оценивается с помоOlью (Ц.5), а первое не превосходит

для п.в. tеRП''. Пусть лемма доказана для """, |.,Т " К>К. Имееr.r

Il,-^ч,Olог . nv (2-rс);0lr,г-, r n!-^ [;0l.

l{"-'Kv,tielr,T-,

так как 0.м!'r*'/п'
,.ry су}rл,tа (Ц.6) не больчlе, чен

+ К l2-К-'rv1 : Gtrr,г-, .

Pu:2
tat,tpl<h

v 
7 

eMwlht D.М Wi'te l

ll 
у-К 

v,r; Oil r,r_, 
+ о|Гr-' ч; Olр,r_t ,

Исполь зуя предположен ". "rоr,*f,ъ; 
.Ё:Ё,"""ен дока за тель с тво.

предлоrrени е ц.l Еслч |76 l o*(z)e/,,|YW!'Bl -Vl!'h*tCl),
t" h , йо ОuФфеwнlp,о.tlонйй опеwпор

t-t)'"'t @"o(z1-0qu)

,То

бо



непреwвен, как опеwпор ш (W!nW! l tel " W!"tCt
не превослоdtltп

:
l*1,1pl<Ё

t-t pt
onp'

u е2о норrrп

(4.7)

r\
|*| l G

Доказательство . Согласно лемltе 4.],

Доказательство. Иirеем

(С) справеОлuва оценка

t-l*l- 2L+ lG( l

Ik)
l+?E)

t'*
|'-'tuilo1rwrl-r{c)
3Рч)е W!'r rc l.следователь "о, aroDFrtrw!'r""' t0) ,

Предrrоlкение дока9ано,

лемr.rа ц.ц. дп) всез цrW!tСl 
^ 

r;/:

\ч"?ч,R| |р,r <0lчrсilr,t .

\
R;

t<lptc [, Ki

где с( - лобой полоlfiительнчй мультиинд"*" пор"д*" / , а д- (5rl- навоо

нультииндексов, подчиненных условиях (2.2| (сн.Е|]) . Следовательно,

пjij
Поскольку е - |pl-h) - диФФеонорФиэн, то

lЛi l"схвl|)lРdц < с \l ru'u)( l, (r)) 4r,|uiОъ,trlЬа,

л 
u'o fuiо 2 , у (w!'''' (о * Lp(c)).

Ir;","1tl))lPd,4-.c,,,Zr"r\loL)Bl|c,|,0,iъi)ktrDl'dr|r,,rr\;.r,

пусть|рl>-/t или, что то же, l-Pt<l-h . так как vъrеllWi (к!)
nrn **l- tr, , ,о 

'^i 
rulе МN, R|*уi-'"О'r'Цl,по1.1ъчl-t<к<l-t

Поэтоlчу

"r,, 
м NрЦ'iп') (Rо )*t rlпi) - м(ф'(R:) * Lp (R:)),
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2ii

Следовательно, слагаемне в правой части (Ц.81, соответствуюцие }rультииндексу

р порядка lplr- /t , не превосх оАят С tU l G l!1 .

Допустиr,r теперь, ..rrо |Pl < h-t . В силу (Ц Ц) 4lункци1 z *

- tlz)'Pnh ,,аРо)В) принадлежит пространств, W!-r rcl,
0бозначила чеоеэ бу целые числа, удовлетворя|оцие условияtа /<OraIlu| ,

, rcij-t) - h,.- |Р| . Такие числа существуlот, поскольку ,Z)\t+rt-t)-
{,:tpt " {>l . последствию2.2 (cM.[t] )Фч"*чr^ 4'!

* 
fi-'(D^{ nr) В' является эле,.rенто}-r пространств 

" 
МN; Rh*

*rl-''О'*6Ч 1,Ki\) . замечая, что

п 0'iъr)е)- |trt-/t n ruo-' tппt ъr)({) ,i,j i,j

получаеir, что Функция ,*to 'О'П (r"lЪi)(4) по"""олежит пространству

м (vtl-L,R|) *Lr(Rf )).

так как 2 - (p,t-i)' -o"rr"o"oo*i,n, то Функция z-7{z)h-|F'ttlЛОЦ\

@tzl\ - эле}iент пространств " MN:-h (С)-/рGD,
Значит, слагаемые в правой части (Ц.8), соответствуоцие мультииндексу

р порядка l1l<ft-l не превосходят Olu; Gn!,7 ,

Поскольку ,1,- билипчrицево отображение, то

lч,0lr "l lч, ъi Ril о,
0тсюда и из (Ц.8) получаем оценку (Ц.7). Лемма доказана.

Локажеr.r обратное утверждение.

лемма Ц.5. дltя всеr гrW!R| П'ft! tKi) ",рвеОлuва
оценка

lгоа;Glр,t-.сlл; Kitr^t. (4.9)

Доказательство. Достаточно установить неравенство

l rr; }rtatzll|Pdz <clt ,г, R:l;,t ,

G

Левая часть не превосходит
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cz
,(lPl(' \ tиj"l, <lZc"[7. tD"i 

",>(ъtrll|)r 
li, Pi ii ,о.,о,

t,l
пl

(ср.с (Ц.8)) ..Пусть lplr-h . Рассух<дая дословно так же, как при доказа-
тельстве ленмu Ч.Ц lt пDи это...r неняя oon""r r{ " 0, Л, п ?, ц и

[ , получин, чlо слагаеные в (4.t0) соответствуощие }rультииндексу У
порядка lpt>-h, Fe превосходяl 0l,г; Ri lf,,r .

пусть теперь lpl< l.-t . т"* как л€ W! tПilП'it! tKil , то Функ-

чп^ vh-|Ft 
(DРtг)lа1 принадле)..ит noo.ro"""r. , w:o ( Ri ) и ее нор-

(
на не превосходит Сlrr, Ri l il . Согласно леr.rrqе 2.Ч (см. [t]1,

,lЪlil-t (л'Irr)(a,crl) - мультипликатор в W!-r tKil . Значит,

Функция |Р" П OL'/ ar)(lbBl) - нультипликатор в Tor.t х(е пространстве.

Ленма доказана.

|;5. Разрешиность задачи ,lирихле " W! Шl
IO. Нёraровость задачи flирихле. В следуrоцих двух леriir.rах, которые

докаэчваDтся так ш(е, как лен..tы 2.3 ч 2.\ tс". [l.J ), Р - дпФФеренциальный

оператор порядка .?Ё с постоянныни коэФФициентаr.iи, инеощий вид

1-t)'"'D' \r*rDР )
ld1,lpl-a

ý . on"o"rop, определеннчй равенством (2.2) (cM.[r] 
'

ц

Ленr.rа 5 .1. ll/B всеr tг е
а4pнка

еOе С - непреWвная фунlо,ltlя Hopt"a

W; n,ft! ltаi) , t >h , спцtвеOлuва

, не завuсяwя

с носаmеlLr|ллu в

l t S- R),r : Ri tr 
2,!_аh 

<cl Е - ъ' i Кllчr_оr|u;R| lr.t,

\,' " 
Nwlh tli l

* О 

n",^" 5.2. для всеg [еN:^Йl lr R:) , lr l,
6.1



B.n Ki clэpaBeOttuBo неэа!з.'i!i:п?.о

По" Р([-il2п из (l.Цllсм. [r])следует, что неравенство (5.|) эк-

tr t s-K ) t 7 Rill 
р,t_zп 

<cil Е-ъ' i 8пп,Чi lьъ*t_ъl,r; Kilr,! {5.1l

вивалентно следуDще.*iу:

Пус ть

п

t-h

место неравенс тво Гординга

|l t ý-вlл, R| |p!_rtr< сr!-h-ОlР il Е - ъ' : В, п Ri \lr,r_ъl щ Ri lr,7. lэ.А

lc l. tpt<Ё
),'

р
ц )

,а" а.о€ С (а), lrh , и пусть для всех ue Ci $J) имеет

'r} ..;, uo.,pffufiud, 
>-сlu,аl'r,r

0бозначим ""о". Wj' U2) , K=1,2. ,. . q пространство обобценных

бункций " {J , допускаюцих представление

/ -,) Л*{* , ,о" /*е Lr(Q).

пусть Hopr,ta , W;- @)

(5. з)

определяется paBeHcTBo.,r

l f l a\ p,_* 
:,nf,i_ lf* ; {2trr,

Гз , теорема З.0 ), "r. W; (!2) 
^.n "rr^

,йrЁ;*"
где iпfirmлп берется по Bcer,r набора1.1 Функций

il
t" i{звестно (см,,например,

, i,tr, ta)
назове}r Функцию
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цеw: G?) , удовлетворя|Oцуо условия}.i

п
гАе t и 9 - за.lанные Функllии из простран *" W!'r tal " w! Шl

соответственно.

Повторяя док.]зательство теореr.iы ].l из ft] n 
"спользуя 

при это..r ле..t..rу

ý.l вместо лемr.rн 2.1, приходим к следуоцеr,rу утвер}i(дениD.

Теорема ý.l. Еслu р
,t t-h+t/oi

воряеп асловuю N,
l,L|,4eem ле спо оценк,7,

(l-,i) -п , l .Р '*, u обл,zстпо t2 уdоолап-

, по ё'tя любой. функцtлч ц€ (Wf 
"'fu! 

l Bl

|u; t2 lp,t 
"с |l Pu, QI r, |_zl + |u ; Q l,)

Ро : l' , ц-,.W! Bl 
^ 

ф,: (Р ),

N:
" 

;,: ) tlэl * wf-'r tal

( 5.4)

(5.5)

u операпор

р (5.6)

нёmеров.

Следуя доказательству теореl..tы .J.2 из [t] n сс"лаясь в нен на оценку

' ' l:*il i'.!.';*i^iii-;;::,;.,;2oJ,, u !2 еwtrt+l/р, l по
стlравсOлuбtt упвещdенtlя пеоре.tюt 5. 1.

Сформулируеr.1 еще два следствия оценки (5.5), аналогичные следствиян

].| и 3.2 из [l].
Следствие ý .|. Г!уапо всполненli условuя лlэбо:i. ltз |.еоi|аq !j,1 шtu 5.2.

Еслll яdро опеwпо|п. {5.6l пrрлвuалоно, mо ,орrпуlЦ; l2 l, в (.-<.,i) .чфно опус-
пumь.

Следствие 5.2. Пуспо впполненll условuя лобой. uз.lео?а..;5-1 tсаu 5.2.

Пуспь c,u.t, |f u V - оmк?л'llе поСчнtт:еспв",?П, U С V ч

urlW! 
^ 

fu: )el . ТоеО:л сtz|х;всdлuва оцёЕка

n ц : цпQlr,t " с 1lPu ; V п Q lp,!_rt+ |ч ; V п а l,\ .
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Zo . Разрешиr..rость задачи Дирихле. Пусть для всех u еС|62) "".-
ет место неравенство Гординга

Rе (fц, ц) > с lu, Q l|,1 . (5.7)

Тогда, как известно, уравнени " .Ou: { , ,о. f е Wrr ta) oo"o.""u-
оh

но разреluи}.о . Wa @) .

Теорема 5.3. Пgспь {2 цdовлеmвор,яеп 
'словulэ 

r!-/z+ 
/е' 

ilpl,

p(!-h) < п u прчно.dла-:"l.|п jlJ:.2ccJ W!-h*'te' _ 
n,,uu 

р11-1)rп',l 
!:l,u /rW!" U) п w;h tal, уrw! uЭ) п wzt U?,

,!<,J<пс,^, ц- ýучlо_1ll.ч,, W:i{)) *,,ir, .,n|," Pu=/, u-gctfi! Шl
пс цеw! ra) u ч-rrЙ!tа)

2l Зо.Оача (5.4| чtqееm оОно ч mсйько оОно pelatп,l" urw!rZl,
Доказательство. Лостаточно предполо)кить, что q- 0 :

l) пусть сначала ,o,!-h) -. п . Положил,l Qrtф! е*ф:r,Ы , гА€

ф - поооопжение Функции Р , определенное равенств""Ф=ф (с". [t ,

п. Z ý2]) . Введем о5ласть Эr: |z - (с,|), $е Rn-l , ! rqerd) . Так как

l ' 0ф,'0r/ > 0 , ,. tбei - ,.ro'o'o'Hoe семейство областей; Ееa 0

Эо*Э при| ++ Q . В силу неравенства (2.3) (см. [t])и теорем

?.1 и 2.3 "з [Ц] , иiiеет },recтo оценка

ll vp, , RО-' | ,_r_ tly'_ [,+ l+ ,/о, 
* С lv'P, RП' l 

,-l+/pb!-h+ t/o,
(5.8)

с постоянной f, , не зависящей от 0

е пространству

пь,сть рr: tэ , (u, 6, ) " Ц,
о?
w:'2, , лринадлежаце

u oL

ц-Ц " Wr' (а)

- решение уравнения 3u=/ в

(Qr) . как известно i5],
Так как y rе ГП (R"-' ) , то по известной Teope..re

о гладкости обобrленных р€lдений эллиптических к;!аэвых задач вблизи гладкого

участка границы ur.W) (U, П Дr) , ,о" Ц, - or*pnroe,"t'oжec'Bo,

располох(енное в U вместе со своим заl.tыканием. 0тспда и из следствия 5.2
получаем оценку
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I ur; Цrп aJ r,t-. с (Ш /; u, п lJ оtrr, t_rh + l а е ; tl, п л ;,)
где l/, , or*pn oe r.rHo)i(ec'Bo, nrc Ц, и постоянная С не зависит от

О . Поэтону левая часть ограничена paвHor.iepHo относительно О
3аФиксируеrq область (r' TaKyD, "rо D С t2 Из только что ска-

занноrо вытекает, что верхний предел fulUr, LOIp,! не превосходит

постоянной, не зависяцей от ф . Выделин из семейств" Lao\ последователь-

ность, слабо сходяцуrrся в W!tЫ . Так как эта последовательность сходит-

ся в W! Urll,, то ее слабый предел . W!1Ol совпадает с 1il Следова-

тельно, uеW; (d) , и нор,4а ч! " Wi ful ) ограr,п*ена paвHoliepнo

относптель"о 4) . Итак ,Це W: ({2) . Совпадение пространств

W! Wl п'ft! а " il}t?l для области {) n" С4' ,"..,,,о.
В случае РU,t>Z доказательстЁо проводится аналогично, только вr{ес-

то оценки 15.81 слелчет использовать оценку

lPr; RО-'I 
o1_1r,/p, 

4 Сlg ; RО'' l оLh* уr,

2| П9и р>2 утверждение следуеТ из одно3наЧной разречlимостИ задачи

в пространстве Й! Ш l и первой части Teoper.rы.

Рассмотрим случай р< 2 .0бозначим ,aоa" РО оператор, Форr.rально
сопряженный " Р . КоэtDФициент, Pt поп"адлежат пространств, C|-2h (Е)
и для него, так же *"* , An^ Р , инеет }recтo неравенство Гординга (5.3).

Так как область Q ,оо.п.rворяет 
"rno."n 

N!! (константы Липчrица функций

Pr _локально 
задаrшlих границу, малы ), ,о'."о".," Рtг- ГеW)! Ш

rc'ft!, el , однозначно раэрец,и,.rа " 'fr!, tal Пусть ; - реч,ение
однородной задачи (5.Ц) и |[лl_r,r. - последовательность функций из

Ci ta ), с,одяlцаяся к ;' ;" W; Ь2 ) . то.."

t

о - [i,m:2
tat,tpl<h

(оrf-l*ч, D'u, (a*o.T'u,' Рrr 
) = (ц, F ),)

tаt,tpк!t

что доказываеТ единственность реUrения задачи (5.Ц).
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,|:,сть {пrСt tD ) (tп-|,2,

Oбозначиrq через !J^ Функцио из

, {^*f . w!-"ral.
Ь2) , удовлетворяоцуD уравнению

tr $ 
u-|; "" ilJ, i-|,...,h,

.. )

й:
PU^ = /, . Согласно первой части теоре rlы, цп€
В силу следствия ý.l,

w!rлln,ftf tal,

ltt^- tJ,, !2l р1 * С lf 
^- 

f *; Q l"[-zt .

поэтону последовательность I.U*J сходится " W!ВlП'fl! al,
и ее предел удовлетворяет уравненио {JU-/ Т"оо""" доказана.

3О. 3адач" l|ирихле в терl.tинах следов. Первая краевая задача

15.Ц1 не является частны,l случае,..l обцей краевой задачи из ý3 (cM.[t] l. В

это}r разделе изучается задача lирихле в другой постановке, аналогичной рас-
сttотренной в ý].

Пусть Р - "пп"пrический 
оператор из tO 55 , !? - область класса

со'
0бозначим ,."р"з {&J достаточно }.rелкое конечное открытое покрытие

,nro*".r"a :'2 " Fa\- подчиненное этоtlу покрытио разбиение единицы.

пусть еще Pjrr- |j'l,inri t (i-t,..,,h) , если UпOQ+d пР;ц=0 , €с-

л" lLП 0!? - d . Краевые условия задачи flирихле будеr,t задавать с поtitощь|о

операторов 0:Zr О
l ll 'ц' jt/ '

Новая постановка задачи flирихле заклочается в следушlеr.t. Требуется

найти TaKyn Функцио ueW! ta l , что

а

Pu=f в а ( 5.9)

где

w:

t.-
'l

f , , /; - ."о"rrые Функции из простран "r. w:2r(Q) и

ir'lP' (dё) .оответственно.

0чевидно, решение задачи (ý.Ц) является решением задачи (5.-9) при

ЬЧ g . Следуоrцая леr.tritа показывает, что при условии {2е Мt-/Р
р

верно и обратное утверждсние.

5.з. пустпо G- {' l У> Р (а)\

,/ ro
Mt-,b
р

" {,,,. . ,| l,
,е), 

.

Лемма - областпо класса

',8

- проuзволонае фунrцuu uз прооIи,нспв

,



..,,w:-'r'/e'1ас)
uло tx(a 

j', 
/ lri-' 

' 

=

Доказательство.
ные в ý2 (с". П]). И"ее"

. ТоеОа сулцеспвуаll фунюцuя 9 rW! t Ct
!.
Будеr.r использовать обозначения ф, fu , 2

Yакая,

, ВВеДен-

(5.1о

,ТО

[*)'' ч)оfu -V-r!+i' t7'-' ,ofu),

так как чфrМW! Bi ,ТО

\i), ]9
оь-

i
1-1

,)-l

orj Чrr), j=|,.,.,l,а

т

,о. oti, м $['r' tKi l) , ojj: 1х+ аФ / 0g)-' 
, 

. 
,.",Ё"", 

что

(5.1o) - треугольная алгебраическая систе}tа относительн" а/аr)" (U oX"),

приходим к paвeнcTBa}.r

(iГ',,fu) -Ё +,Шh)' ,l" , ,l:l, ,.,l,

где l,, , Mw:-irl ( R:) . поскольку tn lir, MwlirФ ,R,-')

" fu €Wрl-u*l/Р''ro'l ) " суцествует такая Функция

R:) , что

(blj,)lj

H,w: (

а

ц

l,t j
ъ Н : 2, ftr lir1 {,,'

0стается положить 
3=Н 

rlь . Лемма доказана.

Так как для области класса Mt-'/' обе рассмотренные постановки

(S.Ц) "(S.9) задачи flирихле эквивалентны, то из теореr.iы 5.3 получается сле-

дуDщее утверждение.

Теорема 5.Ц, Пуспо вdпалнено оОно uз lпребованuй: 4| /L-l, p(t-l).n;
облаопо lJ уОовлапворяаll чсловuю Nr'Ь ;,,! l-/, р(l-t)>П; {2 еWi'h,

I ft, l , !2 еМе-'h ч повеwноо|lо 0t2 локаJiоно заОаепся уивненч-

69
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{Р, q],w: (t2) + w!'tta-,i r/-'-// 1аяl

l v р, R"-' I r, ;u,p 
< сlч р ; В*' Ёrf-,-ц, l v р ; r''' |i-i,

?^bJ-Ptt-h)-t . поэтому из Л а удовлет-гJ|€6] r 
;_t)_| LLл.rrjо"rо", 

из l) следует, что область

воряет. y.no.no Ni "'''r "р" р(!-h)<п и принадлежит классу

W!-ПrО'' f,o" р([-ilrп. о.r""r." сослаться на теорему 5.з.
' Иrа*, усилив постановку 3адачи .Qирихлеrмы получили ее разреlли..rость в

I
Wi tal при более жестких требованиях к области (ср. теоремы 5.3 и

5.Цf. И.*почение составляет случай операторов.Р второго порядка (A-l) ,

когда классы совпадают.

В следуюцем параграФе обсуrкдается необходимость условий Teoper.ru ý.Ц.

P(t-t) > П эпо wвносчлоно rtрuнаdлыrrоота 1{)
!сеёа операmор

окрестности этой точки область задана HepaBeHcTBo}r

f, - попо*rrельная постоянная и

шасса W|-ф )

о с аще спвл я еm uэ ot top{пlu"t.

Доказательство. Поп |,-/ утверцдеrие следует из Teoper.ru 5.3. Пусть

Ъ> l . Согласно f&], спра"едливо неравенство

}

ý6. 0 необходи}rости требований к области

Приведеr,i приr,rер, показываlf1,1ий, что 
"о" р|t-l)<п n l= / условие

Nе-Ь в п.о( ) теореr.rы ý.t нельэя за}tенить тре5ованием принадлежности

oin".r, классу Ме-Ф п СС-|.

П риr.rе р 6. | . Paccr.io трпл область !? , граница которой представляет со-
бой бесконечно диФФеренцируе}rур поверхность всlоду вне точки 0 . Пусть в

l, - Cplnl r ГА€

рЬ)- у(с,0)lп,l f loy(lflr,t).
3десь и далее в этоr.r при}lере через | обозначена Функ

равная единице ". ,"о. 67, . Из 4О'стать" [Ь] следует,

-АU-{ . !2,trtt - 0, разрешина в пространстве

7о

ция из Cf, rB4r)
что краевая задача

W'rta) втоr"



только To}r случае, если С . E/q.

l{аконец, поках(емrчто V Р е Мwf' tK"-'>
проверитЬ, что градиент Функцuч { , определенной paBeHcTBor,r

Ц 1z l= 7k)rftоп , , где г - 1с| + у')Ц ,

принадлежит пространств , MWr' ( RО ) (cr,r.TeopeMy 2.1 иэ f4J ). Лсно,

uTo I Lf/ е L* (Ro ) , и остается только доказать, что

Ч"Ч . itV t |'l _ L, (R" D . flействительно, для всех ueW!rK'l

иr.tеет место

t'lля этого достаточно

(6.1)

fuv,t!,K'lj * с I

2

Б,l

цI
цl dz<clu;B,lr,,,

итак, lJ . М:/" . Принадлехность поверхности Q классу /' о,.""пд"".

Teoper.ry о неявной Функции, доказаннуD в U].
ГIаспо ý - спецuалоная лufацлцева обласmо

{ИУl' "rRo-', !>LBIJ, d - |tп,t) -лерная обласпо u [,/ - цч-

лuпЦ u) * Bl . Пцqпо аце Ц - фунlаlчя " G П IJ, уdовлепворяаlря ycllo-

вuяц:

. (i) y,adueл|W:| rtln G, {м) , ?ое /- цппоп цllсло,

l, О,

(il)trll=0,"UПOG;
бLLl функцчя tr(OulOу) qпОелена оm нуцLя на лtобоtl кам/акпно|4 поамно-

хеспве мнФсеспва UП00,
тоеоа 7t|" МWts'-h 1а,hф.
Следуоцее утверждение, непосредственно вuтекапцее из Teope}rb. 6.1, по-

казывает, что в случа е рth> п условие {2 eWt''/P является необ-

ходиr.rым для разрешиности 8 W;V2) задачи !ирихле (5.9) при o"dPrZ,
Теорема 6.2. Пуспо !2 - оrиrчuенная офtастпь .alacca СО| ч су-

цеопв!4ап раценuе ч е W! ta )
u l>t l заfuцu

Q(-0>п, t- u*o" ц1,1сло,lrеl, /.р.*

Рц=0 Q , tru,O, tr|u-l, trf u-O, j-t,...,A

2

СФормулируем

Теорема 6. I

l
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Тоей, оФtаспо !) npuHaOttaz,lп шассу W:ф,
При дополнительно.ii условии 0!2 е gl-z,t ' 

"о*rо доказать необходи-
,.roc'b принаДЛ€ЖНОСти области Р классу Wl-'/P и в случае р(/-l)<п,а и}iенно: справедлива

Теорема 6.3. Пуопо 0{2 - по""р"носпlь lcшcca Ct-2't ч сушео|lвуеп
pa'.Hue uеW; @) ( р(/-t)-<п. /- u*o" цllс|lО,/> zh. /<O<oou
п >l ) заоацu (6.1). 7р26о облааю р прuнаОлыlп ,цOсса W;a* .

flоказательство. Буден использовать те же обозначения, что и в Фор-
}rулировке теоре^rы 6.|. так как ?rаdru,, Uqrw!-'(/ПF, !ос) l^

ч, С'-''' (R'-') , то flrаdrцоъl цо 
^,:fr::,;GlпЕ), 

lдсl . следо-
вательно, Ь Lgrad ,ч о ъ) , tr tur, L) eW; h 

ra. lo),,
3аметим теперь, чтО dQ - no""px'oc'b класса сО , и поэтОl.tу В Си-

лу известной коэрцитивной оценки речений эллиптических краевых задач в вари-
ационной Форне( с". [ZJ1, ue^W!@l при любоtl 9.* . 0тсода, б част-
ностиrследует, что |r1,dЦеС(Р), .

Как известно, простран.r"о ( }1//-'4Р П L*) @, |лф является коль-

цом . поэтоl.tу вектор-Фу 
"кчпя 

^gцLd 
9 -tr lgrad n U о Ь) f t7 Р rо 

l) п р"rадле*,пт

пространств, W!ч-'ъ (d,й) . Теорема доказана.

Остановиr.,rся в той же связи на случае on"o"roo" / второго порядка.

Теорема 6.Ц. Пуспо h=/ " РФ<0 . Пустпо alle {? -офrосrо
с еранuцей KJ|acca С| , пwчеrчl векпор Hop!,IaJlu " 0Q уОовлапворяаll усло-
оuю Дuнu. Еспl йя некФпорой непа/.фlпелоной фунпаuu f "" Cf, Q? ) "у-
щеопвуqп раленuе urWf Bl (! - u*o" чl)сIlо,!>2, l <р <ео ) за-

фчu

Pu-/ в{2,trч-Or (6.2)

по оФlаспо !) прlнаОлыл **ccy W:O'.
.Qокаэательство. Достаточно занетить, что производная в направлении

внутренней норl.iали " 0{2 положительна, и провести доказательство предыду-

щей теорел{ы.

ý7. Об областях, удовлетворяlсlцих услови" 

';hПусть, чк и в ý 5,6, {) - оr9а"пченная область *n"""" СО' . Обоз-
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начим через Q пропзвольнуlо точку границы jlB n череэ [,I, tакую окрест-

ность этой точки, 
"то {2r1 [,/ - G П tt , ,д. G=|(C.|)z а€RО'| ,

!>rtcl|,
По теореме 1.1 из fЦ], нор"а вектор-Функции V9 в пространстве

MW!-'-'te (Ro-') э*в,пвалента нор,,{е

+ Хчg;RП-'|оо ,

( 3десь ..rox(Ho ограничиться только коr,rпактани Р, , дианетры

восходят единицы, - cr.i. следствие |.3 Elr].) Поэто"у условие

|Dе_ ь9 ; е|р

е с h*' @р p,Wf,l-'tl (Rп-l1\'/е

-;:'?i^ 

""":":,::,,,

(7. 1)

(1.2l

что вчраженuе (7.1) достаточно l"tало.

Следуrощее утверждение, доказателr,.;_;; *", ооого вuнесено в прило)rrение,

дает локальн)m Фор..rулировку'условп, No 'Г в териинах емкости.

Теорема 7 .1 . Пуспо pЙ-t) < п . Условuе Лr'ф экоuваленпно

пребованtлю: фlя кафой почlсч 0 € 0!2 нааdуmся o*peoriocrno U ч спецuа,llоная

лuпш.цева офlастпо е=F - @r!) , IеRа'| , у >qIoJ ftпкuе, чпо

Uп!? =Un0 ч

IDr- (р; Ве); en оhп
е*0

sлр
,.'le |ир (е,

th 
щaч|t/e

+0v9| Brn- "ct

u

'р

?аесо В, fu-l) -лернай чар с ценпра^| в почке 0 u раОtлусач | j

С , поарянная, завuсяlря паllько -, l,р, П ; l - по-оr"tulя uз усло-

",* N!-'/r ч

,'/р

Di-r, Ф ; Вr) rc)= (l l v,_, чlrl - v,_,rtyilPtc-tГMerf .

Из Teoper.ru /.l и свойств е}rкости (v ),(vt) из ý l t с". [t] ) "е-
посредственно получае}r

Следствие 7.1 . 1) Ec.rtu п>р(t-|)

7з



[i* Sшо
n.'Bo

tr Dе-ъ @ ;8r); el,

|mьп_ t 
g 1В-Р 

tt- t D / tп- l lp
+ llv giВсП* cd

с+0

пэ вDiпалнено аслоеце Nl ,ь

2), Еслu п--рlf-t) u

Ih,r^(!!P, lЛe_,t^(,p 1 Вr); еlоlhу(mьп_t r)l"-"lР*lч giLrL"_) . ,d
Е*о'OсВ, u /Р

t- t/"
mо оOtполнено v"no"un No

Из этого утверждения ,.tожно получить другое достаточное условие, Фор&rу-

лируеr,rое в тер..rинах пространств" ёg,p ( ct.. далее следствие 7.2 1.

Будеr{ говорить, что ограниченная область lJe CO'l принадлех(ит классу

О;,;'' , ! - 1,2,,,. , если для каждой точки грани цп 0Q найдется

окрестность, в которой ар допускает задание ( в декартовой систеr.rе ко-

ординат ) с помочlью функции lP , удовлетворяющей условиrо

!-, (_\., 
' 

оr-, q F+l) , ч|4*@)l2")'h,^'-'fu, * ,

R*, 'Rо-,

Следс твие 7 .?. Пуоltр р( {-0 <П u З2 - оеранчценная лufаlлl-

цеаа обласпD uз ?слас, -f'//P

грh-ilвtt-t)-l),"-]""б"Тр,:t-ц:.:-,""::,::::iЗii""й,=,
Пуспо аце ?и.нul,|а обласлш t) лщеп бапо локалDно заОана в dекаwо-

воЙ сuсrпе!"lе коорduнап wав н e\ueJvl

пой llurалrца, не превосtоОящеЛ Се
У:9@) , еOе 9- фанп,ltlя с констпн-

\ЪеОа выполнено условu" n:'',
Доказательство. Имее}i

tr D r_,, t v, В r), е lf, " \ t ЪГ 
**ОаП 

\ l о,_, 9 r" r l, ) - v 
r_,9 

l cllPlc *
lае
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t-p/x -п+2-Р

фrr,_,е) lL

0стается воспользоваться первой частьо следствия 7.1.

иэ второй части следствuя 7.1 нетрудно получить утверх(дение, уточняlфlее

следствие 7.2 в случае p(t-l): о , в котором роль простр""сrва L,
играет пространство 0рлича 

'rrrц*t)Р-l 
. На этоl,t останавливаться l,{ы

не будеr.r.

в следствии 7.2, получаеr.r простой признак вшполнения

в тернинах },rодуля непрерывнос,r" О (h градиента функции

\Wr-<ёо. (7.з)

Так каК а:,!; С \l:'/P , то иЗ (7.]) следует, что I? еY:h.
Использiя идео, приr4ененнуо в аналогичной ситуации в работе [8], пока-

же}t, что неравенство (7.3) является в Heкoтopor.r с!tысле/точнь...t достаточны,..r

условие."t разреruи}iости задачи !ирихле (6.1) и(6.2) . W; Р),
Пусть &) - непрерывная возрастаюlllая Функция на отрезке fo.t] , уаов-

летворяпцая неравенс TBal,.

l

! М r\Tot < cdФ), />цlrll>ct.
0

l
BD

dt \
l,

l v, _, р( о+ h), v 
с_ |,| 

@)l

,Pig

ъ")

Полагая 0 = ео

условия N:'"'
р пор^'д*" l-|

I

/I
0

(7.4)

не

, дополнитепьно удовлетворяшlей условиD

\(Y'd,t- *,

построин такуо бункцио 1Д на RО'' , что

l) .4одуль непрерь.вности лобой производной noo^o*" l-/ бункции /
превосходит 4л) 1 гJ|€ f= UПSt i

2t suррр . Q е" , ,д" Qd- tce RО'' ,lьrl.dJ:

По Функции u)
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з2 п|z : rе Q 

",|уl. 
|\ - |, : с е Qo, 9@l.y<tJ .

Предположиr.r aц", "rо 0Q является поверхностьк) класса С* вне ..t'o-

жества .ZrrеQr", y=t|(o)} . Дляобласти lJ ,всилутеореir

6.Ц,6.5, задачи (6.t) и (6.2) не илrеот рец,ения в пространстве W!Bl,
Перейдеrq к построениrc Функции 9 . Положим

з) рЕ Wt-'lP ( RО.-' ) .

/|опустим, q19 qункция Р определена. 0бозначим u.p"" {2
ную область a RО TaKylo, что

п-| оо

9@) : Й q в,r\ ,-tt-tl* orc-r )srп (е^r,) ,
i.! L " K=l

где 
Ze Ci t- Zr, 2с), 7= 

l, на (-с,4т) , О 
" l * /.

При достаточно ,itалоlt l lLl

ОГраничен-

(7.5)

имееrit

|vr_, 9 1q+ h) - v r, р rail. с( lrl> u)(e-*)+
ф

K=l

+ l/0l 
^"fiоr,аk'-)е* 

1 
^rЙrr, 

tt(e-* ) n

что B..iecтe с (7.1) дает оценку

Далее

|ve_, 9 1 *Ь) - 7 
е_,,р 

(r)l < с О 0hl),

|9l Ro'' Ё,пrr r), I,U,r,,, 
d*o_,,

0!-',pl"sl,aru,,,t*,) аt-Ьk,*.,ц-., l'й
l:rllчdц',, 0t'n

х ll
R' Rl
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Положиr.l

/B,):Ze о (е-') е
ie'c,

ntll; Pn-' n ***

ео ,t|-D*

,то

и lФ..R'-'Il l 'к+к

в это}.r параг-

, остается

В силу (7.5) , имеет r,recTo

a

(п,

Поскольку правая часть в силу теореr.rы Пэли-Литтлвуда (cM.[g]l 
"".4еньше 

чеr,t

РЬ tl
d,п

тР 
>-

ll Р i R'-' ||r, 
r rr>- 

с l t,п |
t|чl

'); F",")Ё,,-'/, .

Ь(, 
-"'l,и|Щ\)'# 

,

гае к[l):LЪqth-']
-d

Ё,tf'u
о

l,

(Ё , ч)(е*))',tо'(+))

)с

г

l
f
с

I
0

>с

с

l

trp,Ro'' n|,^,ь,-cl U)ш)lh)Рdl, - Фо,

области ltn,y')z у> 9(t,,...,Сп-9)} , Z< s < П-|
особенностей границы не lrеньше g-l " ). Тогда все

раФе о свойствах областей, удовлетворяоltlих условио

В заклочение параграФа сделаем два за!tечания.

3амечание 7.1. Лопустим, что для каlкдой ,ou*" !
ся такая о*р"arrо.r, / , что ..rножество UПQ

е 09 найдет-

// -дrпФФ"о"орФrо

( "разr.rерности

сказанное

Nl,,h
верны}r после заr.rены П-/

,, t-|/P
ровки усrювпл Np

/ - Фч"*чп" 
'. 

RП''
Hop,.rы

на R- S Это утверждение вытекает из Форr.lули-

и следуощего легко проверяс..iоfо Факта: если

, зависяlцая только от П-S пере.{енных, то

эквивален.тнU.

3амечание 7.2.
|- ll

условие PeW) /Р
"о" pll- t), п не
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допускает ребер или конических точек. 0днако прч p(f-/) <П такие особен-
, t-|h

ности условпел N, не искrllочаотся. Рассмотри.it, например, область

е=U z У> Сr ъ\ , ,де г|= I|r,+... + аi_,,С-ФпSt . из неравен-

ства Харди следует, что если pt|-l) < П-L , то первые производнь.е Функ-

ции RП э z | Ч'r':)'/' принадлежат пространств, MW!-'tK"l,
1оэтоl.у первuе производные Функции RП'' r I*Г" являотся элеr{ента1.1и прост-

ранства MW:n-'b (Rn'' ) , и малость константы с обеспечивает вы-
l'o

полнение 
".-.n" 

N:-'Цr

пожи..t

lo. ло*"пr"ая Фор,.rа условия
,rз пространсr." Ci t-t,t)

ý8. Доказательство теореr.rы 7.I

, равная

Nr'/Р Пусть t - четная Функция

единице на про..rежут-" (-|lЭ,l/z) ПО-

, если рt-|)<П i

, если р(/-t)-П,

уhп le )

где 0 € Q,tll) . Яс,о, .rо 
'ЧР!rСВ,

I o(zl

lu,rrczll<

eOeCeBa,f=0,1,...

llоg 0 \
\ |лltrt lt

u

с0
-l

еслп p[l-|) <П i

Спр,вейчва оценка

cltontztl'ltzl-i , 
"rnn р({-)-п,

(8.1)

(8.2)

лемма B.l . Пцстпо pt-t) : П

| |Vitr|O- VjIe(PlP 
,

), ,*rT, Ч "'j lЩt.l-Р lrtP-Pj ,

78

.Qоказательство. Поскольку

t



lC*r rtr)l-< lrl-'О' Ё."W'Ьlс)-*

i
, то справедливы оценки

}lз этих неравенств непосредственно получаем оценку

С,l[ОР|'' ta,yllrli-', "n" lotf z<lyl<2lcli

|v;7rtrl-Y?rЧlt* С, I hx С l-' (*oп{l r1,1 ,7l)j',", n" j, 0 ^ l 

у 
l < l rll z, л" 

1 7 1 а 1у 1 |2,

,i| ИеГ'IlоgЙ l , "."" i- о , |уl<lсllz "п, !1|<|y!f 2.

рl\ |rtO -Vi l2t!)|

lt-ylo-2*o

. -D
da < с. l [ос оl-Р | a|l-P-P/
//l

равносильную (8 2) при rе Вr' Вrз . flусть r С Дr,

l
8а

ф,\
в
"Еде

р

Тогqа

2

l

lto,j-nl ! o,|)lP |y[ctrl-v, ?сЧil ldoi-Ui!2'|l

lуlл-2+р
ау,

l у lП-z+е lt-уlП-2+р
d,

',]
-с 'Вё'ie'

,о"9.r/,q.- l no, f-0 "р" ir0 . Следовательно,

6;8r,
dy 

= 
rl[ogelP tпtt-P-Pj .

Полагая в

,liр*р1-,,1 ,tl
последне}r неравенстве lrl= е3 и используя возрастные Функции
п ,Р
hg: l' вблизи точки !:9 , получаеrr оце.,ку (8.1 ) .

" lo7:0
р

ЦельD настоящего пункта является доказательство следуюiцего утверждения,

даощего локальнуо Фор}rулировку условия 

' 

e-t/e

3десь и далее без ограничения оО*"о.{, по"опоп"r""тся, что еИ) : 0 ,

19





t-t j

jз 0 к-0
|lvri,_л ф; Ri\ j_**оlr-*чr_,_rч ; Ri l

заклloчаеr4, что

Воспольэуемся HepaBeHcTBorq Харди :

а вторая не больше чем

l1спользуя предлох(ение 2.| иэ [tJ , 
"no*e "," 

MW; R| С 
'VW: 

R! ), s , t ,

ll 
},*,_* 

ф, Rillr._K_*o< сПчФ ; Ri li_-* 
i_^< 

0lчФ ;Ri l 
t_,* t_/. (8.7)

nv Qrф); R! l,_,_t_," с|чФ; Kil ,_,_,_,.

tr r-l v,_,_, u ; Ri tr, +

Rii'7rrVr_оu;

lt-* yt_,_iц i R| l p,l,_*< сlu; R! |r,ь, ,

,а.р(!-,|).п, t-t>j>K Получим

(8.8)

0тсода, из (2.8) (с". [r] ) и (8.5) следует неравенство (8.q) в случае

рU-t)<п
Лусть теперь р (l-t) -- П . Первая cyr.rrra справа в (8.6) не превосхо-

дит

cllv ф; R;tr_(ltопчГ' У

+ ll r '-l ((оg,ri' ?r,u; Rinr),

P,i,*,

,

t,t j

'rlч. 
ф

j-0 no l?l 1{ ; R!,trу**оl r'^((лу r P,j-* '
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Используя (8.7) и неравенство Харди

l1олучаеr.t неравенство (8.8) , которое Br.tecтe с (Z.8) (.". П] ) и (8"ý) дает

18.Ц1 при pt- t1- о . Ле}r}rа доказана.

2О, 0ценка веrlичины S, Ясно, что если вырах(ение (7.1) не превос-
ходит сd , то условие (7.2) выполнено, Следует доказать достаточность это-
го условия.

В силу теореr.iы |.| и следствия 1.2 работы fЧ] , чсловие (8.3) означает,

что при достаточно rчалых !, > 0 выполняется

O r'r t {о? r)'' 
?,/zo о nj 

u, RI n 

р, г r 
< с l ц ; R I l 

р, r-,,

п-|

(8.9)

рtеньше

(8.1о)

3десь и далее

единицы.

Так как

B-*o"n"*r" ,? , диа..iетр *оrороrо /1g1

Р0)- 0 , то из (8.1) следует неравенство

ilч (7r9) ; Brtr- = с lчg ; B rl.- .

Первое слагаеr,tое в (8.9) не превосходит

\Dr-,t QrФ;епВеlр
sл,
ec'Ro'' Рап k п 8, l W! l-'te 

R,-, 1\/е

(Если одно из нножеств t, \Вь uли 0П], и,.rеет нулевуD e&tкocтb, то со-

ответствуlоlцее слагаемое равно нулrо.)Следовательно, супрему!| в (8.9) не

больше суr.rмы j,r* 4r* Ъ, t гА€

82
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1De_,b(7r9,1i el,

бч |cap(e,Wr'-'-n, (к,-,fl'h '

( 
! 
od* l ч, _,Q,Фtс)-чс4 VЕр)ч )|Р l, - у l,Оr'"ф)'Ь

ъuр
,qBe

|слр le,w ;- " 
/р ( в "-, )), /r

|4_ьчё9 iДе), el rцLр

'Е,

СДр P,rr'-'-n, (R,,,))

положим g- (п-tl/ t р t|- t1-1'1

!'2

!,
е

Цель этого пункта - оценка величины Д, . 
,r

Лемма 8.). Еслu выпаllнено асловuе (?"2l, по 1r<Cd
mочно t"лалых f2 .

Доказательство. Имеем

р }, 
' 

оr_, (уrФ{у)lРdуlwltПО-'d"

прu dослш-

5 - 5,1,ю

' u.in-'rl-Е

p|-l) :П обозначиtt через

Так как | . шрр 
[ о. В, 

/,

Воспользуемся неравенствани

, если р(|-t)<п, а в случае

9 лобое число из интервала fl ,*),
,То

\ t 

"-yt'-'-Pdn 
< (mьо_,еf 

' (J _l 

o-ylu*-P";,r)
е _ 'R*rDъ

4 с (mьп_, е)'-'/g о'-о-р 
+ h-t)/g 

,

'/9

(8.11)

83



сар(е, W'i' 
-'/О 

t R 
О 

" ) r,

Тогда при pt-t) < П

В случае Р 
(Tt) - П

l-t/9
с (meLo_,€) , если рU-/).П,

С UOrQof mьо_,П))"',, если р (!-t)- п .

выполняется

(8.12)

(8. 1 з)

! 
, 
"-y 

|'-О-Р dt, < оаРU-z)+t-П (,TLщn_, n)'-'h

иa.rее}t

(hg (Z^ l*bo_,e\)'' ! 'r-, 
|'-o-Pdr "

< с(пьоrl)'-'hUч Q l*b,_,e)f'' r'-o-'+(П-i/g

< Eo-|

Ir'
-|

Если mй,о_r 0

с0,-Рl tц О

, то правая часть оценивается величиной

Если же ПЬо_rе > ОО'.'^ ^ , ТО, ПОЛаГаЯ

, снова получаеr.r ""-Jo1-,, br'-'l hgСl''' ,
в (8.t3)

Итак,

р

рt,z>

q
у j

отсOда "о" р0-|) < П

р р(t-фt-п
Е

Yn,

де

получае..r

,,-Оя 
t Wfuy

с0
*.о 

\
.DE

(? о9l' dy , ".nn р 
(|-D, п ;

o,_nirfuy)|,

^

се''Р l lцеl 7-1
lVr_, (lrфЧtZу, ."nn р(!-D-п,

(,

t-z

j,o
1ресl +
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Положии

Воспользуемся HepaaeHcTBo}r

Тогда

1[ ; Ве)р,!_,_ /r- lD,_,_yr(n , 8r) р
бе

\ 
' 

% ,, ufuy * с (r"/t''' <,r; Bc{,*,rrt ,
DЕ'\

и..rеет }iecTo

(8.14)e|,i+z-| l Uy
tsе

\ lll
)

в|., 9
,r*,-о 

\
А-Е

0
Рlу |-п

),' 
rо |'dy * o'(L''o <р,rrt,r ъ)"+с

" 
, (rP(l-,'-a 1р; Вrr! nb+ Xvg , srl!*) ,

что внесте с 0.Zl дает оценку Ьr a Сl.
пустьр((-|):п .При{-2

о| * с r''Р l !оз о|'-' l v g, rr(|Y,
),

р

"r 
-I,',lп(е

\r'r,rОr" ), 
tytP |o7r(dy *"'' | {оgеl'r ,

Р,
dyIol,

и так как

то

ь|" clN,oy el'' lvp, BrlP* .

!опустии теперь, "rо !ren P[f-t)- П Имеем
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о', *rе'Р l |oуl'-' (llqel'P 
\"','

tpl'dy r
ч,[р

с оР-' ltonc,l-Pil v ч ; Brl|*,

CyMr,ry по 7 в (8.15) оцениr.t с поноlцьо неравенства

-lP
рt-j

Первое слагае,..rое в скобках не превосходит

гАе 1J=OP/dYi, . Тогда для этой сумl,iы найдеи Ma)fiopaнTy

),' 
r,'jP l vrulnlPd!", ( 

}

Р,
ау

pQ-t)
l lrtPdy

'ф- l |еvr,Р
р,
dyVr-'Р 

'tog,,t-' 
\rty

*\o,'o,_;l(d,y + lvtp, Bu()

(8. 1 5)

(8.16)

(8. 17)

Тогда

9uru +е
ло

е

Приненим неравенство (8.141 при 7- Р к вектор-Фунхчпч 1Г=|9
получиl.,t, что выра)O(ение (8.17 ) не больше чем

аеР-'|ИrГ'(

, о''' | !оу ol'P (, r, Вrr'r,rцо+ l v 9 ; Б rl: )

trцr8аl о< 
ое'-'Ь {цГ; 8с) p,l-,b

Перейдеrq к оценке последнего интеграла в (8.|5). В силу неравенства

(8.18l

, обрацаrшlихся в нуль вне ша-справедливого для всех Функций 4Г " j
о"6(r-r)r, се(0, 11 ,илtее&t

е

86'" \rl !ror-,,|fuy, С (vr-,QrФ; Вr"r,, -,,r=



<с

\
8ё

,\
tui dy )

( 8.19)

(о

\'Оr_, 'Р; 8е)р,,-/р - l,1_,pt"ilPd"\'ffii+U

Согласно лемrqе В. I

Поэтону

l7rttl - ?rtyl , 0 ,'Р l-E<сlи?LI lol ' .
lс-у la-a+r

Р l _р(оr_,|rФ; Дr)r,,_h* 0 (aоr_, ,,Bri,

{ о 
с -, |, 9 ) ; n )!., - ь"' (r r, l, r!, 

л h* 
r\ ц r 

;wL, 

9 у t ф).

, - r,r 
| И d' 

|,tu,_ ;l t yfi 
у 
fф)

таккак p(-t1 :n,, !'е , то РlП , и поЭтону и}rеет ltecтo не-
равенство Харди

t,l tP l yt'-Pdy . r(, u, Urr: +ё
l-P

ае
1-/е

Подставляя Uе-., 9 Br.recTo // , получаеr,t

1оследний интеграл в силу (8.1rr) не превосходит

е'-' (< р , 8r{,с_ь* trv g ;8rI:) ,

l, значит,
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Рlr
< ч; (уrr) ,Вr)r,,_,/о4 ,\, о , sr>'r_ц/tЦаflчпаrl|), (8, 2о)

\l
аа

I bvrr,pl'dy * ,о"-'(<р , Lrr!,*br t h9 еt-'lv'P,E (_) . ,r. r,, ,

Подставляя оценки (8.16), (8.18) и (8.2l) в (8.t5), получае}r неравенство

s|. с (t{oyr|'''<p , 8)!,ь,tr+lчg;8r|!.- ,

которое Br,iecтe с (7.2) дает оценку S. < Са . Леrqма дока3ана.

3О. Оценка величины ý,

Лемна 8.Ц. Еслч ваrпоllнено асловuе |?.2), по Sr<Сd прu Ооаtаttюч-

но !,\a/lax о .

!оказательство. 0чевидно,

} 
'оr_, 

qrФlРdс 2-а,D l
lo- уl ' dу

"JR ве
s! пр@ifFТ 1е"'Гr1

Гlчсть рt(t-t).п . 0бозначим чеоез N, чисrю, достаточно близкое

* Р, 7.р . Пнеен

: sЦР
,.Во

t-t

s'^<csup > E(i+l)e+l
' с.Вr1,0

\rоо,, flРdr

tлрР,Wr'-'/r во'))

t-t

Из неравенства

88
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ror_,, yfa")'/'

слрQ,Wt,','h 1р,-,))
<с ) o'j"''r' rup (mеьо_,еj-0 ,.'ВЕ

)'-'/, (8.22)



P/g

р

где 
f,t 

- ilера, сосредоточенная в 8, 1с". [rO] ) , следует оценка

Гу tnl1
р/у

71, tВ",rД'"
Sup 

- 

<с SчD
,сВе Фре,Wе-'''h rоП-'))- 

- 
"rВr,riИа cop(lr;w;"hRЧ)'

0тсода и из (8.22) получаеrtt, что

t-t Ivrri

lиl с

"Ц

(8.2з)

(8.24)

'!.,IlL0

-|+op+l+(a-tX/- р/9)
Sttp0

tеВr, ре (0,q 
.р 

n-p(t,t)

t-z
@l +clvg lBe|

р
ýчр

tе8r, ре (0,е пН-9r

9l
d

dy

r/9

sj*C)' j,o

9rdtoo,il

+(l
,ru)

оэ

,р

Воспользуенся HepaBeHcTBo..l

t-l-z- tп-п/g

ц
erlh,и,tlbrn.

i-0,.. /-l ,

Y*uj n n'/plr)r,t,
)"'*,,
/р

+с (, tгI
в
р

|-ll
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которое получается с по..rоцьо преобразования подобия из теореr,rы о непрерыв-

ности оператора вложения

и (8.23)

w!'-n' { в,) w*'1 (8,) Тогдав

р

\<

р
S; с (8.25)

Пусть тепер" P(t-t): 17 . В этоr.r случае в силу неравенства Гёлr,дера

<v9iBrtcl)r,f-t-/psцр #+сlчр:Вr|:*Вr, |е(Qеl р 
П't'

,-рц( 
) 

'оr_, 

t;,vltLh)
р/z

s!" с i'sug"|^b
спр(t,W l-|-lh (RО-'))

)еп-|

<сL
t-p+(п-t)(t-p/g)

5цр
tе.Еr,7 efu,2)

,иА''\ |о,_,(|,чilLl,rBnBl

0тсюда следует, что

lJ

Приr.rеним следуюlций вариант неравенства Харди

0

",4,,|Е rr,,, 
(, 

rP+ (Ъt)( l-Р/У'tц 

l Яq,у
р

S,

* f 
n 

" 
t П- t Х / -Р/ф, 

hy rГ' 

Ц,",, 
о 

i 
t|-' lv 

t,l t y,f л)

-jg
(},

-j9
п,, ,y,thr|'-

p/q

+

r/9

* Е'-r* 
tпч)(l-Р/il 

l\,oy pl'-' (l,, ,[,о,-,п"ф)

Y nrj у orY - grt 
- |/r+h't t/l- |h), 

n, Bf) 
р, !- t -|/р

(8.26)

+
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*rp''Irtn-tl(y'g-,D ( uу l:/,..., /-r,tII
ip

/р

)

в Koтopo..r роль tГ играет
(8.26) оценивается величиной

V f . Тогда первое слагае}iое в правой части

с l !ц/ l-' ( < р, Ept tl>r|rъ+ n vp I sр@П:)

=с (< 9; В,еr!,r_ь+lчр,Бrrl: ).

Второе слагаеiiое справа в (8.26), очевидно, не превосходит

ily

, р'-' 
+ (п -t)(| -р/9, 

l loy р l Snetl'**

l а ; 6 rl, " 
с оlПЧ 

l1 lf' - t/''l+ l - //Р, 
u l 0, | 

"., 
_,/р,

-|
t уГ(t-i74,

Перейдем к оценке третьего слагаеного в правой части (8.26). Пусть чис-

ло S больше 9 n ло",r"rочно близко к 9 . В силу неравенства rёльдера,

указанное слагае}rое r,rажорируется величиной

6rо

. ,lЩ р|-' lv р: 8, tdlP* .

D 
l -р + и-D.l -P/9) 

rt 
п-t lP ug- D tЦ р

. rt-r+h-t)l-p/a,) lhg rlo' ( | [rv,_, 9l dl

,",( l
Brtcl

lv g,

l rVr-,,Р

I
lE

,рА

рh
. (8.21l

)

В силу неравенства

справедливого для всех Функций 4Г в 8Е , обращапцихся в нуль вне шара

В(,_rrr, се (0,1) , правая часть (8.27) не превосходит
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р-|

Леr.rма дока3ана.

ЦО. 0ценка величины Д,

Лемr,rа 8. ý

лслdI D

l|oKa за тель ство. Имееr.r

Еслч вuполнено а.словuе l7.2l, mо Lr< Cl пw ооста]почно

р

Последняя величина в силу неравенства (8"2О) не больчlе чем

06ъединяя полученные оценки трех слагаемых в (8,2ý), прr4ходиr.r к нера-

венству

cl[oyel 1?rv!_,9; L)p,,-,/p

,| = с ( 

#!,, о, to,,,l 
h9 р |''. р, В, t.D|, ь Ё 

n о р, О,,r:)

сltл9rl'' (rr, Вr>'r,,_h*|Ц еГР |vp,lol:)

ч,_,^t)|Рdс),ffir,

\Dе_,/р(уrр ; Вr); nlr* '( tr Dt_,h(li,lОr, r);ef, +2]
tal+lp=t-l,
ldl>0

+ lтe_hФi 8el, ,l| +\l (8.28)

Далее,
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I D,_h (D"r, Dog , а, ); еl! --

пусть снача 
^" Р (|-t) < П . Используя опреАеление Фуr*ц"п ?о

8. l , получаеl.t

-qil)р+/ lv р tcl|Pdzр
t-t

оrр I
е -Ве j=0

и лем,.rу

(8. зо)

+

(8. з1)

сL, е +

р

l-t

j=o

1р I
е

рч)| dy
Е - цlП-ztр

сар (е , r:-'-"о ( R"-,))

(е, W ,r "-'))

dc

сор

l%- р 0) -v,._|

р

l+с LцD
е.'8,

ё

Первцй из этих cynpe.,iyr.roв оценивается правой частьо неравенства (8.25) (cr.i.

начало доказательства леммы 8.&).

0бозначиr,l чеоеэ N число, достаточно близкое " Р. ? >Р, В силу не-

равенства Гельдера и оценки (8.23), второй cynpe}ryr.i в правой части (8.30)

не превосходит

|-t

'r'.чi,?,rЙ
;jF"рч*--W";,tЧ

lvr_n,йa)-vr_,rИyl'

lc- у14-'+r

р
9

1

* с ,,ttp |л,-, tr , a,l , eIf,
,.lo сар (e,WF'-'/p 1в"-'))

3аметим теперь, что при i=/,,,.,/-e и,..tеет место

9з



е

ll

-l!-Dp+ tпчl(l-е/t) 
rр(-il-а |vp; Bu( 

Ш

tр,gl/r

лрG)

trg)/р

lrt€l -0,

lV,._,-i 
p@)-v,_o ,ltyi

lчr_,_, {rq - чr_,_, qрl

Ic,yln-2*9

у

фJr*у

.9-r|p

ф), l ас-<
tc-yt"-'f

v,_,r!и(dc +

о

ф l
.ае

,у|

tsrG

<е

<с rl
'l,

а-2+9

Ф а2р(€)
lc-y l

о

+ y-l

дЕ
|у- €l

Последнее выражение не превосходит

Для слагаеr.rого в (8.3I), соответствуDщего Ho}.repy

)l(оранту

dc
({)

1nb,_i9qtdr

)-r(.", 
, В,f(r'r,uоп 

ц*У,

lue_,_j луldу

$-gtrI

,|r'lr-'/P)orj <v р l B.r(c))p,|_,_h+rn'-L 
l'rlnv,p; 

в,r(€)il- 
) 

,

(8. з2)

, имеем ма-

):i]'-
ц

l - l-/

фW
*r;-I!-ilр+tпч)(l-р/l) грtLt)-П+(П-t)Р/9 lv р, tsrrIl- , |opiBrrl|".

Следовательно, cyl.1r{a по

94
i в (8.3l) оценивается величиной



te
с>
i,t

-1p+aP-pft) рlh)-п+{р-glп/r+ pi
р < р, Brpte>!r-,pЕ +

+с l +g r-ir+пh-rft) , 
е U-i- п + пр/7 + р(пi -t l)l 

v ч, BrrG )l!-,
j=t

С 
y, B,|i! р, u ( 

""''- 

( {, В,рG )>!, 
t_,1 

* | v g ; 8,r{€ 

":)

и окончательно второй cyпper.ryr,t в (Е.30) не превосходит

заканчивае..r доказательство в случа" pt/-t) <П.
Пчсть р(f-l):п . Имеем

Ir
е

,p@)(dc
lVi !r(c)-U; lrQll

I D 
е _ 

/р Q, r ; Вr) ; е l', = r, + 62 + 6з * с lDс _/р(р, Ве), n(r,

+

Приниt.tая во вни}rание полученнуD ранее оценку для первого cynpe..ryr.ra в (8.30),

(8. зз)

где
!-z

6,: CZ
1,0

,I
р

р

Yn -t-j lr-y I

п-2lр dy,

|Vb Гj 0@)-17_,_,, tltyllP

lс - у l'-'+r

|9 tc)v r_, |, (cl - 9 (у) ve_t r Е Ч)lР
dy

lc-yl n-2+pt

I
tsе

u.- cZз.
l=|

,Е\
Iv, rrtli

2!-

l
tsе

dc,

63 dc
ts
е

3
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По лемr.rе 8.1,

Поэтоl.tу

\ lvi tet'l _vl?rtyl|'ф * ,|Цlсt|-Р ltl'-Р.*,lj, l х-уlО-2+r

,,-,Я! lcl

р(п-t)

п-р V+l)p@)l dc

р
оО

-п

Так как Оункция

всех MHolKecTB f,

тегралу

о u,-j
р /-PV+l)

hglcil-'d, *9и|

t-э

<r>
i-0

"-РrФп-|
l)-|

сообцает чrар с центроlt в точке Д- Р
ведливо

и поэтоr.rу

&s |-р - п-t

dc
+

. Следовательrо, при о( > / спра-

(8. з4)l
е

l!оg tnll'"d" < сl[пу пO!n_,el''o ,

|-а

п-рV+t)

l
tsE

ri IVr- (!
'-'l[оgЮЦ

+ clvp, tsr|
е

|cl'-n lloy rc|-'аr.

t'-'ltooll* вблизи ,o"*n t - 0 возрастает, то из

Ф"*""рr'о"""rоп (п-l) -r,tерной меры наибольщее значение ин-

е

-d
л llor-tлl dc

,

а,"сZltg^пол_,е.l nv, rj g; Brl
р

7 (п-t)
+

П-р(i+l)
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отсода и из оценки (8.2q), в которой /=р(оПl/lП-rЦ+tf , У-е
а роль 1,Г играет вектор-Функция V Р , получае}t

+ сl !оg m?ъп_, el'-P l v 9 ; tsr|О- .

'-О (, p,Bi,t_,/r* lvg; tsJ:)

(zl (3)

(8. з5)

а, € Сl{оg 
^*о_,е

Перейдеr,r к оценке cyr4r,tы Ое . 3анетиr.r, что

а-2+р

р

dc<
lI-у |

С€е: |t|s 2|у|l
е

l ve_lz 9@l - o.,-,i 9 tyl|

е

l|o",j

vi ?r(у)(Оо,ч
е-

Р,аууoi |,

{
vbl'fu*

dn
+ |n еч_i9 чiР

|rее:lсl> Ztyt| |cee,tctBelyt)

+

ltlo-2+p

0)
В соответствии с этиr.t HepaвeнcтBor"t заклочае}r, что 6146r*
гАе

!-э

lVr_rlVИ*q 9Ф(

lc-ylo-2+p

(,)
62 -.I

j,' t-j
pE)|'fuI

О|t|/z

6
ебr*

?-z

о|'- cZ
" i,t

е-е

.1"=.Е
' j-,

!fu,|,o,_,_,r,,
о t"|,

j 
'* 

|,(!)''r! p,,'L,",
е

р

р

dc,
lr-tt]у

п-z+р
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Вспоirиная определение Функции ?с , получае}t

tпlе

!-z л

oj'* С,] ll=' е

Fz

<с>

р

l

lvr_o чtсil

lx 1П-е+2
dc I l tоg tyil-P t уГjРdу *

u'"y,

е
l1|Чlr-t |[og tctlP

|Ybrl vtлlР 4.

}la).(opaнTa этой суr.rмы, найденная при оценке О| , равна

Лсн9, чlg

t-э

, |Ц frфо. n|'-' (., , В,r>!.*,ь+ lvp ,в,rl:) (8. з6)

о!'" с 2' 
'=,
!-е

<r>
i=t

| #1 
"n,| 

о 

"nl 
Ч r PlP t 

у 
iiР l Noy t yl-' lу 

=

I
е

Ioonjp(y)l'tyt'j'ay
dc

I l
В силу неравенства

имеет }recтo оценка

0тсrода и из (В.3Ц) получаеl't для О
98

l v,_,_, rlу\Рtу,-i'Ц" clr|'-'k ,р; lrclаr!.*r+ |vp,Bwt.z
р\

tr-),
lо'l,

(2)

2
}rax(opaнTy (8.36).



(5)
Величина 6 не превосходит

2

l
ле

цczj-l |ytj'|tЛXrylP 
|сее:1

lv,_,_,pt"l -yн_i plpl
р

dc,
ta

l
cl<zlytl lc- yl

п-2+Р

l'lеняя порядок интегриtования и используя возрастание qункции !
вблизи точки !-Q , находи,.t

d" |Yьrj 9@) -
оrý cz

i-| е lcip l hg tctlp l с- у |а-2+Р

ve_|_i Pwl

'Pttqt(

tJ)

l
до

t-z р

dy

Примерим неравенство Гёльдера и оценку ([

вuполняется 
гёльдера и оценку (8.3',) . Тогда при 

fu=(П-t)f 
1a-t-h)

€-z ipf to-tl

- (з)02 <cz
i-l

(! \toylotlu-tM)
|-п

I х

We-,-i9@'l - Vrrj ?q'l

lt-ylo-e'p ),,4

р bj

l
?-Е

фсt!оgmеtп_еr,3l(l

х l
-во

су \а

lче_i9[t*,+)-vFi|-р-

!hln-'tP

wP (R'-')

,,П (l
Ur'3,

'9jt-z

*. с)
j-|

| [по пь ei,пп-|

0тсюда в силу неравенства Минковского

t-t- |/'Р

о;;:h (R,,,)Поскольку пространс тво влох(ено g
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ло" j-l,. . ., t_z t с". [9J ) , то имеет место неравенство

\
la

F

or_uj u l,,с+l) - or_uj tг k)lP?idc
'/li d,,,

|hr+p 
<

,:'

R-0

"r'" 
* с l !ч frфп_, r|'-' (. r, О,rr!, r,r, + l v Р ; Urr( )

u, Вr, 'P.t-t-t7o

l
е

| р 1clYr_, ? е (cl - ч ( y)ur_, 2, Q)lP

l^nr'В,rу, lt-уlП-2+р

dc

р
+о'-оilгiirrп-<с

Следовательно,

Приниttая во вниt"tание полученные ранее оценки для U:"

что правая часть последнего неравенства 1,1аlкорирует О, .

0ценим величину Оз . Иirееr,r

и

ь dy=

, видиtt,

ъ<

< c|v g: Вr| l
е lclIPa|P l top tclP

р
оа

Id| .
J |"-у|О'
"2lcl

dt
<clvp,Brl

е trP tЦt*lf
р
оо

!алее,
р

l*l
' l,r,l,

l чtdv,-, ?с@) - otylvFt rc(y)l
dy=

lr-y l 
o-2*r

е

l(оglrl| '-t 1hgtyt!-'
z-t -t(t.t +lyl

<clvp: Бrl- dc п-2+р
lc-yl

U,r'l,

1ф



< сlчg; Вr|!-

<сlчр,Вrl: dc

l
е

I
е

Аналогично

|*lt RorrBrrr,

<clvp;8J:|
е

l ptdvr_, ?, @ - pI yt vr_, Z, tуr|'
dy.

(t ctil thg lcll-\l yt''l1hytytl-' )'

в.,r, |,- у 1П-z+р

< clvp, Ur(*! lс|нT hgrci
dc

| 
П-2+рIr-у

dc I
ро'\

ф*

р

<сlчg , В,l:|
е

Rn'' Rz

'aldc
lrlo'' lloglclP

Складдlвая полученнче оценки и приненяя неравенство (8,3q), находин

6, 
" 

с lЩ rr",_,пl'' l о у, 8rl'* .

| !r,h( 
7 19 i

-.rlЦлrr*,еl'?kr,Оч;,с_уr*lyр;В,r()rПЦ_оtрlЕrl,еl|

Теперь из (8.33) и оценох для 6r,6, ,6, следует, что

Вr) i 'l| "

0тсода и иэ (8.3l) !чэодин оценку
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l " 
, (, , u,r{or_|, * lvp; Взсtl'* *

lltЭr_чr(9i Bel, r||
SUD
,.Ье алр Q,ri-'-",po-|))

+

лемма доказана.

0бъединяя леrql.tы 8.3, 8.q, 8.5 " оценку 8.1О, полу.,аем, что при доста-
точно малых Е выполнено неравенство 8.9. Последнее, как было сказано в

начале пункта 2О, 
"*""""neHTHo 

услов"о N'^-|h Теорема /.l д9казана.
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