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нЕOБхOдиttOЕ услOвиЕ прOдOлжЕния Функций клдссOв сOБOлЕвд

В . Н. Гольдштейн (Новосибирск)

В статье изучается вопрос о продолжении функций классов Соболева из об-

ластеЙ евклидова пространства. Нас интересуот необходи}rые условия продолже-

ния, поэто,.tу заранее предполагается с)rulествование ограниченного оператора

продолжения из области GCRO на все пространство Rn , сохраняюцего

принадлежность Функчии соответствуоще!iу классу Соболева.

Ны не приводим подробнуо библиограФиD по это}.tу вопросу, отсылая чита-

теля к ..rонограФия}r П, Z] Приведем только основные этапы изучения вопроса

и работы последних лет, не воlt!едшие в список литературч, приведеннчй в ука-

эаннuх выше источниках.

Теорена о продолжении классов Соболева для областей с достаточно глад-

кой границей была доказана в работах С.Н.Никольского S], В.tl.Бабича ftt_'J п

для областей с липlшицеьой границей - в работах А.П.Кальдерона Г5J, П.К.Солн-

цева [6], К.Т. Сrrита [7], О.В.Ьесова и В.П. Ильина [8-tO] , В.И. Буренкова

[,_tz].
Двтор coBr.recтHo с С.К.Водопьяrов"" ft3-t5] получ,.rлп необходимые и дос-

,l
таточные условия продол).(ения для класса t 2 из плоских односвязнtlх об-

ластей. Такиlr условиеи является требование, чтобы граница области бuла ква-

зиокруl|(ностьо. т.е. образом окру,fiности при квазико}Фор}rно..t гоrrеоиорФизне

плоскости на себя. Результат легко ..rодиФицируется мя конечносвязных облас-

тей. Напонниr'tr что D.Д.Бураго и В.Г.Маэья ElбJ получили необходиr.iые и дос-
таточнче условия продолжения для функций *лассов 2l[ в терfiинах изопери}rет-

ра. Если плоская односвязная область и ее дополнение удовлетворяот одновре-

}leнHo условио продолжения для класса 8V , то условие, полученное D.Д.Бу-

раго и В.Г. Назьейr эквивалентно условио квазиокрухности.

В работах последних лет авторон [rZ], П. Дшонсом flB] О"ло доказано,
что, условие клазиокрух(ности является достаточнчr.r для продолжения классов
L; , W; т3 плоских конечносвязных областей. В П7] TaKrKe бuло пока-
зано. что условие квазиокружности являе_тся необходи..lul,t мя двустороннего
продолжения лобого из классов t i twi ) . Условие двустороннего
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продолжения состоит в т

операторов продолжения

*Wo
[l BJ,

(К'); 0,ulс - |/ Комбинируя этот результат с теоремой П.Дх<онса

получае..l следуюцlуо Teopel.ry

Теорема О. lИ-с псео цпоба rцаская чо4е<i,се,-i,qз,..z.а orj.".acrc gdсвr,.епес-

ряла OBycпcpoHieJ.l! irc!1-o4r-i.-, т.р;.оСгs:сечui, d-п.я п.pcc,,lpc,.---o-r, l! t Wi l , ч.,-

эбхоdъьчо u dосппrоuн.о, !,псбt: ча,ж)ао. связна5 ка,Iпс"./:11а, 2эr;|,.r1.|i)! яв-,1яJ1_,Jсо !|it-

бо почtсой, лuбо у,всtзuоiс|rlJхнсспою.

Недавно В.Г. Назья ft9] посrроил пример плоской односвязной области,для

которой суцествует ограниченный оператор продолх(ения . RZ дп^ *nrrr" \|/

"р" tP* 2 , но ее граница не является квазиокружностью.

П.l|х<онс ft8-J ,"**" получил tлирокие достаточные условия продол}t{ения для

областей евклидова пространства. Среди областей, квазиконФор}rно эквиваленi-

ных tllару(т;е.являюulихся образами шара при квазиконФормноlt по..iеоморФизлlе всего

пространства ), суrцествуот области, не удовлетворяшцие условияl.{, предложен-

ным П.l|жонсоl.t, но удовлетворяоцие условию продолжения для *n"aa" \{r'
Этот приr,tер будет подробно проаналиэирован в статье.

попытка понять, что именно из условия квазиокружности остается в случае

отказа от двустороннего условия продолжения и сохранения требования о суцест-
вовании оператора продолх(ения ,з обласr, в R2 , привела нас к простыr.r ге-
о!iетрическиr,r необходиl,tыl.t условияr..r, сохраняlоци},t сл.iысл для областей в прост-

л
ранстве пои (r>п,но зсе ещенакладываюlцил,i сильные ограничения на область.
Har,t представляется, что эти геоr.rетрические условия близки к необходимым и

достаточным, хотя таковыr,iи не яв..lяотся. Точка зрения автора состоит в том,

что необходиr*tые и достаточные условия в разлlерности п > 3 не носят гео_

..iетрического характера.

ýl. Анализ условия ква3иокру)fiности.

Фор}tулировка основных результатов

Пусть б - оrр""r.енная область в RО Пространст .о L! | G) - .rо
пространство функций Цz0 *Р, ло*ал"rо сул{..1ируемп, в обласi" d и

иr.iеощих обобценные производные до порядка [ вкл|очительно. последние дол}{-

оебовании одновре..rенного существования ограниченных

0,, W! G) -W! rп'), 0, z W; tIпtR',G)*

полунорrча . lj tC1

!

ны быть су,.rr.iируе..rы в степени Р
разо}r:

вводится обычныr.i об-

лl
G

o( р
аI

,р

llи [ -ilиl| ý,аt!tel [,р,0 lal=t
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ГДе оС - (о(r,4zr...,Оо) , oQ 20

I
B}recTe. L;(C)

в Koтopo..r Hoptia равна

2*: a'"'l0"i, . . . 0oI" |с|- ! o(i.
i-t

- целые числа, и

п

будет рассr.rатриваться пространство w!rcь!|с1

llл tr Iл ll К,Р,0'

КвазисФера. Поверхност" a RП называется квазисФерой, если она явля-

ется образой П-/ -мерной сФеры при квазиконФорr.tно..l го}iео}rорФиз}iе RО на

себя. При п:2 кваэисФеру будеr.r называть квазиокру)|(ностьо.

Необходиl,tыr.r и достаточным условиен того,чтобыза,.rкнутая lfiорданова кривая

в плоскости была квазиокружностьlо, является

Условие АльФорса [ZO] .Во всех дальнейщих рассуждениях предполагает-

ся, что окрестность точки Со , принадлежащей заr.rкнутой жордановой кри-

вой | , выбирается настолько,.iаленькой, что связная конпонента /u пере-

сечения кривой ;l и окпестности V te; , содержацая точку со , явля_

ется жордановой дугой, не совпадаоцей со всей коивой /
3амкнутая х(орданова кривая / чло"п"rворяет. условио АльФорса, если у

лобой точки Хое l суцествует окрестность, в которой выполнено условие:

лобая тройка ,o"j* (r,{"r€rе l v удовлетворяет неравенсr"у lFr-ГJl<
< Cl€|- €r| , если тоiка {, лежит ..rежду точками €, " |" ". Nч
Постоянная С не зависит от выбора точки Io € | и тройки точек

€1, €", €з,
0дносвязная область G С R' удовлетворяет условио АльФорса, если ее

граница является lкоDдановой кривой, удовлетворяшlей условиrо АльФорса.

1.1ы приведем условие, эквивалентное условио АльФорса, но сразу замети}t,

что постоянная в Hoвotti условии зависит,не только от постояннсiй в условии
Альt}орса, но и от Форl.,tы области.

Пусть fi - плос*а" односвязная обласiь , ,р"rпц" fG которой являет-

ся за}rкнутой хrордановой кривой. Вчберем две точки .f " У , принадле).(а-

чие flN . Расснотри}r кратчайшую из дуг гt}аницч, соединяоtцуо .iГ и ! .

0бозначин ""р." d F,Р диа}rетр этой дуги. Если суцествует постоян".,, С ,

не зависяцая от вьбора пары точек € и У на границе области, для кото-

рой выполнено неравенство dtr,y) * С (c-yl , то будеr.r говорить,

что для начlей области (л выполнено предварительное условие с дианетро..r

дуги.
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0чевидно, что для расс}rатривае}iого класса пrtоских областей предваритель-

ное условие С ДИаl.iеТРОrii дуги эквивалентно условиD АльФорса,

Предварительное условие с диаr.rетроl.t дуги понадобится Ha}r в дальнеЙше,,r для

выяснения связи ..{ех(ду Вводиl.iuн ниже классо..r областей, удовлетворяоlllих усло-

виlо с диаметроr.r дуги, и областеЙ, удовлетворяшlих условиD АльФорса,

Условие с дианетроr.i дуги. 0ткрuтое нножество Gc Rо удовлетво-

ряет условио с диа}iетро..r дуги, если для каlкдой парч точек сrуе с вь,пол-

нено нераве"rr"о dLоm (t,и,С)ч С lr. ! j с тtостоянной С , не за-

висящей от вчбора парu t,l . 3десь dilпъ (tr#rU)^- это ниниr,tу,,t дианет-

ров гладких кривых, соединяоlцих точки Х) и f в Ь . Если таких кривUх

не с)ществует, то полагаен dtаrп (с, YrG ) - * .

0ткрытое }rнoжecтBo а удовлетворяет двусторонне}iу условиlо с диамет-

po},t дуги, если оно сано и внутренност, rпt (RП- е) -G* его дополнения

удовлетворяот условио с диа..rетрон дуги.
СrDорr.rулируе.,t несколько простчх свойств областей, удовлетворяоOlих усло-

вио с диа},rетро}r дуги.
1) Если область G удовлетворяет условиD с дианетрон дуги, то для

лобых двух точек

}rнox(ecTBo предель у , а диа}tетр

удовлетворяет неравенству

diam l",y * С lr-у l.

Постоянная С здесь та же, что и в условии с диа,.rетро..t дуги. Il,пя

краткости в дальнейшен мы будеr.r говорить, что кривая l ny соеАиняет

две точки границu области, если ее зал{ыкание содержит эти-точхи.
Следствие. Еслu rиоская оOносаязнм оеранчченная облtасль u ее dопоп-

HeHue уdовлепворяtап ус.поаwо с 1tлолчеtпрач 0уеu G 1алонаhлtе,рt ta буdем еово-

РumЬ, Цпо областпо цOовлепворяеrп 0вуслпоронне.ллу yclloauto с Йtлалtаttроt"l )yeu), по
облаапо уOовлепворяеп условu|о futофорса.

Фраза " дополнение области удовпетворяет условиD с диаметрои дуги''
здесь и в дальнейше}t означает, что внутренность дополнения удовлетворяет
этоиу услоВио.Требование того. чтобш граница области была заtiкнутой х(ордано-

вой кривой, ..rb. считаем вклDченным 9 условие АльrDорса.

!ока эа т ель с т во следс т ви я . Предварительно напоr.tниl.t, что значит для
области бuть связной в каlкдой точке границu.

Пусть JD принадлежит rра"rце flý области ý 0бласть 4 свяэна
в точке J , если для лобого uара В ,J'rR) с центро^r в ХЭ СуцеСТВУеТ

uар B(r,l) , |< R , такой, что lюбче две точки пересечения DЦtlПG
..rox(Ho соединить кривой . В k,R) П G.

trl ее границы суцествует *9ивая l"!
ных точек которой содерх(ит точки r ,

: (at) 
-G
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Если область удовлетворяет условио с дианетро}r дуги ,то она связна в

ках(до;l граничной точке. !ействительно, если область не связна в точке д
то существует |лар В(цR) такой, что в ках(доr.r щаре,irеньщего радиуса.tо)ltно
выбрать пару точек, которые нельзя соединить кривой в Е (crZ) Это проти-
воречит условио с дианетрон дуги. Если граница плоской односвязной области
связна в кажлой граничной точке, то ее граница является жордановой кривой.
(Доказательство этого Факта с..l. в ГZt] .l

Выберем на tt(ордановой дуге l = аС лобые две точки 
', У . Пс свой-

ству l существуот такие дуги !л., " У:,,, соединяlощие U й ц . С ч

G*= rпt (R2 , G) .;;;r",.;;l{o, *,о rпос(dИп/",i,dм*tiпъ
u zllc-yl, lТогда суцествует дуга l_., на кривой | , соединяпцая точки Z и

у и удовлетвоr;:"^:;" !!!"r.r'" 
кривой l ' соединяпц'

diлm l:.y < zCla-yl,

т.е. для области 4 вчполнено предварительное условие с диа}rетроl.t дуги, и,

значит, она удовлетворяет условио АльФорса.

2) 06ласть, уАовлетворяоцая условиD с диаметро}.r дуги, свяэна в каlкдой

граничной точкё.

Это было показано в ходе доказательства следствия.

3) Пусть область 0 С R О 
,оо"п"raоряет условио с диаr.rетроr.r дуги. Рас-

с,,lотриr,r область а*-Iпt (RП - 6) и обозначим ""о"" G|rС;,,. связ-

ные ко.{поненты ее дополнения.

Пересечение 0i n 0| nr"ro при всех i +i ,

Это свойство является просты}r следствиеr,r свойства 2.

4) Если область G с R' удовлетворяет двусторонне,..у условио с диа-
,.reтpor.r дуги, то ее дополнение является областьо.

5) Если область 0 с R'rоо"п"r"оояет двустороннену условио с дианет-

ром дуги , ,о 0с д а G 
* 

"""", топологическуlо раз...iерность нуль.

ltокаэательство. flопустиr.r, ,rrо 0G Д ае* инеет ненулевуD топологи-

ческуо раз.,.ерность. Тогда лиВо 00 \ 00* , либо 0е*' 0е инеет нену-

левуо топопогическуо разнерность. Допустиr.r для определенности, что такин яВ-

ляется первое из этих ..rHoжecTB. Тогда суцеству|от хотя бы_одна точка

сеOG, 0G* и круг 6@,t), удовлетворяццие условияr.r: а) ВrЦtlП
Пё* : / , б) в лобом ,аре В (ц)),при |r<t существуот две точ-

ки ol " Э| , которче нельзя соеАинить кривой . 1-1В,q \ аС.
Следовательно, лобая кривая, соединяоlцая точки С! " С| в области

з8



С , и|iеет диа}iетр, больщий, чеr,r | -|, . Так как радиус t, ножет быть

выбраН произвольнО l.tалы,.t, то этО противоречит условию с дианетро,,r дуги,

3амечание l. дналогично предыдущему .qoжHo доказать, что для областей

G С RО , удовлетворяlоtlих двусторонне}rу условио с диа,,tетром дуги, r,t'o-

жество 0С д 0а" иr.rеет топологическуо раз}iерность не вчше, чем 77-!.

Пример шара 6(4t) С R3 с выкинуты!r оrр"з*о" f Qy') на оси иксов по-

казывает, что топологическая разr.rерность tL 2 для 0G Ь 00* a облас-

ти, удовлетворяощей двусторонне}rу условию с диаметро!r дуги, реализуется.

Более того, если выкинуть из lлара любое относительно 3ar.rкHyтoe ннох(ест-

во раз}.rерности п-2 , то полученная область удовлетворяет двустороннену

условио с диаl"tетроl.t дуги. Это легко следует из того, что П-l ,мерное },rHo-

)fiecтBo не разбивает никакой шар на две связные ко...rпоненты.

6) Если конечносвязная область G С R' и любая связная компонента r4нo-
лtжества u удовлетворяет условию с диаr,rетроr.r дуги, то всякая связная ко}tпо-

нента границ" 0G , не являюlцаяся точкой, удовлетворяет условио ДльФорса.

Доказательство аналогично доказательству свойства 3.

Приведеr.r несколько характерных при}rеров областей, удовлетворяlоlцих усло-
вик) с диаltетроtt дуги.

Приr,rер l . (06ласть с нулевы..rи углаr,tи.) Рассr.rотрим в плоскости области

G={lr,У)2 0<I./,lyl. tzl " 0*:rot(R2,0) , первая из ко-
торых удовлетворяет условио с диаr,iетроr.r дуги, а вторая - нет, т.е. е не

удовлетворяет двустороннему условио с диаметроl,t дуги.

Пример 2 . (06ласти с пика..tи. ) flриведеr.i описание областей с пикаl.iи в

точности следуя [ZZ_! , так как предполагаеr,r в дальнейше.ir использовать изу-
ченное в этой работе поведение квазиконФорrlных гоr.iео}tорФизr,rов в таких облас-
тях. Пример приводится для разl.iерности три только из соображений наглядности

и легко ,4одиФицируется для лобой больчlой размерности.

Множество a RJ ,"a,,a"" пикоl.t , если иэометрией Q noo"ro""ar"" ,?'
его }iloжHo отобразить на ,J,={r- (1,а, r, ) , Х=!(Хr); 0<rз.аj,
rдеd<оо и '2) - гладкая Функция, удовлетворяпцая следуоци,{ условия.!t
al g(a) = 0 g' tu) непрерывна.и убывает при 0<tl<a

?(
б)

.l {irп q| fu) - 0,ц,+а о- -йр". 
то"*" Q = (0,0,а) при изометрии назове..r вершинойр-|

flика, образ векторе Ра= (0r0, /) - направлениелt пика и образ диска
B=l":0<Z<gtOl, tз-Oj - основаниеr.t пика.

Qбласть 0CR3 называется областьlо с пикон, если на ее границе
с)д|ествуDт точка .r и окрестность |/ (D такие, "r" 0ап |/ является

пико&t с верчlиной ;f Пусть Е. ""пр""пение пика. Если точки СtЦЕ не

,1р"""дrr"*", 6 , то будеи говорить, что област, nJ"", пик, направленный
J9
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внутрЬ. Если точки !с+ цп принадлежат 0 , ,о будеrr говорить, что область
иr,iеет пик, направленный Hapyxry. Проверка принадлежности ,+ цi области
производится при достаточно },rалых 4 .

Непосредственно проверяется, что в отличие от плоского случая, как об_

ласти с пикоr4, направленны},r внутрь, так и области с пикоli, направленны,.t на-

ружу, ,,iогут удовлетворять условио с диаметро},r дуги и двусторонне},rу условию с

0с Rа удовлетворяет условиl0 продолжения д:lя

если суцествует ограниченнuй оператор продол)O;ения

уOовлепв оряап у словu|о проOалхенuя

, |,|1с оча уOовлепворяеп u асловu^э с

диал,tетроr,i дуги.

0ткрытое r,rнox(ecTBo

t!rы(w:(il

0 t,p,c), L; GlMf tcy - фп" ) м; ( R')) .

0ткрытое множество еС Rn удовлетворяет двусторонне}iу условиD продол-

жения, если 0 " G' = [пt (RО r G ) чдовлетворяют условиlо продолжения

для одного и того же простран ,r." L! ( W; ) одновре,,iенно.

СФорrrулируе}. основные результаты работы.

Теорема 1, Еслч облаопо а С RО

u,." LltG) (WirСl прч [р>п
)uачепра,i ёуеu,

Теорема 2. Еслч обласпо G С R2 цОовлепворяап условuю проОаtwенuя

фр L;(Ы (W; (С)) nou ф:2 , mо она уОовлеrпворяеп ч асловuю с
duолеmрач dцеu,

Если х<е область f, конечносвязна, то любая связная ко}rпонента prнo)i(ecT-

ва 6* ,оо"п"rворяет условио с диа}rетроr.r дуги.

3амечание, 2. По свойству l и его следствиlо следует, что для конечно-

связной ограниченной области G С К' , ,оо"п"rворяlощей услови|о продолжения

апл ф-2 , всякая свяэная ко}.rпонента границЁ является либо точкоЙ, либо

ква зиокру}{ностьо.

Те_орема 3. Еслч обласпо GC R2 уОовлеmворя.еlll условuю проОолхенчя

dля. W! te ) пw l< [р < 2 , по всякая связная коlqпоненпа лнфеоllва

G*=iot (R'. 6 ) чdовлепворяеп услоеuю с Оuалепроt"t Оаеu,

Напомниtt, что в Teoper,rax l-] область 0 предполагается огDаниченной.

ý2. Предварительные сведения о еr.rкости
2

Определени " ([,р) -емкости. Функция Це L; (С) называется

((р) ,аопчrтиr,rой для парu коr,rпактов $r\ С G , Ьrпл она непрерывна,

тождественно равна нулк, в некоторой окрестности Fo и то)fiдественно рав-

на единице в некоторой окрестности a
4о



Число

'i;,r,
в области G . Нинllяя грань в-er,iкocTbю пары

1 ) Монотонность относительно пары

с! tr, ,F,,0) = ьп чI

наэове}i (t, р) (Fo,F,)
выражении для емкости берется по всевоЗ}rожны..r допусти}.rы,.r Функция}r,

Если для папы (,Гr rFr) аопчaти}rых Функций не суцествует, полагае}r er,i-

кость равной с,а

Свойства (rР) -еr,iкости. Мы приводим без доказательства несколь-

ко простейчlих свойств еl4кости.

есл, FolCFo, Fr'a F, ,

то для "", (Fi , F,' ) , ( Fо, F, )

кости.

лемна 1 . llpll tp ,п tlP)
flaw почек cry спре!аlmся к оо

справедливо неравенство

ti tгl ,F,';c)= С! (Fо,a;е).

2) Нонотонность относительно области.
RО , V С[/ , то для любой пары ко.{пактов

полняется неравенство

lI
Ci tго, F, ; V)= с; (Fo,F, ; ц).

З) Непрерывность. Пусть |Fr,r\ С G - 
'ioHoToHHo убываоцая

последовательность компактов. Тогда для лобого ко.{пакта Fo С С справедли-

во соотношение

4) поведение при подобиях. Если f(c)=KC (К>О)

слиЕ

(Fо,
а, V -области в

Е,) СY вы-

hr! (Fo,1,^ ; 0)- с! tг,,iо rr. | е ),

of tr (1), р (a ), р ( с)): 
^'-tО 

ci Fо, a ; 0 ).

Заметиr,r,что только no" ар-п (t.p)

,ТО

lcJ, Ly\, RО )

-elrкocтb инвариантна при

подобиях. Это наблодение суцественно при изучении более тонких свойств er.r-

-eJ,l,oclllb С: (,

np" lc-ll +0 . Леt"lt"в непосре0-

qпвенно слеOуеп uз пеореюt о необаоdtд,utх u dостtпlпочнdt ус!овuяt влшнlл
4,1



W: t t ! l в прослпрацс7пво непрерdвных фун*цuп Гzз) .

Леr.rма 2. Пчсrпо (р= п , Гасаqqпрll"t в uJapoBall слое Qn-8(o,1)r8(4t)
Ова соязноrc колпакпа Fo, F, , соеduняацlх сФерt 4(0,1) чаiiО 

" Рr,,
ТоеOа

hл tnl с!(Fo,F,iDr,z):*,
7+0 Fo rF,

еdе нttнняя ер,но береmся по всевозмщнDtл сзязнw4 коJ4пакпwчl, соеduняwцл сфе-

?tl Ъ(0,]) ц L(0,2),
Локазательство аналогично доказательству соответствуоцей лемr.аы для про-

странств Бесова [Z']
Леr,tма 3. Пусmо !р>п-/ ч ,L(qD,!Ь,Zlсфпw 

" RО hcctqotrrw.l

связнilй каопа,ап Fo , соеОuняац,ла mочкц |g| со сферой L(0,1) , u связ-
itlnй ко]|4па?(п Е , соеduняалцй сферы L(0, l) u +(Рr2) Тоеdа справеdлuво

неравенспво

,
С; Щ,F,,RО ) r l ( 1р,п)> 0,

еОе поспоян"о, У({, Р,О) вавuсаm mалDко оlп t,P ч wмерноо* расс!чаm-

рuваеr4о е о просlllwнсmва.

ДЬказательство аналогично доказательству теореrlы 3.g из [2l].

ý3. Необходиr{ые условия продолжения

В этоr.r параграФе ,.tы докаже},,l основные результаты статьи, используя на-

копленные сведения о е,{кости и областях, удовлетворяоцих условиl0 с диаr.rет-

po1.1 дуги. Предварительно сФор&iулируеr,r условия продолжения на er,tкocтHol.t язы-

ке.

Леrqма о подобии . Паоttо обласmь 0СRО уdовлеmворяqп асловuю про-

Оаласенuя "* W;t t |, l ч l!0l : С - норrlа операrпора проdаtt-

хенuя. Гасаqопрu-rt опобрахену-е поОобuя Р (t) : КС 
^. 

Тоеdа обласпо

9 (а) lwlwe уdовлалlворяеп -!словuю проdоtwенuя dttя W! tt! ) u HoptB, опе-

wпоw проёоltуен.uя uз обласзпl Ple ) w"r"Д . ( новыи оператор продолжения

0| для области Р (0) строится по Форttlле 0,=(,Р 'f 0Р* , гА€

0 - старыа оператор продолжения , " Р*,WtrWrсп -W! te l

ограниченный линейный оператор, индуцированный отображениеr.t по правилу

kР*u)(r)- (u"ф(с) для почти всех а ,)

леrqrqа локазывается непосредственным подсчето,.r.

42
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Теорема Ц. Еслч обласпо С С RП уОовлепворяеп условuю проОаасепьч

фr" L:(il , по dttя лlобой rпры KoJ\lf|aпmoB Е,1 a 0 справеОлuво Hep,BeHcTl-

во
,.l

с!rг,,Е,RО) < K(t,)Cf (F0,,a,с),

_ Доказательство. Выбереl,r произвольно пару компактов ForF, Если

С!tг",Fr r0): .о , то неравенство очевидно, Пусть

[: Ё",'Fr' , С ) . "о возьr.rем лffiча (|,р) _аопчсt",lуо для пары

'Е , F, Функциlо 47 . по предполох(енио слцествует ограниченный опера_

тор продолж е""я Q, t! ta * L: (Ro ) рассмотриr.r Функцио

rtr= 1tl Приблизиr.r эту Функцио последовательностьо Функций lrлJ С С RО ) ,

схомщихся к ней в t! t K'l и совпадаlоlllих с Функцией ц, в некоторой

окрестности ко.,iпакта'FоU F, Тогда лобая из бункцчй lfл будет допусти-

мой для n"r" Fo,F, . RП . Следовательно,

F,,R: ) <F
0

с: h^t
m+оо

р

$B"l
р
lf B^l '[лl lu,l

Используя ограниченно"r, on"p"rop" d и произвольность в вuборе

(t,fl , допустиr.rой функции Q| , получае..i

с! tгr,F,, RО) < |0l'cf {гr,F,,G).

Теорема доказана с постоянной C-l0(.
Заr.rечание 3. Для ограниченных обласrat в Rп Teope..ra сохраняет

силуr если заr.rенить npo"ro"""r"o /rе пространств"" W; .

!оказательство теоремы |. Сначала расснотриl.t случай !€r"
Для ограниченных областей безразлично, какое из пространств L, йли

W: расснатривать. Проведен рассужденп. on^ L!
' nr"r, 0 

' 
L; (G) - t! tK''l - ограниченнчй оператор продоru(е-

ния, существушlий по предполох(енио теоренч. !опустиltt, что область С не

удовлетворяет условио с диаметроr,r дуги. 3начит, для tВоrо С) 0 суцест-
вует пара точек $ , !сa С , мя которч, diап(lr,,rr)
лrобой кривоП l - l соединяощей точки С^ " tc , боль-

ше, чен С tr'r0- ir?'!",,... свяэная *o"nor""r" /, nlo"."u"r"" ,"о"

ВFс,С |rc--i;l) с областьо С . соаеожаЙая 1р, , ," "*no*"", 
n,



{ с 
Лемма о подобии утверждает, что не ограничивая общности r.tы..toжe.,r

ciriar" диа,.rетр области G .,rеньше единицы. Тогда С lСс- lcl . /.
Сделаем подобное преобразование 96 области {r с коэФФициентоrq подобия

t/C lac - !с| и расс,.rотриr,r два ко!tпакта\: точку 1"rl n **na*, Fr,g
связныйl лежа-щии вне цlара В(*с,!СlСr- Ygl ) , соединяlоций сФеры

S Ь с,+ | 'о- loL ) . ,оч*оИ |с и принадле).( аций области G .

Из свойств l и 2 емкости получаеr.r неравенство

0тсюда,по Teope,.re 4 , следует, что

О! Qч иrl!, Q (F,,r), 4)* с! (оl,вП,. fu), RО ),

с; Uрс@с)l ,{v, ty r,] , ВО)* С! Цnr@rlJ,Lr(F,,r),,?o)-.

* с!Цrr@)|,|Frtгrr)| , рс(6)) I 0nP -

*{{to}, Ro- л wl, Ro )il 0rP,

о ,r"r.rо""-"" ""*, точкаl.tи Рr("r) " 9r(уr) о""rо lf С . Емкость

Ci UO|,B"'-fl1l,t),Ra ) конечна и не зависит от вuбора С пере-

ходя к пределу в обеих частях последнего HepaBeHciBa и используя леш.rу 1,

получае},r

* = !*r! (|r, Brl1 ,lrrqr,J,p")* с! kФ,п", в ао,к)lо(,

Полученное противоречие доказывает Teope}ry.

l|оказательство теорены 2 и спч"ал ф-77 в теорелrе l. Начало

доказательства до построения отображения 92, такое же, как и в предuду-

щеr.r случае. 3анетиlr, что при ф- n 1trP) -.r*ость инвариантна при по-

добиях.
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Рассr.rотриtt связнуlо ко}rпоненту А; ..rножества ts (11!,{ПгУrl)П 6,

содержацyо точку tс , и вы6_ерем в ней лобую "р"вw la, , соединяlоlцуо

точку zif, со сФерой i@c,!Ю;!ct) ,. 
а""поrично в }rножестве Д; ,

являшlенЪя свяэной *о"поrЁrrБй рБзrоir, С 'Гi выберем KonBva У|,, со-

единупlуо ,o,,*v |с со сФерой S (сс,, С loc- уr|),
Из теорены 4 и свойства l (l, Р) ,.r*о"ти следует

С/ t/оr,lцб ,RО)= lolPCf (/o,c,l,,c,0).

Коивча f ,16 можно было выбрать, избегая пересечения этой кривой со

связной компонеЪтой tt'ox(ecтBa 0ПВ ("оrС lCr,-Ygl) , соАержацей

точку It . В этоrq случае из предыдуцего неравенства и свойств еr.iкости вы-

С! (lo,, ,lLc,0) * С: (во, '/z),Rа,,8 (o,t) ,RО ).

Напонним, "rolLc- lcl - 0 non С*оо . Отсода, переходя в пре-

дt дуце..r неравенстве к пределу и при.iiеняя леr.tr.rу 2, получаеr.r

- - h* С! Uo, l{c , С)= С! В 0,//э),RО, Е-(о,л,RО ).

текает

Вторая часть теореrqы l доказана. 3акончи}r доказательство Teoperqu 2. По

свойству 2 областей, удовлетворяпцих условио с дианетрон дуги, область 4
связна в каждой граничной точке. Это значит, что связные конпоненты ее до-
полнения, и,.rеющие непустуо внутренность, не дол)fiнч пересекаться. По свойст-
ву ý,областей, удовлетворяпцих условио с диа..rетро..r дуги, Kpor.re paccr.roтpeн-

нUх вuше конпонент, дополнение области ножет содер)a(ать только точки. В си-

лу конечносвязности области 0 , этих точек мо).(ет бчть конечное количест-

во.

Для окончания доказательства теоре}rы остается покаэать, что внутрен-

ность лобой из связных конпонент.дополнения области либо пуста, либо удов-
летворяет условио с диал,rетроlr дуги.

Это следует из теореr.iы ], которая будет доказана ниже.

Дока3ательство теоре}tы 3 аналогично доказательству теорены l.
Допустим, что для некоторой связной ко}tпоненты f,* "*уrр""rоЕr, до-

полнения области 4 не выполнено условие с дианетроir дуги. Тогда на гра-
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нице области 0 для ка).(дого С !rожно найти две точки Сс " !с
для которых лбая кривая, соединяюlцая их в области Q* , ,ra", диаr.rетр,

больчlий, чеr.t С lC, - уrl Выбереr.r С достаточно больtлим. .3аметим, что

без ограничения обrцности l"tox(Ho считать , "rо С l rr- У, l < 4-|ЙаrП G.

Соединиt. тОчКИ Jrс " lc Рассttотрим три круГа Во, В, , Bzотреэкоl.t

с центрами в середине Zn отоезка, соединяlощего точки -f,л и Ус , и ра-

дичсамипllаg-{.с| ,, " f,|"r-yrl, ,{lcr- !cl .Ооrо".о* делит об-

ласть G Hj неЪiолько "jстей-, срёдп коiорых есть одна }rассивная Gо

Среди остальных, по предположенио, ,.toжHo найти часть G| , диа.{етр которой

больше , "", !l*r-lr l : разности а,' В, ч*";,i"orl j:""1u,F:,
диалiетр которого tiопJrЪ, """ I f 2 , а в разносrп 0оr (ВrU (R'rДr))

-свторой компакт Fr- , диаr,rетр которого больше, чеr.r С/q . Тогда

С!rr',1',G) .rp""nr"" к нуло при С ,оо , " С; (F:,F,',R'),

>u'(!,p)r0 , no свойству Ц (,il -е,,rкости и лемме З no, {р<2 или ее

аналогу аля {р= 2 ,

Теорема 3 доказана.
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