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для эллиптичЕских 0пЕрАтOрOв в нЕOгрАничЕнных 0Бллстях
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Введение

удк 51 7.918.35

такая, что

( t< i< п),

пусть в области l? с RО ."о""" Функция 9iФ€ С' (а)

rt
t< g(а't+ оо пр,,l |лl*"J , |Dr.9@l< d у to>

' 
:(r,,....,trп)' а ; 0 * 0, l.

Буден говорить, что область € принадлежит классу LLра(9(а) , ."-
ли с)ществуa, 

"""no d, такое, что для лобой точки €л , принадлежащей

границе 0!2 оалаq" d) , пересечени" tJ^ dl ,"J"B- (dl ралиуса

оlg@оГ0 с центрои в точке .?? n !2 ?"о""r"" tno.i8 соответствуrлцего

поэоDота координатнuх осей а*ё ) неравенст"о,2o>frott,r,., ,.2оr)=
-f"oti') , np",."" дпе t,!elJroldl

lf*t"'1-|"oty'll*dla'-y'l . (о.2)

Ввеяен гильбертовч пространств" Нr(l2,9ki , состоящие из Ф)rнкций

Ц(С)l с конечной норr.rой

. d, ,2 t(s-l.(l)
lD чtсll g@l dg (s-4l,.,.)

(0.1)

lч (0. 3)

В частности, при ý_ 0 пDостран"r"о'Но@rg) = Lr(O) ; при этолr индекс

у в (0.3) будеr,r опускать.
Пусть на qункциях 

"" С,*(Q) задан диФФеренциальный оператор

i,, -)ё.l
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Р |r,D) - Z о* @)-D< ,
цlсrа

эллиптический с весон 9@) , т.е

(r)
,а-wwаFl

(0. l,)

гае р>0,, сеQ, ýcRo, l<l<п, lpl:0,1,,..
Буден предполагать, что оператор Р оор""льно саносопрянен на оункци-

^, "" Cf, (Q) ", для определ"r"осrr,

ý aJ@)l* r 0,
lаlqп

Пусть таюrе F - ,."*оrооо€ саl'осопряхенное расO!ирение опегатора Р

"L'(Rn),npr*e,

lulr,r<c(lPulo+ lclo ) *" цеDi

п

и расlцирение р определяется границей области в слсдуцllсн G|4ь.сле

lрtс,чlt * |а," а*(с)|- lrд (l ll*yrcf

если ц67Jа , р(оr- / . окрестноGти 09 , 'о

PueDp .

9<р
(cll<c

Б
D'оч

Iз условий (о.5) ,( 0.t) следует, что on.o"roo Ё инеет Аискретнвй

спектр. Пусть fu, (i-1,2,...) - собстэеннuе *r.м Р , .9ятче с их кратнос-

тьо и зануriерованнче э лпбон порядке. 0бо3начин 
"еоез 

ll1Щ) " N-lil коли,

честэо чисел I1 на отрезкаl< [4d] " |t,O) соот.етстзенно. В работе иэу-

чаеyся асинптотическое поведс""е N+d) 
", 

N-th п9, t-oo. Обо9начин

(0.5)

(0.6)

Votll - (zоiО mеr|се Q,ýс RП;Rерh,r).l},
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Щ il,z) : Yа G+ф - Yоtt-t), Yчо,,r,h -

- Пles 

" 
rVо| у, 

q е Rо, l 
у - "|. 

19 1"| 
а 
l-d, Rе р (c,g), cl J,

Ниже будет доказана основная

Teoper.ra 1.1. Пуапо чuсла чl u а паковы, чпо

0<a<d,d+*r\'.o.
Тоеф ёtu некопороео Q, ч лtфоео 0>0 ,* t+ф

N*rh: V, ril + tbO|Wp,t,cl'-') +Y uo,r,rtll),

N_(tl : l'0 (Wo tt,rt''' ) + V uo,r, di .

(0.7)

(0.8)

(0.9)

Во r.rноrих случаях второй, член в Форнуле (О.8)и}iеет r.rеньший рост, чеrt Vоdr,
и тогда lDориула (О.8) дает аси.iiптотику N+ft) . оценкой остаточного члена.

Асинптотике собственных чисел для диФФеренциальных oheparopo" " ,?",
а такхе для расlлирений по J|ирихле и НеймануХ)посаяцено большое число работ

(сн.обзор t!]). В статьях [2] при лtиниl.tальнuх условиях на коэФФициенты

операiора найден главный член асинптотики. Лля скалярных и l.iатричных опера-

тороэ во Bce}r пространстве остаточный член оценивался в [З-Z], для операто-

ров на конпактнон многообразии-в [8] , для обчlих операторов с постояннылrи

коэ{DФициентани в оrраниченной области-в [9] . Лл" общих расtширений, удов-

летворяцtlих коэрцитивной оценке (О.5) в случае ограниченных областей !2 ,

асияптотика с оценкой остаточного члена была получена в работе EtO] с по-

Houlblo исследования р"зол"веrr, Р в ко.rtплексноЙ области и приritенения тау-

беровой теоремы. При этон существенно использовались Факты, верные только

.в случае огDаниченной области, например, то, что аси}rптотика определяется

старtшей однородной частьlо Р Резуп"тат работы ftO] содер*ится в Teope}re

0.1, если положить t)- ?.,{ , t=О.
В ý l доказательство теоремы 0.1 сводится к аналогичнын оценка..r Функ-

цr, .il+ (l) для расlлирения по Фридрихсу оператора Р В ý 2 исследуется

асинптотика собственнuх чисел для расчtирения по Фридрихсу и более обчlего,

чен в (0.t), класса операторов. Результаты, полученнь.е в ý.2, доказчваlотся

*)Сr. ,"*ra недавноо заметку ПЬ] , где анонсируотся результатu для
расluирения по ФDидрихсу.
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}reтoлo}r построения псевдодиФФеренциального почти проектора t, и явпяот-

ся новuни для расс}rатривае}rой задачи. В ý 3 приводятся некоторuе при}rерu.

0сновной результат работч - теорена 1.1 - бчл сФорr.rулирован в flt]
0бобцения на систенч ( в том числе неполуограниченнuе ) будут paccl"toтpeнu

в другой работе.

Введем часто употребляеr.lьlе ниже обозначения:

&- (<,,...,dд ), ]n- (+ !,Г (! Ё"Г" ,

р|!.r,r(r,!,о :0; а:' 0i' р F,y,|), р:; =ф,,
Дlс,у,r) - |r l+?(2) +g(у), Д{с,у )=Д @,с,€),

djbl (с,С) : и| lt_ zl
зе0

для лобого иножества С СR" l. 0е) - Финитная четная неотрицательная

qункция в RE ьOlо-| np" lrl <1,01c7=0 пр" ]@l>Z; /tr@,y):

-.0ito,-yllt-'Qtrl+gryit) an^ hr0 ; **pon""r, 2 , окрестность

Uc.@l , 9ункцuя N(c) будут всегда инеть сl.tuсл, указанный Bbnrte при оп-

редёле""" класса ЬФ t }tal\.

ý l. Сведение общего случая к случао расlttирения

по Фридрихсу

Будем говорить, что покрытие( вообще говоря, бесконечное ) некоторой

облiсти f областяни lJ; (Ьцl,.,,) конечнократно, если 
"y,,t""r"ye, 

/У

такое, что в лtобоrl точке пересекаотся не более lY из областей U;

Ленма 1.1. Саtцеспвуеп проОолхенuе g, (О) функцuч t @) в

окреспноспо Q(dr) обласпu Р , еОе

l2td,) -,LJ^|ceRo; lп-уl-d,9tуГ'l, (1.1)

NrQ' 
0

прччел с Heooпopot7 конспанпой Q ваполняепся

lui|,(c)l< 4g,@)"ll*l 1/-.i* п), c<{2ld,l,Ldl>0; (1.2)

[оказательство. Сначала покахен, что для лобого 2о€а

,rшо g(с)g@оГt . z!il (1.з)

Ucotdl
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пчсr, d#u (2u1,2|,') - расстояние }rежду точка1.1и 2"LЁ'',if; )

, t@- Ёr'1,2;" ) no "*о*"сrву 
(/r,

дву..iерная плоскость, параллельн"^ oan 2о

{d) Пt;1,>,2t.l , Гае "t2o1i,zl-
и содержаlца^ 2u' " 2О' . Если

t,inl 2rrr-Vo=2nd),0-.t<l} 
- ."ол""rческая в снысле этого расстояния, то

2о ftl удовлетворяет условио Липшица на отрезке LО,Ц . Дппроксимируеr,t

2о(0 в..,iетрике W! rо,Л гладкиl"tи кривыl.tи to lo=trl,.,.) , ле*а,ц"", в

[J_ tdt . Пусть теперь i'il- Io, i"'- ближайшая к f,о точка на

ф t lrU"otdl,gQl - zgtrol! . Тогда Y(y)u 9Ёt") пэп#Qtq,?_',

и, по Teopeite о конечных прирацениях, для аппроксиttиру*лп, *р"a"* to и},tе-

|,lc)= 9(i"' ) - g@о)< 
ч" 'чуll[пl*t 

rooo g (у)'*[ t [оl*

< € dg ёО'frt I no- 2.'n l* 8Еg {оо,)'*t l по- 2 "' l,

поскольку алп", |[о| стре}rятся " dйu Po,i "') ,.:." ryagtyl=Zg(t"')
мя П>по . Следовательно, flilfi |апrl; )>-wа9@оГ ) , '' откула легко

следует (l.з). .,lll]Jjt ,!,l|;Utq,ti)r г,, е--|

Построим аля лtlБого р "rо*""r"о М, точек Y.elJ (i=/,Z,.,.)
такое, что

ýчр
reQ

.0
|lПt

lfilр
l у,- al1to)a< у, ,yfrrff:'y,- 

!1l9ty,1l, u , rol,

e,.t

с некоторын со HHorrecTBo lrl,
ральноr.l К pacc}roтp"rB Q

(1.4)

строиtt следушlиltt образоl,t. При кахдоl.t нату-

точки, у которuх все координаты и}rеDт вид

l {t^-N , ,о. l- u"no" число, N вьбирается поl в (l.Ц). Теперь вы-

делин те точки, в которчх 2'{*9()< 2К 06ъединение по К этих, точек

образует Mu Из (1.3) легко следует второе неравенство (l.Ч) с

]-mм(2ttdДlt).по-""ательство первой оценки (l.Ц) также опирается на

(1.3) , условие Р ' Фt QB) " простые гео,.rетрические ,расс,iiотрения; при'

этол r - С, 2-1'l " ""*Jroir,i с,

Теперь полоtхиl.t a-rurruy r?r, 
::. ;:;; ? и |, "е,r,,е /,

ýудут вьбоа}ъ. ниlхе. Покажей, что при (p+dr)Z at будет

Й , !2 @,l. (1.5)
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Действительно, если 2е Qd|) , то суцествует r€{2 с lс-sl.ф9Н-t
и, по(1.4) , сучествует llcMr " |у;-1| . rrвГt . По (1.3),

9Glr9Чо)3-8аа . Из неравенства треуrольника иlree.,. arfl . n"
( t.q) и (1.3) также легко следует конечнократность покрчтия Urrt?) r ПРИ-

чеrir кратность не зависчт от 7<d
Если d(ч)- оуr*чия, определенная во введении, то построий li pl-

:!,d':: _t !!'!у,t,!r:."ц !'-rr, ,) , Если tr7, ,.о irUr, 
'2)Аля некоторого 7 " /it l- / . Следовательно, определено разбиение еfrиницч

lltal - уов, (2 
7 j el)-' ft- t,2,... ),

Положиr..t

9,@) -| у,tz)у(уr),
где

N,rMr, пrd.
тогда | V|r@)l<Сrg$)ф дляr€ Ur!D.,, по Фор,.уле лагранlrа,|9,@Рgtу)l<

<CrIZ?(Yi) . Вrбере" теперь Z=пй;.(t,Вqi')и подбеоея71 ,d так, чтобы
выпблнялось (1.5). Тогда для сеЦ@, ) , учпrнвая (1.З), получае}t

. lD*g,lrll< d*g|i)

где "rе UylP.

Htt<t
< d! g,в

При доказательстве лен}rы Фактически установлено также следуццее: если

Функция 9t@)^ удовлетворяет условиlо (0.1) на отрезке r.rежлч { " Xz ,

lt,-crl <а9| (q) с достаточно малыl,l @ , то

'/r* g,(c,)9,tcrf' .2. (1.6)

Ниже будет использовано вытекаЕцее из (t.6)

Следствие . Сущеопвуап to **о", lйр пw t rto, лбах по,ttmлпеtьнur

, u) ч lz , "щ аеQ p,t4),E-yl<y"t- { g, (о)+ grtРГt,

уrQ (tл,+ ep;l-d ), (1.7)

Леr.rr.rа 1 .2. Дм лtфоео ч)>-0 ч Ооаtаtlочно Oortotцx t суuрапоуоп

*tlat
)

r
по

фу*tlмч 9,"@),92,1@) ппкuе, ",- QirИ + pbaln - '
, пр/чем
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UPP9,,rl С Q,

l Dd y r"lo) l - Cn g, @f 
О' 

о'О' { о,, r, |..{l, а|,,.. ; r с Ro ), tl .Bl

ч еслч

,]D

To}ry

полоilии'

а е slpp 9zo , 1t.9)

d,й (п,аQ). ! g, ЬУrt'' .

Ленна | .3. Пycttb Q - л*я обмапо mкоя, ,- 
",а(4)9fФеdеле,lа

Фуцtаал 9,(ф с чслооuшl.(1.1) . jlIM лбоео ч)>-0 , tr* ,t* 9 rцl Фс,
lпollo'l*o i,i*" d, ч оса t >l cy',lec,nBytott фунlсt4аl !ri- (ё9lrэ,,..)
со cBol7cпlBar,ol

? li_,rr|no,-|, Vф,t"r@)|<с.(/rц,Iп/k'fО' (1,ro)

11oсl, i-l,{... i 2еSЦРРФцоr)l

|ю

euu а,|е SЧР ф;htл,

|n,yl. ll-d ( y,t"l+ g, tyD-l ; (1,11)

,cplr\oallb посgwл !2 дн@q|rоаr!аl sЧР фмчl конечм ч не завuалl qп

t.
!оказательство леммч 1.3. Пусr" |0i@)} - Оч"*ч"r, пол)/ченнче

сдвигои Функции 0@) "" целочисленнuе векторч; обозначин

{rл (с) - 0i P*Ё*x|l7t r) , hl(clJ-

- 
пY 

[u;., Y* 
* sФpilli п !2 l| r*)r Ф,,r-2 

V" 
r,ta) < 2' J,

В лрбой точке tеQ h+!) no, некоторо}|(о верно i'-'<Y"1.2\ " no.-

? tiьlr}uiл,@)> l.

|l=Ir(76 о, |'
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и

покажем, что supp Фisr"С Q (r -h С dJ d,) Д"Л"r"ительно, ес-

ли а€suрр!iцб , то с)дlествчет уеQ(z)п sцрр/;tr"a такой, что

lс - yl < ht-' e-"'t g,,уf'.

По определе""а QF) , cyulecтByeт точка|€Q _такая , что l/ содержится в

,.р" Вr(0 Тоrда,по (|.' 
'_, !rУ)>2-'е'd9r(1) , и, следователь-

но, l/-{l< (t+il-')9rBf r т.€. xeQdl) Теперь из (1.6)следует,
что для а,NrSЧРРъ". верно

l,@)g|ryГl <2, (1.1з)

есл" бl, достаточно l.tало. Следовательно, верно (t.tt). Если теперь

.;Г € Stlpp фilоаП МрР фjtrr, , то из (1.13) следует , что sЩРф4;
:SЦРРlrк,о 9ЦРР.Фltrпrrl| SчРРtj*r_ длi некоторых К, ч кэс|к,-кrl<2.

Поскольку покрытие tsчp 0;,, [-t,2,,. .l конечнократно, то конечнократно

и покрытие |suррфш"а} . Теперь легко получить (t.lO).

( 1 .12)

Доказательство леrrrtы l .2. Есrпl

2

Лемма 1 .Ц. I\pll *n, d с!пцеопваеп оеw.нчченнelй оперпор проОаluэ-

[ пакой, чпо пр|l всеr t , к

|фоr"r} - l {,,sчрl,п Q ft) + Фj .

[, Н* ({J, g (d) * Н* (Q tdl, g, tФ),

по достаточно полопiliiý

slLPP d 0d ,LфU.
ll

i ! о о, V tt)= 
|-V ro, \io: Vi,lib- rlrj| Ь','),

= С *.rn g'чlк,9l

7еа

нlл

п tuq
1

7

к., (1.14)

Доказательство. Как известно (cr.r. ,напринер, El d l , для лпбого заr.rк-

нутого 
"но*ества 

F суцествует "регуляризованное расстояние ло F"- Функция

d*(.l такая, что р<с, < d*@) ,dьstiцFi'<g, " |D-l*rol <

adut*ln1'-'"' , гАе Ct , С2 , d2 не зависят от F,сёF. Возьнен в
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качестве Д ,.HoHecTBa [/u.tdl и обозначим coo'Be'c'Bymlyr, Функциоfr'|С) .

'оr:: : :*tsу,(i) .r,l{un" lr-|c) эквивалентна расстоянио ао 0Q П
ЛUц d) "l аля те" j , дл'я которчх последнее }r*ox(ecтBo непусто.

Ъ *оордп""r",. t , указаннuх во введении, по liетоду Стейна ft2] пост-

(!,а) t2l :

где Функция /.(^,)еС* U,:), /(7ь)=0 (ъ-П) дп^ .с"^ /t/ при

lч*uС, \l{Ъldъ- t , \ъ'чtъldъ-Q (ц=1,2,...) положиr.

,,

h: Z !,{оо li (ф;!ооtr). (1.16)

используя (1.2), леиr.rу 1.3 и доказанные в El 2] оценки llrllrr-.frlrtrUlp,t
с мБын Р, М, "е зав"ся,ц"" от /, получаен (1.1q).

Услов""ся в дальнейшем не указнвать п"декс а) в обозначен"п фiлrd '
если это ц) совпадает с введеннuм в (О.7).

Леr,rrqа 1.5. Еqш {? уdсвлеmворяепl услов"" Lipu (Ytcl1 , по Оля ta-
nox f1 u l<B<! верна a,p*@

-Z(s+ rrz-slcr)

роин оператор продолжения

lу
(rll - s)с(

3амечание l

r,iep, в [tЗ] .

li для Функций с носителем . Ulr(dl

[,ie!2,

t (2 ii or Lli* (t', 2 rl) у lъl d ъ, 2 € Q,
(1.15)

т
I

Xul'r,r+ cr.llo) ul'r,r-. l,

S-1,2,..., пz-/ i tte Нп(l?, g @) .

|. При 61-Р ч N@) = l

2(rn-s)(1-4)

2 - норн производнь.х

WЁ,
(1 .17)

эта оqенка локазана, напри-

, построеннуо

в леl.iне l.], находи1l, что достаточно установить оценку (1.17) на Функциях

Доказательство. Используя систеr.rу функций r! 
rgооtаl

с носителе..r в U;Suррфr!оо, np""e" f(х) зал.rенено "а g(с) . Сна-

g* tor'lnt(* lo'-^ il,rlfr* оh'*-'9 @)k l0l: ,

ч(а)
чала расс}rотриrr случай rп-2rS- / и дока*ем, что при всехос вь.полняется

где il, lls - cyir'a L
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gП(оr)ШгШ,z< 7а-2В ШсШj ,о/r'*'?@)4" 1чl'о +

0япц
,#о,|* p*t.,,,| \ (1.18)

по окрестности границы радиу-где fr, - "орлап" * fB . И"тегр"9чя в а7

* /o7qk)-* равенство t@-ttР=\

Приненяя последнее неравенство к 1,Г " 
h,

а также неравенство Шварца, получае}r для

0с
йо

dro ,глеуеOQ и

а- У параллельно оси zп , и приr.rеняя HeDaBeHcTBo l!lварца, находин

\ a1t "l:" 9[сrГ-llсfii +rоtr,""9 (a,;)n l[1: ,

ag
h lг,.-i "*-Й;(l-о*о) "lr=hl ,

лобого Р ,'что

|,@;) ll"r Y, оh|*соN"" hn ?(",)" p-'iltlli +

+ (у9 и,)u lr'- N"-' * со fuл )-' 9 {t,)o /on-' Nп-' ) л а шi *

*со|lr"-'9(дr)" l,rliil|". '(1-19)

Полоlltив /r-Colon'?r"l)n в (1.29) и учтя (1.15) , находин npn l/'-П-
-llco+ l , что

g'*trr)|uilj"h'-ПШпП'r*r,9{с;И/с'--' ltrl"o. (1.2о)

докажен теперь, что при всех ý n 
"алыл /, верна оценка

9utcrlШuХ|,= h|"llаlli*,+c, N @),z<(S+t) tr I
2

0

2 2sB-l,
1с (1.21)

При g=/ она совпадает с (1.20) . Пусть оценка (1.2l) доказана для

ý <к . Тогда, hодставляя в (t.2O) вместо Л все производ""" 2|0,
lrlBK-l , нахоАи't

gktcrlпull: * h'-'* llnll'o,*r'o g rrrf" lr'*-2 ll lI J'"_,
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Теперь при}tениr.i (t.2l) с S_ к-l , lr- (Zc'o)'--' для оценки последнего

. Докажеr.r теперь, что при всех

2
llиll (1.22)

Буден действоsать индукцией по Р . l|p" p-l " всех s оценка (1.22)

совпадает с (1.2l). Пусть (1.22),доказано np" р. t .Тогда, по (1.21) и

(1.22), Аля p=t nr.",

y'Ftar)fiull:* hФU-'
ý+р

t сrr9
2IPr)4, (ri,) Lrtuti.

92P*F)llal1.2r. r2tr'l' /,,u'- llail]" * сr,,9'" " L;ul! *

. ъi-'" (lr2 
*4t(р-О 

Х u Ш'пr* С 
st,, р-, 9"'"n( r) L r" l uil; ) 

-

+ С 
s t ?Э 

t r| N 
bi) L rl u l', * h2 

(f4 Р 
J uШ; -, 

r, о r' " tc) L r, 
l ufo,

Теперь еслl4 

'b;)h-! 

, то из (1 .22lи определен 
"^ 

|.l g,, следует

|,2F to ) l u li,o * h "'' "' l ul', 
r r,or 

( 9''"' 
*l"r) 

L 
s+ 92F+ 

2 s 
@i ) l u f, *

,То

2р<,+2s
+

Zpk-<)

?
2ls+P)

(1.23)

(1.24)

Ф(l-с'
<lL 1чl

2 - эs-2рп 2
+съ lul

8+р,9 0

есл" g(cr)/tt > l

9 |r)
2tрDd -g(c) L s <h (сr)

и снова верна оценка (1.23), которая совпадает с утверждением лен}rь..

Введен обозначение

D,-|ueDp; lРчlо. t lclo J.-t |,-'-Р ' -'--0 
ll

По ( 0.5) и ле..{.itе l,5, в которой надо полох(иr" h,=lt!-''' , находи...t
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Fа
Ottl *"^лемrеа l .6. /]ля лtФых |>0,1tllr-/,0<cl< 

- 
u Uс

\ Pu li,- U -'Pr 
r\ 

п t у, ult| - с 001 
l 

е - Ё u - l hz а 
fu N|,

еёе Со завuсllп полоко ап ноэф{плцuенmов оперФ|lоW Р

[оказательство. 0чевидно,

lпчli: ,?rr|p Q;оФ|'о *arrLP,чr,J Liru,Рц) +

Zr 
r' (pi.n 0, LLr, пl ч ) - I, + rr+ rr.

Ввиду свойств qi,o , (O.'l ) и определения норr.iы . Hs(Q,9), и,,lеен

(1.26)

+

l{ l+l/, t= (laclo+ 7 ll, v'Dlо) ,tj" | 9 @)t|ul,-_r,9.

Применим(1.25) с*:d;ввилуусловиlrна z ,l " ч),получин

14 l+ l/з l. *r,* tr'-' 
H-цrur', * llluli .

Лемr.rа 1.7. Супцестпвуеlп qf ,g oo*on, чmо коэ{фuцuеwful оппwоор Р
проОаллпопся в облаопоР Цg|,1 с corpleчuerq сваlстпв (0.4l .

Доказательство. Продолжим коэФФициенты а Ю| по Форr.iулай(1.15),
(1.16). тогла |V ([a*)trll<c*?|(o)'-|*'*d( l",tI- , ceQdl).

Следовательно, если с,уеsuррф; , !€а ,,о|[а*@)-О.q)l<
п-Вl+0<O9Q) l"- у l Из условия (0.4) ииееr,,r

|п 
*, 

k ) (с) r" |, l Я,о* ч ) { Р с Zпg t у iО* %- уll€|О|,. | (U rY'yf ,

если|g1l.dgtуГt достаточно мало. Ввиду (1.10)' в последней оцен-
t

L2 9l,)
"d

ке иожно заненить |lt) на

Доказательство теореиu 0.1.0бозна.,п" ""о"" rV(l) количество со6-
ственных ""."n Ё на отрезке l-tr.t) . Тогда tV(l) о""rо }rакси,.tальной раз-
,lерности линейных подпростран"r" D7 вида (t .Z\) . Оцениtq Ntt) сверху.

llycTb U€Рs .0ператор у,.lнох(ения ,а gпi перевоап |s в подпространство

HrCCi62) . По Teope}re 2.1 , в Н, суцествует подпростран"r.о Lrrd,ilпДr>-

ZdtПH,-Brtl, ,a.B(t't - правая часть (О.9), и на бункциях {f€d верна оцен-

u}Pclor.l l [oll,"nn

lP(v,ru)lo,-tlp,ru|o. lr'-27l
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0ценин теперь разнерность пространства Функций [err с носителяr4и во
l'iНОШеСТВе SЦРРgzа. ПО лемне t.Ц, cyulecTgyeт оператор продолше""^ | ,
отобраl(ашlип Hr(Q,gtol) в H*(Qtdl,g,@)) пр" всех к Строим оператор

' suррф;,l{п sцрр92опQ#У ОТТ

тоrла lrr|o - Г ч, по леr.rне 1.1,

l [, rl r,r., Zl g {nlt'*r' u l *,, t'nИ- 
О,

Приненяя оценку (1.25) , получаеri

llylr,n<ctl[lo"ol lf,rlо, (1.28)

Иэ условий (О.4) и(t.28) следуеr-lц(t,dlо=сt ll,rl о l ГА€

4 - п*оо*ение оператор. Р , постrrоенное в леl,t}lе 1.7. 0бозначин
через Р, си}rвол оператора Р, . По теореме 2.1, апл ,е, d , при которчх

(ytppgzr)(/-d1 сРd) , находий

dп|ч eDr,supp цс suрр pr.l<dt*[t,uJ.l Lгц rчрррr, olJ.

*d' *ц{т. (supp рr) {ct-' ), ý.RО; Р,ер, (с). аt | ;

Поскольку ал^ з,! _е 
(rupp цr)G-' ) пз y"no"" 

^ 
Rеп(с,ф.Сt слеАует

lRеД(Уr()l <qf 
.,. 

,о, 
".,6:рая !€8 и учитывая (1.9), оцени..t пос-

леднее Ьчрахение чепеэ V7о 
,п,с U) с некоторыli С

Если при j/нножении 
"а Pza обраэ простоансtве 2, есть Н, , то, по

(О.6 ), НrС2, иr по докаэаннону вчцrе, }tаксиriальная разr.rерность линей-

нчх подпросrоаiы" Нa , состоячlих и3 функций, принадлежацп, ?t , не пре-

восходит Vap.r.r(t) . Следовательно, суцествует линейное поАпространст-

эо Lrc Н2 , dЙ 12> drirl Н, - Vлg,ц, {t) , n "а L,

lPrlo>l lчlо. (1.29)

Если.бч dilп-L", V uo,^rtll+ts dl,для T=t-Zcot
rAk-t)ra

rае Со

указано э леlш{е 1.6, то с!цествовалg ýн функция 0f UIelo с оценкани(1.27)

для ц-t]l| и (1.29) N|я ll={raa . Тогда, по леr.lне 1.6,

2,2
lРчlо ,- (1-o)l'lullo

,з-!^r-t)+zоl
- co|-|t
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Взяв
1ъ

0- Со t
-t(t,t)+d;,

np, tll>/ находи"

lпаli,- (t -rrоЬ ,t-Atl-tl+ll )' пrt|,

что противоDечит условuо a€D7 . Следовательно, для некоторого 4 полу-

чаей

N *th= N tl)*полdjmDr=(Ч or з 
rVao,r,r)tt -ыr*trЛ+"l 1, (1.зо)

С другой сторонч, ,э успоэ"^DьЭСr@), r"ор"",2.1 инеен

Nrttl = mлоdim|чеDр,0<(,рu,ц>rtlut'оУ> паоd;п|uе Ci @\

0< < Рц,ц><tluli } =,V* (Ft,9,il>Votll-c0tt), (1,з1)

где накси}rун берется по разнерности линейнъlх подпространствrобладаццих ука-
зан..uм свойствоr,r. Из сравнения (1.30), (1.З1) и определен"л lth находи}t

ll_tll-Ntl) - N*ttl<c8tll с некоторчн С .

ý 2. Асинптоr"*. l,\(t) дп" расt|!ирения по ФриАрихсу

Пусть Р - произвольное открь.тое нно,хестэо . RО , Функция |rro) с

условием (1.1) определена э l?1p) при некоторон / , коэФФициентч операто.

ра Р определенu э Q [3у) и внесто условий (0.1) вчполненч сrвдуццие более

обцие усlювия:

lфtсоГ'иr)l. ,*rg,,"{'' Aи,yll'', lри|il< сА и,il' (2.1)

при l*t,lp1_4/, ,..| аеQ (Эу1,1еRО; 0<l.p;

lp(ell)l*oo при lrl+lýl*oa , zеQ Gy), I eRa . tz.fl

Буден пgедполагать, 
"то 

oneparop Р , определеннчй на Функциях

Cr @) скоr.iпактнчн,юсrrеп""в 9 , симr,tетричен. Дллопределенности

буден считать, что RерЬr|)?+ о np, lлhlFl-tм . Из докаsанной нихе

теоренч 2.4 следует, "rо Р полуограничен снизу.

Рассмотрин расlцирение по Фридрихсу Р этого оператора. Это саносопря-

хенцrй оператор, и из его построения и ленr.lu Глазнана Cl5] следует Форнул€t

lz.2l
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для Ц€Dt,

,о" N*(FT,ra,l) - количество собственн", un""n F , неньших

линейные подпростран qr"" Cf, tQ) . у*"з"""ur.r свойствон.
/; ?t

Teoper.ra 2.1. Пуапо вuполнена указаннDlе оmце условuя, I]tB лtфпr Z,
ч'ai , уОовлепворяlоlу.r условurо

0<а<ч), ц)+о*ff.О, с2,з)

верна оценка ( О.8 ) Otu фунlа,luч Na (rt,rgrt), прч эпал4 слаеаеJ"lое

\ao,r,"rt) лцqп бапо эа.п4енено на

Yiо,r,rtil + cnt-n Vо (ct-o) G + ct'-' ),

еОе l'| любое, а

У ao,rntll= mь|уrа (cyt-d),Q,{cRo; Rер(t,ф.t+d ""}.

Следствие l . Еслч{2 CliptQtЛl , on"prop Р уdовлапвсряеm усло-
еиlr (0.1), по, по леJ"ч|@^,t 1,1, 1,,7 u (о.1), 1ополнumелDнdе условlл пеоре}й

2.1 по ф,вненuю с mеорелr,tой О.7 снtlлrлаtопся.

СлеДСТВие 2. Дм областпlSUРР|zа, поолтроенной в леlчле 1.3 u uс-
палозованно{t прl Ооказuпелосflве пеора\Фt О.7, u Ом оперпор | , поапро-

енно?о в леrlл4е 1,.?, условtlя mеореllа 2.1 вапалнена сУ=! пw баttыдrа t

3анечание 2.1 . Если г)асс..rатривать более общие операторы с условием

|р|| в,€)р,'@,ý) l * ,.оА {",glalPl-Ptnl

внесто условия (2.1), то теорелlа 2.1 верна при за.,rене неравенств(2.3) на не-

цa<a<t)1
u)

м
+ е+ <0.

rп

В доказательстве теоремu 2.1 мu будем использовать некоторве классы

двойнчх псевдодиФФеренциальнчI операторов (п.д.о.), которые сейчас введе..i

( сн. также fЦf ).
Пусть синво л t lц N rý)чдовлетворяет условиян:

| 0; 0 :,у t (t, !,f )l * с*, (g, {.)+ g, q){"' 

^ 

{r, у,€)^-?'",'

равенства

13о

1)

loсl, lpl - q|,. ..; Е, ý u Rn ;



2) суrцествует а, такое, что на носителе Z.(сrу'r) инGет несто

lп- yl<a (9, tсl + 9| ч)fа: _
Тогда скажеrtt, что t(а,!,l) принаАлехит **"", lSit t9l , по син3олу

WD|}t {9l " l' | построин п,д,о,

R а @) - 0 р (l) u 1о,1 - (э ain \а 1\lr r" 
o!'|'t, 

(о, y,f 1u 
(у), ue Ci R 

О ), (2, 4 )

На Функции Ц!а)е2'(RО) on"p",op Р продолiается по Форнуле

1Ru,р) = 1ц,'Rр>, 9е Cf, G'),

где си..iвол on"o"roo" f,Р имеет виА о(tR)lо,у,il- Ф)en|i,s0),
1,1ожно доказать Teope.,ry о конпозиции п.д,о, tcH, [q] , а такпе нине те,

оремu 2.3, 2.3l)" теорену об ограниченности п.д.оr, которуо приведен в про-

стейшей Форне, используемой нише.

Теорема 2.2 ( сн. Гq]) . Ectal peDl!.sQl, d_.p_.,'pOp(p).P
проОаtша,ся как оецнuченнай оперtор * Hr'ti ttl) в L'(R" ) ; tw ы|оц сч-

цес7поуqп tl ottl ta*oe, lц|lо

| Р | r,,g,* L, - c 

'ffr,*fi ,.rrсl 
lp 

f,! 
o,$r ll А,о y,rf*!'-'

Нихе будут такх(е испольэоваться некоторше подкласGч ЛS}о (N) , lоэ"с^-

цие от n"po""rp" f 
, 

'
Вuберем теперь чuсtю Р, так, чтобч

trл.р, d+"*Оj.'Ч- А<0. tz.$

l|ля докаэательства теорень. 2.1 строии приблихеннчй спектральнчй проектор

Et- 0р 0, ta y,tl) , гА€

ts идrl - rr(#, с)а (е ь- ylp,| Q,@)+ g,ylf f ),

еr(+Е)-Е rit.rоr" Иt) yrb,l), ltF,l),F@epi,|pt)tn' ),

ltile С- R' ), tr|r.o- |, l|r,- 0, r|rrrr. /э.

Лемма 2.1. Длlя лйах 6. , р "дriО,р7 верlч а4ен,dl

(2.5)

131



Еr|, rarll " cuptotPtr(a-P!''*' n,r{,u, А b,ý)o,n, ,

L{еRО, lcl, lдl : 0,|,..,

( 2.6)

|у

В caMolr деле,

tФ)
(qГ)l * С*р

вьaполняется

(ч, .

)'nrI

!оказательство

(<)

Покажеr.r, что при всехе, Р

,,(чt'Fi 
^ 

иsfp|a+tlpt

2<r-<
2F;,р

|(пер-t)!",)
Vr)

-/l(t-') 
R, р и il'r' 2 @l'д .

Fl.kl+lPl

, А(t,г)7l"'= ,ra(wl+tPD gtп)l'р'л ("ý)7'"' .

Поэтому, учитнваi условия р<ф и леrеr.rу 1.3, получаен

t е ii, tа,г ) l < с*, f 
d |Р| +'lo'l 

9 t atlnt А @, € )'Р'*',

Если |q(|= 0 , то отс|ода следует утвер)хдение ленr.tы. Если tc|>0 ,t rto , ,о,
по условиlо (0.Ц) и построениD сиtавола 0, , иtiеелt t/e<Rep(z;r)<

aa Д (с()', n, следовательно, верна оценка (2.6).

06означин u.o".2S!,'6 {g,,il класс си..rволов Р(qу,|)е
еDS}а t?r) , УДОВлетворяоtllих оценка,,l

l0; 0:I rиу,€)|"с"|rtеr,,|Р'."'+'*',r,",r9,у,{''А,",у,li?": (2.7l

u.o*lSii,lar tg,l) ;*::;асс сиl"tволов с оценкоr-r (2.7) для

l.cl+lpl<K ; череэ *;; Q,,l) " 2r;'';- (y,,ll , классь. cooTBeTcTByD-

цих п.д.о.

Teoper.ra 2,3. Еuа

|r"iъв,уll < с., 
n*},r, 

l о 
lv 

l t
'F 0-с)

p,rDS;:"': Q,,{) (i=1,2) , Р - 0р иl ,0рtд), f. h ,

1з2



вапа/lнено условuе (2.Зl , по

p=op)"DS;r;'
ч Оля лtобыr N

р(с,z,2)Й * 'i 
(р,'"| tc,y,y)pr(y,z,p)|r"r t,n (o,z,2),

,фц (q,,t )

Ц еDS;:';'* tg,,l) n* /,l > N ск),

3амечание 2.2. Из утверждения теоремы 2.3 следует, что

, r, о 
$i,rf,- 

ll tv,-l), |,+ lr- lo 
tg,,l ) .

Доказа'тельство. Легко видеть (см. также [r,] l, что верно разложение
(2З) с

еOе 0ля лфоео эафнноео К аlrлвол

l

}r,-,fu11 yPN
Цt+tУrГr{

t,п(а?,il - П ,i<c-t,t-!> ,2 (

'п,Т),,Ь,у,Z*о(l,!D rrq,,о' (у ,r,[ldydt .

(2.8)

( 2.9)

(2.10)

l I
) х

l,

0чевидно, в условиях теоремы cyl.i1.1a в Фор,ауле (2.8) определяет си..rвол из

класса

a,l

л si*l''''r 
|' 

t y,,l ),

поэтону достаточно дока9ать утверждение Teoper.tu, относящееся к си1.1волу l, .

Пусть 
| |-ilrt Ab,y,t) . Тогда, интеrрируя по ! в lz.il { o".'no

частяrJi и пользуясь (1 .7) , находи..t при

l - bP+p,)f* пr+ п+l, 1,1, *,р'' , lo(l+ lpl-< ( , что

l |i|r,t с, l, 2)l. с, 
r_ rо| n,,, r, rrl, 

- Ii' 9, Fle 

(Д 
l Pn lth П 1 П'- P'N - 4О П,

, А 1r,o,2f 
, d 1 1 

trotltr, pt+l)+ tа + 
?$ 

1P*t"') 
_- с л @, r, 2i, 

1rf' ) 

^

\ Ic- 7l-
>4 hll,y,2)

х

|-|

ds, 9,tc)
l kьto ; ilil 

r 
st 

(к) + (а + Р1 1а- l tl
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с некоторы..tи числани 9(к) , |(к) ,Вчбрав trl'r|=frma(trrPtr) Д-' ,
(к=,lВl)(Р,-tГ')+/, получим требуемуо оценку

l t'i,|o, @, r, l )| ., t-'* 
(n r ry ) w' 

Л 1 r, r, 2 ) 
K-nl<l

при |clflplsK,. 1{>NtK).

Если

Air,z,2)
l Г-7 l < ! А er,2) , то выраж.""^ ДР,у,7+l r-P), Д F, у, Z),

(2.11)

(2.12,

по

(2.1 3)

оцениваDтся друг через друга и

I rf,|,Br,2i* c"pt
l,* !z+ t N +t pl) d r 1 Р 1аЦ а + ф )

{

, (9,Bl *N,v))wr|pl|-ol А {r,r,2)'""- 
(tl+t*t)л+ad 

,

0чевидно, np"rV>r{lK) тахже получаен (2.11).

Teoper.la 2,3'. В асловчяЕ пеореJ"ur 2.3 верно рзлФ2нuе

р(сr,у) NБ Й@, r, 
D р{,!о,@ z, 

у)+ 
q Ь, z 2)rф исР, <z -Bf

lsHд/

еOе 1,,1 ука3ан а (2.9) , а адлвол

,;, з ý ;;- 
N tp7 D, (+ l,- ltl

(9,,l)

{и./;iп
р,tЫ

u uмеап еu0

вида

\о*fuу;r-о,ffi,t* d'+lфr, {| r(сар, tz,s,)

чuсло [ gказано е (2.$.

Доказательство. В Форнуле (2.8) разлоllиr. производнuе си..rвола Р,,

Фор,.rуле Тейлора в точке (trzrr) до поDлАк" N . Проинтеrрировав по частян

no I в Форнуле on" on"o"roo"" Д , получи,.t остаточнчй un"" t) и су}ш.iу

I

, lgpl11-1pl-'r'pl s!7 ! n !

(9+|+t) р)
Pl|o,p+'.rl1 Р,r,,оl'

3аФиксиоуен Р, ý и Dассl.tотрин все слагаеrlъ.е в (2.13) с одинакоэч}l зна-

чением;/ *i . Как легко видеть, поп |ЛVl >0 cyr,r.ira этих слагаеных равна ну-

льrи .iru приходи.ir к Фор}iуле (2.8). Оцеrка проиэводны, L] вида (2.9') оче-

видна.

Для лrобого открчтого r,i'ox(ecтBa 0 a Q (Ц) и лобого.il обозrа,.r"
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-t)

с,
(d) |trlя.-уl= V/- С, U

уеOС

Ниже будут использованы слелуOщие свойства: npn !t-2lэ> 0 " l'to

, -f ,

9,U) J (2.14)

(2.15)

(2.15')

(2.16)

d
0i* tl2 ) сС (l,-2t2)'

Эти свойства легко вытекаЕtт из определенил (0.1) ,( 2.1Ц) и неравенств (1.7).

(С (r, 1-'l)-,+, , С (!| -2l2),

Лля лпбого открытого l.|ножества С и Функции ftc у,( ) , опреАеленной

no" r,ye С, 1 е Ro, введе,.t *n""" ОSч,r Ц С) "r""on""Pth\,l),
которь.е принадленат

Ds;"! (9,,l )

с некоторы,.iи пт, и для которчх вернu неравенства

пака1, чпо

ll,K *N,к
Гч,

|,| , к
(в Dh,, роо, (l, A-n "uI*: r ), a rn).

t,

|ai u i, е/ч у,r)| r" f-iцrl" r,r? р!'Р' А 0,r| 
П

при tý(1,Ipl_ 0r|r,.,,, tеС,{еRО,

нyrцt*("*P$lyn1

Обозначиr.r ".о." Dtr,t (, С) клаGс соответствt/пцих п.А.о.

Teoper.ra 2.\, Пусло сuлвол п,О.о. Н uдееп BuO

,, (?, с 
) 

0 6-, ь,у)с !\t ( lt, с)

Фtя некопооах 2 u С :t.P, , аtJl4вол l,rb,ý) 
"*r"-""HHыti 

ч па/lй,пелD-
Hati пw сat ,{rRО. ТоiЙ d,,о л,об"х iа^ууюло"аr И , к ц Ооспапочпо

!чаIlо?о па.пацпелоноео l) сцrрсlпваеm п. О. о.

(h!,,сi,.,)
д,Д

Bu,",* ' Dtp:j'

l
Н"-В*

Доказательство. Буден строить сt4l1вол lr,rl," в виАе
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lu,r,* - 
,-^?='

li,

где

!,rпSр,,t (lrrh A-"*-tlr-il , cu")

и на носителе lrlr,у,| ) вь,пол,яется неравен ство |c-yi*!rt- (g,и * 9, ry1-1.

T:ili"bUq|,'::^' 
) систему функllий {;9g(а) , построенну' в ле'.iме

Так как,по (1.7) , (2.15) , Ч' 0 на носителе 4 tay,f ), а такхе, учитuВая
лемну l.] и условие теорень., получиtt, что

l, r lSni,'! (9,,l) .

по теореме 2.з1 n"""" о (t&В,)вr,Р= !,' {аz,/+9,Иz,2)+t(4z,2),
гае t есть остаточный член lr+t|, в (2.8). Ё"п, /У " ,"ор""е 2.3' доста-
точно велик о, 'о lrц 

'-0S!) 
iу,",Й'.r Sr_t {t, C 

ru, 
) , Из вuаа 2,

следует, uro 9,, 2 3л,t i l, ДО'П /" , Сi, ) .т"перь при z,zс C|u,

имеелt

, (н -tLr,,*iu,,,r)b,r, !)- (r,+Dиz,р - r, (# , t) ,

, (оi. - 0ф,,) @,z ),

Интегрируя по частяr.r по 7 , легко пока3ать, что оператор, отвечапциЙ пос-

леднену слагае...rоr,rу, поr"Йп"*r, 0tл,l U*, С;) ) Т"оо""а доказана при

м-|
Предположиlа, что уже построенч сиr4волч li an^ i<l"lrlr|2!. Тоrда если

Bn !О 0рбпr) е D!p,' (l,! iИ'И'Фrl*'lЬ , Ciuur),

{,@у,il -h: (+r) ? iiirlc)01;" ь,!),

то при i,j = 
М плее, Вr. Дj - Gа. + Pij , гА€

С,1'Лtл,tVt 
^

1зб

- ta,l-e)4'- Йr- Bi-tl| 
Ci,,;,ur),



'**,/ 
'ОU},|о Q,/ )

Действительно, при!iенив теорену 2.3/, вь,бра . Rц= 0р (rn+ ф ) с больrпл l ,

утверждение отrос,птель"о 4о получиlti из явного вида синвола в (2.8). Тогда

для нахожде"пя Rч получае}i соотношение

tt
в, в 

r, 

", 
*r 

B,l,b 
l х 

jH- Tl, 
n _ r. 

^. 

! !л, Qаt t /z., А- 
М П - ; 

У У r- ^ ), О; 
u r,), 

t : . l u l

причей 
\,*,, *' D!7,, s (l, lttlt'txp; 

а 
r, 

ш- 
"о, ай-,, r),

Из (2.15)слеАует, что для l,yeC|"rr,(r,!)esuPpOy-a отрезок
между а u у принадлехит okn_uul Интегрирование}r по частя}. легко полу-
чить, что

\,n,,r = 0р(tцм-l,кИу,l) * 0й-, Иy)+Ti

Г'еD!"1 Н-iаtuчr) r".п"r"я си!lвол t!,|r,,*(c,y,{)

! в точке (Ч,ry, Г) , nonr"n"

\,nr,,- 0p(|u,r_,,* (Ч,|)7o-rtcyl)+Ti г'Lлt"i G 
-', аi,,)

гАе

/n-

Тогда

0Р a*i,,r",^(ry, () 0'r-rtr,r) е ?tд,r Н*, C;u,),

посколькУ из условиЯ Teope}ru следуеТ' "rО Т!,lNчra
Теперь поло)хин

в ряд по

(2.18)

- си}r}rетричнuй оператор

ln ь,r) -J Rel u,"-,,*k,rll)i rc r) } i,,i,ru Ь),

!r(r,у,il - ln Н ,r) g;r., (",!)

По ле}rliе 2. t , свойствам (2.15) , ('l .7) , си.riвол

1з7



lr[",y,g) eDSr,l k''; ,i'"-l)t7;f 
)r-(М-|)^, 

оrrr) ,

и, по теореме 2.8, учитuвая (2.'l8), получиr.i (2.17).

Ле}r}rа 2.2. Для лtобоео f, сццесflоуqп tu **on, цпо прч t 'to
-t luil; * < bt u,u)< 1пе)пuЁ .

Доказательство. Выберем Ф.dt,4< 21_19*, .r.о dr* 4 rЦ*е,-ff.О,
Тогда, определив для эtих ф, " €t классu 

'S:''; 
(?rrt) , г.олучи}r, что в

(2.5)с*"- o(l) no" l"(Flpl 2 Q , f*o. Оператор'"Щ= ёr+ ёr np, Фиксирован-

нон бJО удовлетворяет условия..r (2.13) с uJ и 2 ,зЪ"енен"ыл,",а в), и !, ,

"C*-o(il nonf,*co, t(r,l)-о(Q1){с,с,ý) То.а" легко показать,

.,rГоп" оператора Г9rмrк , определенного в теореме 2.Ц, числа Lr=o(t)
np" l* l ,lpl z 0, t** . По Teoper.re 2 . l ,

1 \ u,ц )--- ( (е * Гч,м,*) u,u ),- - (о+о И) l uli,
Постзrоим п.д.о. Lг О| (3- 2Or) 3""r*" "nn " 

/"(RО)оп"р"rоро" Ду и

Щ являDтся саr,|осопряженнчни вполне непрерuвнulrи оператораr.rи. 0бозначим

""о""з 
r}d) U|id)), i= 1,2,..,, собствен, Je числа опеоато9а О7 ( соответ-

ственно ёr7 ), эанумерованнuе э rroбor.i порядке. Тогда

еслп,!,r(!)>1 , то У; ril. -i;
если l,.rh.o , то Yi ttl> !. 

(2'19)

Опеоатоо ,ё7.1D"2iо 
(gril , поэтоl,iу, при,{енив лемr.rу 2.2, получим

-lз.,lr(il.'/а npn t > to, n, слеАовательно,

0<ltid)</, trto. (2,2о)

Отметим простuе свойства сиr,rвола n.a,o, Бr1 , которые ..roкHo получить

на основе Teoper.{b.2.3, (1.7) и построения сиlавола 06 . Символ ".а.". Е}
при натуральны.к К и},rеет вид

u(Ь)t",r,OiДа*Иz,€l(ёr' 6*0))*tcll)+i*,t@x,ý)+z,_nb,z,y), Q.21l

где

i, пr Л S- !,"'- |,9,,il, r чр р ir r п Ь, ц r ).{ и о, lR е,э tr,*lk с_l'il r а (зр/')| п, "l

-il,-|,I,1l

7, * nt, 
D S 

л, о' t g, i, |ч р N 
s * n@, 

с, il с|@, ýI l р 
(цill* t+ cl' 

-| 
t, р (tэrл о р l'" )l,
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Последняя оценка Hocl

(2.1| и p<lt . "'n^ |tKN слеАУет иэ Форнул (2'9) 
' Q'! l ' условий

ъ; ядерньaе, пОЭТО-

0бозначим чееез L(!) колпчество собственнчх чисел trrd) "а отрезке(t'',l l " оценин ffrO.

Лемна 2.3. lTwe>0,1 <u.фag N слрвеОллво

irtll - Vo ttl + 0 (t' Н ttl) , еое H(tl = Wg tl,ct ''' 1+

* \|о,rr(!) + cltl-' Y о,rl-r, tt + cl ''" ) .

Докаэательство. При натуральнь.х (
ну ииеет несто (Юр.rула следа

По Форнуле (2.22| , иlаееlq

где

|,,li 
ttl - (дс)'О \\. ra; ) @, r, ildоdу .

операторч

|rrr@,t,€) -

бЬ;) Р,аý)-,t*n @,с,€) * Ntлп(вс,€) ,

|p**nrqc ý)l * J,

..n" Rep(t,ý)-l -r*t'-' , се.Q;

есл" ftgp(g,ilrt*c*t''",n" аеQ(lз+екlрt-).

(2.23l

(2.24l

Поэтоt,lу

? u; dl - Y tt) +о (Hdl),

Теперь оценин dtl) """оrу. 
По (2.17), (2.20) , инеей

ilrtll -,unrr,?,E,-t_o t,id) + 
W*d'|",-t-'

* l',uno"E pse 
l ti (ё) (l4,i(il) * > l,,tt)*ta 2 l ottl 

(l -l u dl .

(,t -,l,, dl)<},l,, tt l +

-.V(ф +0ff'H,l,).
139



Аналогично оценивается Функция frrdl снизу:

il^ tll - .U i. r/l +О- 
Nrrtll-tl<1-7-b tt, ,r-!1-1,,,t)r2

ttl - 2, !,,th>
чitt)<t-о

, I r,,th - z 2r_r,1,o til(t -rоdl>Y dl -0U'н ii .

Оператор Р "о*"о 
представить как лвойной п.д.о. с сиl.iволоt,r

р,{п,!,r) 
g р *,.?о. # r:)(ry,t)Ors-" @,y),e.zsl

Обозначин ."о". |0р( )tr Hop,.ry опера.,оо"Oр( ) *а* on"p", оо" ""/,2К)
. L'(Ro ).

ll,rft)-tl<
lt;

Лемца ? ,Ц.Еслч

{t -" F, ) е D S;,:0 ( g,,l ),

по прu N>l uдееп лесmо форлула

о (r, e-tl F t ) :2 

*З u,. n, /, u, /|i|,,, /,|"|r, Иr' ti|фzn,tz.zB)

'u" Со.,.о - l u | 0rtrrnll = С rrр,, t > l ч Оооtапочrо балы,оrs /r/

!оказательство. Ввиду условия (2.1) и полиноriiиальrосr, по | ,

сrr4Еол Рцг , ввеленныЙ в (2.25), пDинадле,кит классу

OSi,'t-o-" tg,,t) ,

Приненим теорену 2.3' * oneparopa" { " Р 06означин чеоеэ 6, h.П)
пЕрвый член в Форrlуле (2.8'). Тогд9, вчбрав ( в теорейе 2.3 достаточно
больltlин, получим аFr,Пl-=оп(ft,рr)+рх r гА€

prrDE;,':;no lg,,l) ,

.,n"no ,{о укаэано в теорене 2.2 . Синво^ or({topr)r"*^. принадлежит клас-
су

ur;;-"-" {9,,l ) .
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По Teoper.re 2.31 находии

" 
(\ Р . \) - 6, ("о (ft " p,).ls)*p;+ о(Oри1. F1),

,e"p)rOSi"!' ty,,t) } если в теореме 2.J 
^=ilo 

. по теореи е 2.2,
при Bcexf, 2/ верно

Юр И)+ lpQr), Ft|" l 0р Vlia + l0р(рr)llr, l < с.

Найдем теперь по Teope},re 2.3 синвол оператора tFr' Вьбрав ,r/Ar l , no-

ЛУЧИ1.1

бЁFt2)-fu, (fs, fr) * r; " l0рtlэi )l.c npn t> /.

Рассtlотрин Ф)rнкции

Р1 @)_' -? yi, 
ht'',t,Urgls-,b) |- /,lj),

rде ФуНкцяu afti.,. построенч в ленне 1.3. ТогАа иэ леr.ttiч t.J и свойства
(1.7) легко следуDт 1

(By)B sqpO6s-o (;;; """:'iirilzl 
(j'1,2,il : еСЛИ Сеsuрру2 ,

Р,(У), t ; l2,27l

supp(l-rrtclc {2 (aFt-') У-z,э1, {5,9z = рз ; (2.2s)

есл'' 2еsцррп , ус QFl r то

lo-yl>p-4z)Q,@l + g,(рГrГd, Q,29l

Ленна 2.5. Сцttесtпвупоп |alcla с, to, ? пакlле, wо fФlt S, tо ам

ue Q Н, ql ,верна аlен,а,

r2
;-оt'щuЙу< (/- ъ Ё)(Р-t)Е-64)u,ч ),-- ct lul

141
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Доказательство. 0боэначим Н- ( I- Ъ,/)(Р-t) U - En ) , По (1 ,8) ,

если (цу,f )с supp 04, ( z,У,{,) , ТО

la - у|" { Ь, @) + g,,yi't-' .

тогда если !сsчрр, , эсsuррНу, , ,о lc- уВ !Q,@)+9,ty|td''. no",

ненея (2.27) , получиr,r

(Jl ц,ц)= I |J, r-< Н (/- 9) u, р - уr) u >, J= <цНll,р; 9rН,рr) ц u, у, u ;, ( 2, зо)

3анетин, что Teope}ru 2.3и2..3| о конпозиции без изr.rенений переносятся на

п.д.о., опреАеленные '.а 
О Hsq)

0цениrе сначала j .-Пр""еrяя лемму 2.1 и Teoperly 2.2, получаеrl

J< clg,ut.l (tr U+ф 9,uЛ",r* tr(t +g) 6,s у, u|',,r), ,tl I p,u|'.,p

с некоторын 
ft

Теперь Jacc"oTpn" .lГ . Синвол п.д.о. Н найаем по лемне 2.1, где

Fr-I- lэ4 Тоrда при достаточно большоr.r lV 
""р"о

o(H)=Pn9r||fl ,

где

gо(цr,r) - (P-l)(|-e о,)' (r,r,€),

9s поч /<J<rV есr, cyrrнa слагае,.ruх в (2.26l c\Yr-2lr, ý , синвол

tlt здесь и ниже будет обоэначать сииволы операторов с норr.rой a L2 , оrр",
ниченной Dавнонерно no t>/ . 3аменим в ?оси,,|волрч. на

i-о(Ч, €)0rr" k,z);
при этоit возникнут дополнительные слагае,.rые, и}tепщие тот же видl что п |,
при 8)/ ; вклlочин эти слагае,{ые в /, Для символа 0rs1 используе}r раз-

,юхение Q.21l . Тогда при достаточно больrлоr.l lV получаеr.t

9o(i,z,|) - (p-t)(l- ii tэ-еtrl*it,п)'("r,l) + t,l (цz,l). (2.31)

3аненим ilrntCr,f ) о"зпо*"*иен этой Функции по Форнуле Тейлора в точке

Уrry,";". учтен, что пDи lr-z|< [rd'(g,ttl+g,tzl)'t <7унхtуи 0 , вхо-
лЛ

дяцие в Р " 0t , равнч | . Пнтегрированиеr.r по 
"астя,,r 

по f леrко показать,

что
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c+z
2

Установим слелупцие оценки для достаточно больlших f ио

оU)(цz,|)- {7ilQ - е! B-ze,)r {r,)( , r) ?ft- (t,yl +

* 
о?", ?g (Дz,l) + rH (c,z,y1,

'дg сиrаволfd1|l обладает теr.iи же свойстваl,iи (2.22), что и

Пусть г€? Рrt-"). Тогда

|r-t lQ- ei tз - 2 rt ) fl *)' ь, ( ь (р- t ) (t - ri U - е Ft Нr, n )" и l fЦ /м И f),

i6,x @z,ll

(2.з2l

(2.33)

l/Jil, tr,tl fl|r (т, ý )l . c"pl
lrr' 

^ 

( п,r)-Л'*',r.rn,

и аналоrичные (2.34) оценки с ..rно).(ителем!-Д'S аля NrtцZ,E). Эт" оценки

отличаr)тся от проведен"ьr, в fЦ, Teope}ta 5.2] для операторов во всен прост-

ранстее ""nn*rn"" " /о; слагае.,rогО f srx ltrl) .

Докажем (2.ЗЗ).-Ьбо"r",,,"" u.р."Л 
"rр"*"rr"/о; , в Koтopori синвол

р залiенен "" Rер Пусть f ,а*ово, "rо |ftrrl| < |/4 . e"n"

Rep(+( ), l * tt '-' ,

|{ ot @,g1 + |,:ot'-' I r- c|Re p[c,ý)l'-' * t'-' ),

dlpl+@-P#yl
g(с)

l7rtt,сil" !, t "Rер[с,О 
- IRep(c,g)'-'

lf,t |r,ý) + ll ot'-' |" + l Re p(r,()l'-' + Mot'-" .

то

и

Если

t- c,t'-' " kp(qf)-. trit' ' ,

гае Ct указано в (2.22) , то

|f,tE|) + M.|-s Р, (мо- 2с,- i l'-',. *U*-lRер(",рl''' ),

Мо Аостаточно велико. Еслч R2pft,il-.t-crt' ' , ,о fr,п!сf)-0 ,если
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FrВl| - l ч la {a,rl* |,loto'- Mot'-"- * а''' +RерЬ,F,^" ),

Рассно:рин fr6lc,l)-/o1F,l) На носителе этой Функции Repk,il>

,-t-qt' ' , и, следоэательно, ladД'"[с,) с He*oToФ.rr d . П" саносо|lрi-

,е""осr, Р следует, что

W*р(.г,y)l <сlр(г,ЕllЛ l,,€;trа (2,35)

и, aaиду усrrоэий (2.З),

V6к€)-fol(4r)l< е l !п рЬ,r)l < с^l р Ь,l)l'-' ^

, Л (о,r)' 
а'Р+е . ср(вl)|''"t-'i: .

Пз последнсЙ оценки h- f м и проведеннчх вш!G ou"r,o* /о4 следует(2.33)

дл, достаточно больчr,rх f .

0ценин п9ои9воднче /* tcr() . 0чевидно,

и)
| /й, {а, rЁ с.r r rr3,,,_ r,,!, 

( t - ri F - 2 |t )r| t, rfr,' H {i',
Расснотрин случай lэ*9э- 0 . Тогда, прсдполагая, что|а}+|рl 2Q , ээшч

(2.22l ч построGния rt'tiei , инеен lRерlа€rtl<сt''7 Gледовательно, по

ленr,rе 2.t и t}орнулап (2.22l ,(2.3З) получаен оценку (2.34).

Ectu lyrl+lrll> 0,\p!tlll-Эt , тоrпо (2.1), леш.lе 2.! и (2.33) нэхо-

шн

l д,i, и п i J и r,К с, 
rЬ tчd 9 вР д FlrV ",'l 

tлlrо',Р,t+t-,, 
rF 

P#)v"* 
t"t 

.

Чтобg устаноrить (2.34), достаточно показать, что оrраничено,(раrноr.rерно по

tr-l ) lчрахение

a-btJlcrl-(c- фlwrl 'V-л'Wrl

Поскоьку рlаl) - полиноrr по ý стспсirи не fцr,G /l| rc lуrlсrп

^-Р-r)l уrl > 0 . Тогдa, aоспользо!сrшись (2.1), находин

X-t

J.t

lplaill Л h,r)

Q?"

u

х
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'lp hr)l

при некоторои С ( простг)анства

ленну 2.3, иr4ее}l

,-P#pJ 4-rr;]Vrl-аlДr l

"cl

опDеделены в (2.2l ).Тогда, применяя

Поскольку 2<ф, lJэl+ l/5l > /, rо J.C.
Если xre lp\,qll-- et " t достаточно велико, то, по построенuа /,

и (2.22l , f оli",11=р(ц|)-t rttrt",ý)+t) . 0ценка (2.34) ,следует из (2.1) .

Такиr.r образон, оценка (2.34)установлена.

Воспольэовавцtись, Фор&rулой (2.26' для сиllволов N оР, z,|) и преобразовав
их, как .n . 9о , получи..t, ,что при crBeQ(tpl-' j """nonr""r""

a(H)F,z,r, - а trlЧ ,r)0 
#r-r(r,у) 

l ln ,

;Tr :":j*' ::",: :::]" 
^:::.:::;:"j:":,) 

" :::::,:;;"":";;"
z,U с hr-J, f 4 " с-р (l\t-) Выберем в этой Teope},ieО sar{o' "
Мzmахii|, ^w,-tl') " l<y(4foli' , K-Notor(P# - r) , ,о. lo(o)

указано в Teope}ie 2.2. Тогда суцествует п.а.о.Rrrц такой, что

'-r|u"R*n 
Е !r,r'Dtл,а tt-i ll Цt-'l) , поскольку, по

(2.15'), (Q tЗрl''l)|uчr' Q Qt-d ) no" выбранных t n М. оператор

(|-ц)!u,n U-{rl eDt}r1(?) , и, по теорене 2.2, еrо Ho'r.ia, как Hoplta

оператора a L'Rn), ограничена числон, не зависяциl,, ot t . Учrтчвая
(2.28), получаен

I > {!цм (t-pr)u, Р-r)ч)-К(l-,рrР r,ц (l-pr)(l-{r)u, (l,yr),t),- -сlцI'о,

Доказательство теорены 2 . l . Оцени" N+ l,Fr,Q ,t) сверху.' Пусть

L_ n l'|, - подпространства . L'(R'), натянутые на собственнuе Функции

оп"Ъ"rоо" b,r " собственнцt,lи числа...tи t,r(il eft-', '1 " lrrd)е [1,1-€ )
соответственно. 3амыкание оператор" brl . L'Ro) - саносопряженный вполне

непрерuвный оператор, приче!t, по (2.17), np"t--to всеfr.(flе[ОrД .

Поэтоr.rу Nl п L, - ортогональнuе подпространства, образупцие в cy,.i}re

L'RП ) .' по*"*Ъ", *rо

Dопl,rls-d для T-t*cl''' (2.З6)

.DT
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|,lr tF", Q з)- rпас d"Lп Оо< dlm Lr< V ttl + 0 Н'Н iti ,

откуда легко получить требуенуо оценку on^ /r/*FпQ,l) ,".рrу.
итак, докаl,(ен (2.36). Если tсlvlrп Cf, @) , то полох(иr,i

ц= |I-ёltri' n - Zобir 
u.

Покажем, что ц € Q Нrr?,) Лейсrвптельно,

ncl ý,9

По ленне 2.5,

l бi tlr,9 * Zо' ь о| г-нr,9, tz
к>0

акч)о

,Ц ulf ,uмеем

при tzt

trtrl о +

+ trrл lr,, < сý (/) lrлl о 
+ ln| r,9

< (p-l) U-6 6\u,(t-Ь,t)ч),--сlП'luli- ctF lу,ul'",u

с некоторu}r f, По опrrелел""пп Ms

lc llo< Zt-'" l,tloc 2l tl 
о

Поэтому Аля сеМrп Ci @)

0

выполняется

(2.37)

2

0Crnt
*о

Покажеr.t, что последний член в (2.37) оценивается сверху lлl
для лобого Ло . Д";"r"ительно, вля лrfiоrо l,/ справедливо

ц - (I- Ъ oi'n :;, Ьаt + Ъff' tr-Е,6i'г

Из определения Mt следует, что

lb lt -t

ft
(t- 6,, I <эt llлl

0

й

-t|o
)

0

l 9,6f, tt-bai' nl,,9* Zl 9, bal Lr_ н,qlt-П'l,,|о при t.2

Применяя Teope}ry 2.2, получае}t для а е/'(ко )

z
| п Ь,t rl'rл,gr* .,_2** | ?i Лf rp, Ь4 a)li . otu l al'o
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с некоторы}r 9

где

По лемнан 2.1, l.J, qормуле (2.21) находим

Следовательно, для l= Rо+2 +rl) (е е)''

i' |у, t u - b,li' nl',,'. сГR" vЁ.

получаен

0сталось оценить lprto) сlо an^ I<K<N . Интеrрируя no.a"rn^. no ý ,

получае}i при лrобои ДI

У, tr [- 0pQrrn,r),

(2.з8)

(2.з9)

\t*,t,@y,Y;:1-ag)4 07r |а,!,{)l.-уГ'1 | фirrlу)9, @),

Дr - on"p"rop Лапласа. Вследствие (2.2gl ,
ý

lc-yl-- #t' Q,tnlrg,tyli ,

r

!&n,,, s;::;''' q"t ) ,

По Teoper.le Z.l ч Q.t) находиtl

'r,
le,binlj= t

если

N,- [zli' (ко+ zlto@ (+- 
")).

Пои R о- 
g-1 иs (2.37) - (2.з9) вчтекает

l-, 21(P-t)t,u) r--ct l tгl0 мя lге llrn|r Q ,

откуда слелует (2.З6).

Теперь кратко проведен доказательство оценки i\lt) 
""r"v. 

Вrеден п.д.о.

s;Or(е'r(Ч,ilq-"и,у) ,
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e'r lc, { ) :', *оЙ, о, Q,i 
Ф i' о t") ч 1l'-' (к, р [" Зril), tп, Ь)' wе),

гле Функчии Уrrо введены в ле}rне 1.3, а Функция r0, при определении

оrrераrора t, в (2.5).

пуrr" 
а 
!r'r - конечнонерное подпространство . L'(Po) собственнчх функ-

ций on.o.,roo"" t9f, с собственнuчlи чrслали р. такини, "To|p,-|]*t-"_
по (1.7), еслп (цу,f )еsчрро G))By,f), ,о lc-yl*tela(g,1al+gtyDd,

по свойству (2.15) , t', с С? tal.
Нетрудно noo""orJr, urJ n.o.o. t-Sh P0'o+Sl'e при больцlих /

удовлетворяет условия.ir Teoperlн 2.\ мя С-Q. По теорене 2.1, иr.rеен

< G+ t'-"- ь'ft Р ь;) u, ц 2 >- - с n ul|, ue L r.
Ноцt-t-' )lclo< lb',rul о *^ ueL'4 , и, следовательно,

(Р ( fэ',sd, bbu) < ft+c,l'-" )luli , urL,

с некоторUн q . Поскольку to|tr о"л."r.ляет изо1.1оро"", L'1 , ,о l,Qk)>

,_di*L;' , о- t+c,l'-e . по (1.7) и (2.151 , если хе !?}rrп uрр $!ао

для некотороrо i , ,о fuррф;rоa ail и, слеловательно,

о',(r,il - rF''' (R,риr)-l)).

Проведя доказательство лемяu 2.3 для еh , получиltt неравенство

NrE)=. UоБ_о,r, - cWo d,cl ''' ) - сN Гl va 
br-rr(t 

+ rt'-' ),

из хоторого следует требуеная оценка N*Сtlснизу.

ý 3. Пrrиrrеры

l. Приведеr.r класс обласrcй В , опеDаторов Р и расuир"""й i , an^
которuх внполнена оценка (0.5).

Пусть d таково, чt,о длЯ лобой точкИ сеOQ суцествует окрестность
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[JrC D с центро}. в тqчке € и радиуса d|lrit r"*"^, "rо LIr задает-
ся (лосле соответствуrхцего поворота коорлинатннх осеЙ) неравенство, ln r-

,-{.Ч' ) , пя".,е"

v {,Wlr=iо, 
;:ru"|D;,{"ly')l: 

о 19icl|"|-t )

яля |or;-7,2... при |gt* ф 1telQ , Луrr" в точках IСQ- зада" оператор

P(r,D), удовлетворяюlций условиям (О.0), а "р"t€d!2 заданы граничные
операторы

ts, tr,л) -'Z,.^6,оt"tл! 0: ,,. . .,;) ,

причеr.r

j'{ip@)= o(ytr1"-'Pfr''*' ) no" lрl<п,; lcl- 0,1,,.,, |х|*чс,

Будем предполагать, что

(i) краевая задача (Р,Вr,..,rВr, ) "ппrпrп*"ская 
при все^ ZeOQ ;

(ii) выполнено сФормулированное ниже условие эллиптичности с весон.

Дпя agflP перейдеrq к кооРАиНаТаМ ;/ , введе..i везис|1d*(У),Д"*#}

в пространстве ограниченных на полупряliой to-0 решениit уравнения

Р Е,|', Drо),r0. Обозначиr,t

R(э,ý' ) - d-et l Д, tr,|',Луо) a,t!,UI 
r_* 

.

Условие эллиптичности с весо}1 сФорtlулируеr{ так : np" ,"*оrоро" Д/

R k,(')+о для Ic adJ , (', RП-' , lal>N.

Если Ъirr,ý') - корни уравн.""^ р(t,€iй )-О с !п\.0 la4...,T) ,

то иэ (0.Ц) следует существование f,, " Cz таких, что

с,< lJ,пХ,, tc(')l(l('l + 1tcli'< с, для tr,6 0Q, €'еRО-'.

14спользуя эти неравенства, t.lожно показать, что при |cl достаточно большом,

се 08 иr4еет место 
_2 ri

сr-, lRla,y'1| (lr't+9rc))' -=сч

Введеr.t пространств о Hs_,ir(0l2r9) с нормой lUll'r_yr,r- Иf lt l r,,
,ае[|р- 4 Можно показать, что при условиях til , ttil выполнена оцежа
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l ul л.r* с (l Ра lo +Z llj u.(,_пl/z,9 + la l о ), (з.1)

( 3.2)

в

откуда следует (0.5) для

Dp -|чэН^tgl, В,ч *... Е tsrrч-0}.
Такой результат при r,teнee явнчх у"по""л* "" Р
П,,] .

и В1 бuл сФорнулирован

2. Будеr.r предполагать, что операторн Р, Вrr.,,, В+ удовлетворярт

условиян п.l и введе}r расlширение Р с областьо определеrri,(3.2). Тогда иэ

(3.1)следует занкнутость Р . Pacrnoe""e Р назовеr4 Форнально саносопряжен-

ныи, если 1РU,g2=1ц,Р[> аляЦ,tп€?в . При вuполнении усrювий (0.4)Фор-

нально са..rосопряпенное рас'ир"r"е Р 
"Ьл""ra" 

са..осопряженнч}r оператороa.,t.

Для доказательства этого Факта достаточно показать, что индексu деФек-

та оператор" iN'' при HeKo'opor.r BqtlecTBeHHo..| N равнч нулrr, т.е. что из

u!€ L', (u!,P*i tl),P>=@ Алл всех рсDF (з.з)

следует Цr=0 . Если образ оператора it lltсовпадает " L' , то (З.З) оче-

видно. Разречlиr.rость залачи (PliN) P-t, Вr9= ,..-ngq -0 аля цllz
," lV доar"rочно больцlих tiожно показать построениеrir правого обратноrо к эл-

липтической задаче (PtiN, 3r r,,.rtsц) При этоlr с)дlественно использует-

ся вuтекашцая из (О.Ч) оц""*i для корiей tчr(r,ý' ) урав"еr"я p(zr{,f;Цt/-
-0 , l l -1

Сr"UпЪ,(qr')l (lr' l+9 b)*rV') =с,,
l<j<п,, teQ, |'еRo'l.
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