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СЛАБOЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ КРДЕВЫЕ ЗМАЧИ

Р.С. Сакс (Новосибирск)

Настбяцая статья является продолжением работы [l] ( сн.также [2]), где
бuл выделен и иэучен класс слабоэллиптических систем п.д. (псевдодиФФеренци-

альных) Уравнений на компактноl.r lrногообразии без края. Для нихrв частности,
были докаэаны теоре}tы о гладкости речlений и о нётеровости оператора систе,iч

в соответствупцих пространствах С.Л.Соболева.

Используя эти результатu, ны докаже}r для эллиптических систеrti диФФерен-

циальных уравнений на нногообраэии с краем нётеровость некоторого кпасса не-
коэрцитивных краевчх задач. Эти задачи r.iu так,хе назове}r слабоэллиптически},tи,

так как они сохраняот основнь.е свойства эллиптических задач, а также редуци-

руотся к слабоэллиптическиl.t систеr.iаt.| п.д. уравнений на границе многообразия.

И3вестны два обцих иетода сведения краевой задачи к нётерово эквивалентной

системе п.д. уравнений на границе многообразия. Первчй и3 них (сн. Л.Хёрнан-

дер [3] )использует обобrценнуtо Форr.rулу Грина эллиптического оператора и вспо-

,.tогательнуD эллиптическ)п0 краевуо задачу.

Другой r/iетод, предлоя(енный Б.Р.8айнберго}.l и В.В. Груrцинч" f4, *.П] ,

также использует регуляризатор вспомогательной эллиптической краевой эадачи.

Мы воспольэуеr.tся этиl.i ,{етодоr.t. 0н более удобен для наlлих целей, поскольку

в f4] у*азь,вается также алгоритl.,t вычисления полного синвола полученной сис.те-

мн п.д. уравнений через коэФФициенты.краевой задачи.

Класс слабоэллиптических систеri шире класса равномерно неэллиптических

систен п.д. уравнений, поэтоtlу наluи результатн обобцаrот результатч работч [4.1 .

Кроне того, условия слабой эллиптичности краевой эадачи необходинч ,и доста-
точнч для ее нётеровости в соответствуоtцих пространствах.

Полученные результаты приr{ениriiн при изучении различных классов неэллип-

тических систем диФФеренциальных уравнений (в частности, слабоэллиптических).

Работа состоит из двух параграФов. В ýl, пОl, кратко излагаlотся извест-

нuе результаты относительно общих эллиптических систеr.,i и показывается, как

для lшбого эллиптическоaо on"p"rop" А ножно подобрать граничнuй оператор

В , который накрывает ,{ Т"" *", no2, приводится еще один способ постро-

ения левого регуляризатора оператора краевой задачи с постояннчни коэФФ,iциен-

тами в полупространстве (crq. В.А.Солонни*о. Lo] l.
В ý2 изучартся слабоэллиптические краевче задачи и доказtlваотся основньaе

теоре!tы Ц-7 , здесь же (п.5.) расс}rатривается один простой приr.rер.
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ýl. Эллиптические краевuе задачи

n9l . Пу"r" на гладко,lt ""огообразпп 4 с границей Ге 0З"д"" (L ' 0 -

натричнчй диФФеренциальнчй оператор Я @,D)c коэФ|ициента.,rи класса

С*(Е), t< L , порядка (s,l). Это означает, что порядки эле,.енtов а-
"аrрrц" А не превцоаот чисел ýirtj, где f,l " l;- коипонентч целочйслен-

нuх векторов s " J . Как обччно, будеrr cr,"iaT", iто S;-< 0rпъцСS;-0.О;;J 0
при S,.tl,. < 0 и что скалярнuй порядок /z операто о" Д 1Ь - пЙ si+ l,f" ""-
по*r|.,{""з],=-i#. ,1!|-d+,.+l, . нч предполагае..t, .,rо on"/"roo" Д" 

""n"_
ется (S,l) !"пп"iil"..*"л 

" 
6=0iГ , т.€. что,.iатрица Ц tr, l) , состав-

ленная из операторов а:. порядков 5r+f. Оез liладlлих членов, инеет наксиналь-

"gй ра"г l мя всех "J(",l)сr'(t)J , ,.9, эсЕ, €"е Ro.0 . Эта

}rатрица по € удовлетворяет следуццену условио однородности:

Аою,оЕ) - /, tr)Доrc,р/t (d, Vc>0 ,

,а. /rtc) - диаrональная натрица с ненулевuни элейентан"С!:.,rСtе, стояlцини

вдоль главной диагонал". Операrор / буден рассматривать в пространствах

С.Л.Соболева
K+t

н
,r+t,) K+dr\ (с

(1)

(ф: W, G),. . х w2 )

А : н*'' (G) - Н^-'tG), Дч -/
При иэучении ядра и коядра оператора (l) вводится линейное пространство

ilL*(A) оrр""r"""нuх на полупряноП t 2 Q реrлений систе,itu

До(у,d+ iyh)n 9,t;l):0, (2)

зависяцlих от паранетр" (У,Т)еГ' (Г ),,,е. !€Г, f,- ненулевой касательнuй

вектор; 
' 

- единичнъlй вектор внутренней норнали к Г в точке (,f

Если пространство Ш*(А) rрr"r"пrrо при лобчх (у,t)еТ'(Г ), что воз-

нох(но дапе np, L = f,, "оrда d= lSl+ltl= 0 , ,о oi"p"rop (l) норнально

разрqции (еrо образ замкнут) и его ядро конечноиерно (сr.r.,напри.itер, [S,0l.
В обще}r случае ядро оператора (1) конечноr4ерно только при задании допол-

нительнь.х краевuх условий

Вtэ,DlчF)|г= !, (з)

,о"-В - Ut,rh -йатричнчй диФФеренциальнчй операrоо noo^o*" (l,t) с коэ|DФи-

циентон класса С*tF)l нitкрчвэоOlий оператор Д , ,.a, .8 таков, что про-

странство m* (il не содерпит нетривиальнuх речlений, удовлетворяшп, npn/=g

условиD
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U,(у,r+ Иff),r Q,T;0) - 0 (4)



для лобых (у,т)сТ'(Г) t с". [b]l.
Это условие предполагает, что L>-Nо-ry,Ц /И , гяе Р(!)- разнер-

ность пространства П|+ (Д) в точке 9 = t у, тi'ё r '(Г ),
Так, в случае l=L, ul2@ n iрав,п.liь"ой элл,пптичности on"p"rop" ,4

Функция F(g) по"rоянна в Г'(Г)п ре""а df2 .

Тогда Ъсли 
"=аfZ 

, ,о ycno"n" "" .6 совпадает с условие}t Лопатинского

и краевая задача (1),(3) наэь.вается эллиптической. Эллиптическая краевая

3адача эадает нётеров on"p"rop Cl в пространствах

ф (5)

при к>6о=пшt l; _ ,_"". [z-rф l .

tt.3.Соrfомяi flt] указал при}tер правильно эллиптического оператора пер-

вого порядка с ц) - 4 , для которого невоз.tожно подобрать интегродиФФеренци-

альнuй on"p"rop .8 с |=2 , ,"*рr""ощrй l . Так что не каждая эллипти-

ческая систе..,lа имеет краевуD задачу, удовлетворяочlуD условио Лопатинского.

Известно [3_] , "rо это ограничение на расснатриваеные операторы носит топо-

логический характер.

Qднако если расс}rатривать оператор., fl с числон стоок t , бdльшин

N0 , то инеет ..recтo следуоцlая

Teoper.ra 1. Дм лlобоео э/Lлulапlческоrо оп"wrrоро д поряаа !S,h,"r*rrо
поОобрllо ец.нччнай опеwюр В поряfuа d,l), наlсцваацлй /

Доказательство. Пусть вначале 5=Q, f,-fiсlrп,,.,,П).В силу Форнулu

Гвина (см., например, [З, S ZZ]), условия Koltи ц|Ьr,,.r|{-i|, о.ев"А"о, ,.а-

крчваот оператор / Поэто}rу ножно поставить вопрос о выборе нинииального

числа краевчх условий, накрь.ва0lllих А . В окрестности границч Г оператор

2| представии в виде 
m_|

Ё) , H,tt(G) _V:-7{;,)

2 з,2j=0 d у,
,а. -0j - АиФФеренцирование в направлении внутренней ноDмали, " 

jj - диФФе-

ренциальнь.е операторu порядка lП-j , действуrоцие по направленияr.t, параллель-

'.ь," 
Г
Для заданной точки |€Г'(r) расснотри}r (l ,p)-raronuv Vlg,t1, столбцч

которой образуrот базис пространства ПZt(Д),
Тогда 1.1атрица

V tgl

V tg,+о)

Dr V t g,+0)

Orn V Q,+0)

- ((l)

иr.rеет в точке N }lаксинальнuй ранг р |q.) . Пусть t/ tq1- "" 
ненулевой .4инор

поояака f т"* *"* 3Y tq,+g1 -' ВТ , Е =(tsо ,'.', .,l,_, ) , "rб.,-



рен элеr.tентч натрицы Я
накрывать Д в точке

tq) . Если Q= Г'(Г),

так, чтобu if - Wq) ,0ператор l будет тогда

, а следовательно, и в некоторой окрестности
j - искоrый оператор, и так как в капдой стро-

ке оператора fr инеется только один ненулевой элемент порядка 2к , то,
полагая lк-п"- m , получаелr Во-8 Если О{Р". совпадает "'7'1Гl, rо

рассl..tqтриl.t покрытие Г'(Г) окрестностя,.lи / , Ъuбрав из него }lиниlttальное

конечное подпокрытие |0, Irj=tr,,,r/f , Тоrда оператор 2J составиl"t из

\ц.*t) -операторов a'J'o,',i*p"""o*n" r{ . 0i , как блок-матрицуl J 
/,D"' \В: (r,,/ (7)

3атем уненьч|иl.t число строк этой .riатрицы, исклочив эквивалентнuе, и зададиr.r

порядки стро* 
"атрrцы / 

так, чтобы Во:В . Получиr.r искомый оператор 2|
В обrцеr.r случае, когда Д ,- ,пп"пrпческий оператор nop"a*" (ý,/) и

l +П , условия u*lr r,.,,r?t^'' tJ"l, , *-|,,..,l , гяе 4{- Kor,tnoHeHTa

вектора 4 , накрываlот z{ (с".н,пже Фор,.улu ,l2| и (Ц0)). Поэтоllу, заr.rеняя

нулl}rи в }rатрице (6) строки, соответствуOцие производ""л |d Ц*lrпо"
lr"j<rП-|, получаем,,rатрицу, такх(е и..rеющуа в точке Р ..tаксимальный ранг.

Дальнейшие построения аналогичны предыдyцин.

Если оператор / порядка ldt)""*pn "", 1s,h- эллиптический оператор

/ , ,о, соrласно Teope}te В.Д.Gолонни*ова f6] , оператор (5) норr.rально раз-

реiuиr.i и его ядро конечно.iерно. При это}r коядро оператора (5) бесконечно..rерно

да)iе при [-L , если|r'/Э , Доказательство этой теореiiu сводится к постро-

ениD левоrо регуляризатора оператора (5) , и наиболее суцественны..t l.toмeнTol.t

его является построение левого регуляризатоо,iооп"о"]оr" Щ- (*"") с пос-

тояннUr,tи коэФФициентаltiи в полупространстве /к+ Так как эта Teopelra мя
нас Bal|(Ha в дальнейцlе},i, то l.tu приведеr.r другой, по-виАинону, более простой

способ построения левого регуляризатора оператоо" Йо a полупространстве.

При это.t ны воспользуе}rся нетодом решения систеr{ы линейных алгебраических

уравнений, излоrкенныr.i в главе l книrи С.Л.Соболева El 2] .

no.2. Гlу"r, Ц(С), гладкая достаточно быстро убываlочlая на бесконечнос-

ти вектор-Функция, заданная в полупространстве Ki kr20) , удовлетворяlоllая

соотночrенияr,r

t О)u@ :0,0, (s)

j(D)ч@)lrо_о- 9(л'), (9)

в Ko'opux Д|,Л)"ВШ)-(Lrt) -" F,rh -матричнче диФФеренциальные операторч

с постоlннн.,rи коэФФициентаtrtи порядков |S,h "1lr!) "ооr""тственно 
без нладtllих

членов. Qператор '4 "nnrnr""e", 
е j накрчвает его. Для простоты сначала

расснотри.ч случай, когда / - од"оЬоднuй эллиптический оператор поряАкапL,

?"

;'e'56=0 
,ti-^Yri , " скалярнчй порядок onepa,op" ,6 меньче lЪ , Т.€.



полоlrин tL'-(Ц, Ч, .,., tГr_r)|

(11)

оАнородные r.iатричные полино,.tы от r'
к систене (8) преобразование Фурье и учитывая (lO),(ll), полу-

й)- -*й riЯr|t-' ,r,G

[а (ý') - 2о' i (ý,, .o)lro= *о .

ДlG').,
Приненяя

дrlй -,ЁЯ

)
(10)

1l З)

(14)

где

гАе

чаеи

tll

/(r): Z А;(€,)l|,
i-0 l

u e(r'),

)€:

!)

)А j({

l
2А,
i,0 l

€[" u, (€') - r*

Аа

( 12)

l тогда, неняя порядок су..r}rиро-Второе слагаеное в (l2) запише..r в виде

Вания, и}tее...

пъt

Aa=i 2
!-0 йrrl - {

){

7l"'-' u, (f') -
пtsl trп-tч

tZl
\1-0

'irb, (-i2t,0 r

так что
-)))
Д-(Ао,.,., Дп-t

л) ,a-|l
/"=2 Ао i,o

) - Uпо*-"атрица, составленная из

i* !*, 
(l' ) ti -

rltатричнuх nonrro"o" no fo степени

onu" ,{ (() ,n""e, левуо обрат "rо l о'

Лi rrl = (Л* А)-' А* , А*=Т, f е RП- 0.

0 t{l : rr- А 1glАl' G).

,п-/-t . В силу эллиптичнос," Д (2), ..ta'-

для лобых { е/RiО. Выберем ее в виАе

Пусть

( 15)



Система (l2) разрешиr,rа тогда и только тогда, когда

0týlе--Га)-о, tеRО-0

аrпlъ g (|)

2l.

{eRnr0,

1l6)

(17)

( 18)

. Действительно,

, oxBaTbaBaulleиy

, лежащие в верх-

Это условие можно преобразовать, учитывая что

lttl СG)
(/-А)-'

где q.(il - правильно эллиптический многочлен степени 4k, ,rz-k* */,
Сt\l-[t-0-}rатрица степени 2(k-rп), получаеr.rая после воз}rо,..ного сокращения.

Тогда Na:цIr- ДСА* - матричный нногочлен степени 2k . Оаr"*. gZrrt
является }rногочленом по fo степени, ,4еньшей 2l . ДеИсrвительно, из (13),

учитывая QД=0 , имее.,t

л, ,nt l :_/_t

gOД а- -t?0 ай Д,t€''lчi"' uе(€' ) . .

Так как i" t , то утверждение становится очевидным. Следовательно,

Ра Аw = >
i=,

j K'l aI (е')

НД в,)

€Г'

КоэtDФициенты Р:UJ этого }rногочлена r.iox(Ho

у|rножая paBe"ciBo 1t6) на .4!-' " интегрируя no *оrrуру /1
все корни ,,tногочлена g (€',4о)- 1о non Фиксированно,.r €'
ней полуплоскости, получаеir

€
0\пrr l € R
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0тнетиr.r, что при f: О условия (t6) и(2l)эквивалентнч.
Птак, при вчполнении условия (16) инеем

t*lil: А-;Н(Д-хr) , ýеRо-0, (22l

(24l

(21l

Приненяя обратное преобразование Фурье по {о , получаен
ео

где

|+
инеен

ýчл

является ограниченнuм реч,ениеr.r уравнения

и удовлетворяет краевчн условиян

t(c,,"o):\u'""A;G)Fr-Tror)týn, (2з)

tУr-# ";;rо", по действительной оси ножно заненить интеграло..r по

. Приmенив преобразование Фурье noI| g краевон условии(9) , в силу(23)

= 
}_, 

в)А-;GlItулfоа -\_uo|r,t)dýo- f K'l.

2 ts, (D,)D!
j,0 / l<

и обозначив ""о"" i блок-rrатриц, (4, . ..,Вa_r) , ,. краевого условия
(9) получи}r

Е G') а В') - i {r' ). (25)

Тогда имеет rlecтo следупцая

Леrrма |. Еuа on"p,,,op Д эмur-"u"", ,В 
"оrrро"ол 

Д , по оОнороО-

,rая сuс7пеJуа Q1 ol С4о]. tZЗоl (=О, 9-0) qпносллелоно t!Г l)rqealt палоко пpll-
BuoJlo\oe раuенuе ё.rа есеа €'е R"О-|r7,

Пустьllf=(ttоr...,_!^, ) - реr.r"е однородной системч(2lо),(2qо),(25о). Т9г-

да для лrобого ý'е RО-'-0.ектор-Функция
+ ý,о

Ц (с,)= -_Lr" ^'^ А; 0Т (|urdy" (26)

О ti- ,h)[/ pn) - 0 no, gо} 0

В (e',-^l{) U @o)lro=ro - 0. (28)

Величина разрь.ва в нуле gунiции Л|Uеr)оев"а 1/r :

lI UGol - Di tl Fd - цk , k= 0,. . . , rT|- l. (29)

ttействительно, если kонтуоаrrи /1 и l_ ограничивартся полукруги в Веохне|



и нихнеЙ полуплоскостях, содержацие вн}rтри себя все особенности l"tатрицы

(/-ii', т.е. нули r.rноrоч n""" У 
(|'rlо), ,о ,rr"rрирование по вапlественной

оси Holxнo заненить интегрированиеr.t по f + no" Iо>Oилч по /_ при gп<0 .

0тсода вчтекает ограниченность Функции U(q)"о" 2а+ 0 . Применяя оператор

/ , у.,пr"вая (l5), мя gп +0 получаен

. N!(эп) : l ,ioo{o Qi,rrtе 
" - \ 

, ''':tr ,ф ", (зо)

l! lt
Так как по условио(21о)на действительной оси QiЦ=0 , то первый интег-

nL
рал Gводится к интегрированиlо по полуокру*"ости [,"о' , не зависит от R>Ro
, прrR*-в силу (18) стремится к нулlо. Поэтоl.tу он равен нулD. Равенство

нуло второго слагаеного в(30)очевидно.

Покахеr.r теперь, что ках{дая из Функций l/Ь)удовлетворяет условиям (28).

Первое из этих равенств, очевидно, следует из уравнения(24о):

В (€' ,4 h)r/ Fol- 
}_r, 

ilА-|I аtу":о. (з1)

Для доказательства второго воспользуемся соотношениями(3l), (l3) и(25| :

вu F0) -
пъ| a-t

2ZB-t
KзQ NtQ ^

ilL-|

ць0

поч |о* со поряАок l f о l 
-2.

Е

-\. Brell^' ц7ТаtЕо t \ вlп'iаt1"-

,|, (Ь\r{"", 
"1,r, 

# \! 
л;! fi ry rr 1 s! 

!,l,da"-

B*trrцс -7оВ-r/*:Еrl-0, (з2)

причеri последний интеграл равен нулоrтак как подынтегральное вырах(ение иrqеет

Докапен, наконец, Формулу(29). Снова учитывая соотношение(l]), инеем

n}ubol-лi urol- I I...:-
s: Д;:,fr l, E)r'" 

t'outr,:Vru,, 
u, : ц *,,,зз\

так как при(< пl/ последний интеграл равен нуло.

Оператор .8 накрчвает Д , поэтону l/En)=0 прпЦ>0 , а следова-

тельно, и при {о<.0 , uбо лrrбому нетривиально}tу ре|лениD i(Ц,{'1""дачи (27),

(28) на полуоси fr] . "*r""тствует рещение а (аоr-ý')= |l)'lГfIо,ý'/ ""о"-чи (27),1291 ," r{ , а эта последняя и}tеет только тривиальнgе решение. Тог-

да, в силу Форtiулu Q9l , tlГ=O мя всех €'€,RO-\Q, что и требовалось дока-
taтb.
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Други}rи словаl.tи, леш.rа 1 утверждаетrчто натрица

(f 
) 

,,,l
системш(2l),(2q),(25)имеет левуо обратнуrо для всех €'еR*'-0. Обозrа.r" ее

".о." Ь (€'), " праву' часть указанной сйстеr.rы через ф (,il. ТоrАа

ti-8(1s')ф(П,i), (з4)

Птак, если f=ДU, !=tsul, для некотороrо Ц(Q) , то из (34) имеем

й(у'):(а(l',*0) D:-'t(ei+r)t. (з5)

Подставляя значение (3Ч) в Форrrулу (23), инеен

-ф
а (y',r, ):Т :i'o{o Д-п' tс\Рt-Тtс)lrГ')фtД, il)tr". (з6)

0ткуяа. приненяя обратное преобразование Фурье по f , Holllнo получить (см.

[6] )oop"yny для рещения задачи (8) , (9) в виде оператора - свертки f " 2
с натрицани из ядер Пуассона.

0днако нан достаточно иr.tеть левчй реrуляризатор заАачи (8), (9). llля
ЭТОГО Уl.iНОlхи..r подчнтегральное вчраilение в (36) на неотрицательн)m ФункциО

Р(() *Л""". С*(Rlравн)m единичjrпоп lflr.tи нуrю nor lrl. ! , " no"r""""
обратное преобразование Фурье по ý . }lu получим оператор

- ({) : 
-iп*rо(r) 

/л'rrl н- i К ) Ь (€' ) ф (Д, i ltr, (37)

которчй является левчr.r регуляризатороlrl задачи (8),(9). Действительно, исполь-
3уя Форl.iуль. (12) , (З4) и (35) , инееr.t

о фь) -_V '"rр(r)[п(r)И G)ц+I, -ГСtr-
- ц *Ir* (р-4i-Юt{ : tl +Гч, " R:, (з8)

-qo
причен / - оператор порядка -о,О. Что и требовалось.

Расснотри1.1 теперь те дополнения, которче следует внести в доказательство

в обцеr.r случае, когда l - 
"пr,ппrпческий 

оператор порядка (S,t) , rфрмула

(37) мя левого регулhризатора и другие основнче Фор}rуль. останутся неизиенlt -
ми. 0тиетин, что без ограничения обцности ноl(но.считать, что вектор ý-l
Так как если ý,.(f, то нохно подравнять порядок j-йсrро*п on.p"rog" f ,

приriениа * ,"й0 on"pa ,оо" Dn со всевозиоlrнur.rи оС такини, "rо |ос l- - S- (с".
[Ь] 

'. 
Другиr.rи слова.ttи, иожно подобрать liатричный эллиптический диФФеренци-

альнuй on.o"roo ý, порядка (Or-S)c постоянl+|ни коэtDФициентани, инецций конеч-

Ho..rep'oe ядро, так "то oneparop ý/ инеет поряд"" (цl) n оле9атоо fl накрч-

""", ýД . Тогда ко}rпо9иция Рý oneparop" J и левого регуляризатора R эада-
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rS,4t
-" 

[;; ). 
явл""rс" искоr.iыlt регуляриэатороl.i оператора Шо Итак, пусть ý= Р,

,ъ-'il6,л't,- скалярный порядок on"paropa /4 Разложение (11) останется спра-

""onl"",'oo'aKo теперь 
.Дi E'l- вознох(но, неоднородные },rатричные полиноr.tы от

ý'"r"n""n не вшше *-j i причем некоторые из них l,iогут тождественно рав-
няться нулrо. [ля компонент аrg r"rопчп Д Mo)fiHo написать более точные раз-
лонения t!

е|,]G) - Вф G,){:. (З9)

Аналогично, расписывая соотноlllение (13) покомпонентно, иl.iееt"i

lTd, - r, o!un^r" (с,) ri ul (r,),
t la-t d-кч>r>

]=t к=| i-0.

ОтсоАа/ видно, uro 
""*rоооТr полностьо определяется коriпонент a"n Ц]r,,.,

':!ra1-1 o,,,llJgr,,,rUr!-_, вектора ЦГ , которые иы обозначи^ u.f,." цI';
Дtа!'0', если ц|': О . ЪОп"р"rоо" Д:' n Q nr"o, порядки (/,О)"(ЦO)rооr."rrr-
венно. tlаrрrца/*/ иrrеет порядо"'|l ,t), поэтоr.iу И Д*Д/ý)""п""r." оя"о-

роАнын иногочленон о, ý crene"" Bltl. }|ногочлен 9G). представлении l1'1)

и!tеет степе"" 2k , приче,.t m+Ъt,)< k < lt l . По-пр"жнеlауqQ. является }ra'-

ричны}t 
^iногочленон 

степени 2I. , "о степень ..rногочлена 9QIO по gо ,е"ьuе2k
Поэтому QТW + Q при lo - 

ф.
Оператор zI """"r",loo"o "- 6,t), причен коl.tпоненты {n".*roo" l оrо",

цательны, если предполагать, что поряАки элеlrrентов

( 40)

Bru ,аrопчп Б не превос-

ние задачи 1271 ,1291 на полуоси

,, on"o"rooo" '{ n -R , вектор-

является решением задачи (27)

также иr{еет только тривиальное

(41)

Поэтоr.lу ."*rооfr4Гrак х{е, *"* nT'r', полностьо определяется частьо ur' ".*rо.
ра uГ . Следовательно, соотноluения (2] ) , (24) , (25) r,tolкHo расс}rатривать как сис-

Teiry относительно неизвестного вектора 4//
Тогда леr.rма l остается справедливой. Ее доказательство аналогично преды-

дуцену, но Bltecтo утверждения (29) имеем

D;DuЬd -Ц^аu(-о)-ч:, K-0,..,,to-/, (42t

для каtfiдого элемента !) вектора Ц, l:/, , , , , {,
При доказательстве (З2) и (42) в (32) и (ЗЗ) следует перейти к поко,.iпонентной

з3писи и учесть, что операт"о" \l-f , A|l nr"o, порядки 6,О) "tt,O)
да последние интегралы в (32) и (33) по-прежнеr.rу будут равны нулlо, так

n K-t,l

,оа^, |u Представл 
^^ 

В.,1 аналогично (39), иr.rеем

8** tn

l!] rr'){!,.j"u (r) - 
rа

Далее, если 0 (2о, f'/ - о"r"
, соответствушlей однороднос

!.l"Y;:; #| 
= I : !"n"!, #,( "!ь,"! ! r :
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Наконец, в силу (ll2), вектор ItI|= 0 для rшбчх ý'€RО-'..g, что и требова-
лось.

ý2. Слабоэллиптические краевuе задачи

n91 . пу"r. А " 8, (lr0, "Trrt) -..tатричнuе диФФеренциальнuе

операторч на G порядков (OrS) n ({S) сооr"етстэенно с коэ,ФФициента}rи

класса С*(F ), Z=(tal+lsl)z2 , n on"p"roo /4 F
Рассмотриl,t обlцуо краевуо задачу:

Аlс,D.)ц(о)-{@), а€G, (1)

B@,D")u@|r-цlc'), д'(Г. (2)

Предполоlrин вначале, ,rrо/=0 , т.е. расснотрин систену (to). llля изучения

3адачи (lo),(2) расснотрин такх(е какуD-либо вспоногательн)D эллиптическуD

задачу для системш (1о):

Dlc,D")utcl|, - [ (с'), с'еГ, (з)

,о. D - (t,^4) -,,lатричный оператор порядка 1d, S) с гладки1.1и коэФФr.циента-

ми. Эллиптической задаче (lo),(3) соответствует оператор D"U=Da|" " noo-

странствах

DrrнП*'(0)пКелА 
-Н*-d-|/а(r), 

(4)

который и..tеет регулярrзатор r? (левuй и правчй одновременно), т.е.

R-D: -о: ,

Д.DrR,г-l, DrЛ!п-(г*Г'пi (5)

DiЛrЦ-|!+Тtt, если t|ц-0, (6)

-lгде / и / - сглах(иваOциеоператорuбесконечногопорядка.

}lы скажем, что оператор (4) инеет порядок (d+!,S). Тогда on"parop,(
имеет порядо* (Sr-o!-/e). Нr*е наи потребуотся результатц работч fr,, ..lr]J.

Поэтоr.rу ,,lьl коротко и3ложиir их с некоторUни дополненияни, необходинчни для

дальнейшего. Рассttатривается оператор

fu-,8rO![ - LrRtг,

ý, H*i-/! (г) *'Hnl-b (r), (7)

порядка t{rt,-d,- t) , ",rо 
9квивалентн" (l,-d) Доказь.эаетс", *rо J явля-

ется псевдодиФФеренциальнчи операторон, и дается способ вuчисления его полно.

го сп"вола r((ý) . Причен on.p"rop ý эллиптичен тогда и только тогда,

когда эллиптична 9адача (1о ),(2). Бажно, что мя получения Teope}r с)пцествоi

вания и гладкости реrцений(lо),(2)Аостаточно изJ/чить оператор (7). Точнсс, 
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пустье, Ч и ф - банаховч пространства такие, чtо е,taU Н*(Г)
." ф с LJ Н^(G) П KOIL ДrФэС-(Г), пр""е" сходи}rость 

" 
Ф, 

""n"*", 
""

собой схЙипость в D'(Г)=U П"(Г), и так хе в остальнчх влоlrениях. Пусть

в этих пространствах действуот операторч
ts-

ф '. ф-

хф /," , (8)

причен опеоатоо _D" нётеров. Доказчвается, что оператор В" "raa, регуляри-
затор (левь.й и правuй одноврененно) тогда и только тогда, когда таковой ине-

ется у on"p"rop" ý . Отсода следует, что оператоо 3" ,ёtеоов, если ,
только если нётеро" on"p"rop ý

0днако, как нu отнечали, мя HeKoтopux эллиптических операторов нельзя

подобрать краевuх значений (3), удовлетворяпlих условио llопатинского, и,

следовательно, определить нётеров oriepaтop D_ . В этон случае, в силу тео-

реr.ъ. |, возножен вчбор D7, ""*р"""-,arо ,4 ', ,,a. вчбор операторa 2г, и...е-

оцего только левчй регуляризат"оDi . И}rеет }recтo следупllая

Teoper.ra 2. Пуапо сццеспвуеп левай рееумwзФлlор,D! *"wrrоw|" .

Тоей, оперюр В, лормrtоно рзрапцл ч ч!,еql конечнамФное яОро, еспl су-
цесlпваап левай рееуларlзФlор оперlDр ý

Ectttl oeptopDa *-,, lЕlюr2 праваП wrуrоеr"ry2:, ,о оперrор,В,
HiitlepoB поеОа u ,,а,поко пюеОа, коеОа HИtqoB *"р*р S

!ействительно, из суцествован"^ Dr' следует, что

Вr- В, Dп'Dr+ Г - S-? 

"+ 
7, (9)

где Г - oneparop порядка -о,о, задапций вполне непрерьaвное отобранение из

ф .Ч. ОтсDда вчтекает, "!oBr имеет левчй рег],ляризатоо8;13L,
иi Следовательно, оператор1)"; Р*Рrнорнально разрФlи}.l и инеет конечно}rерное

яАро.

_Если,кроне того, операторu D" " S инеDт пэавче_реrуляриs"rо- 2!
" SR , то.В, также инеет правчй iегуляриз"rооВ!-D!SR и, следователь.
но, lвлiется нётеровчм. 0братно, нётеровость on"p"rop" S , о.a"rоно, вчте-
кает из нётеровости операторов В" " R .

И9 Форнулu (9) легко следует ft1_1 TaKlre

Теорена 3. Ectttl пеорetп о елаOкос,па раrcнuй члеап }ecrlo 0м оперпо-
еоа 4 u ý , по oHcI спg,ееfuuва ч Оля оперпор В" , п.е. лtфое раденuе
заМiч (rл), (2) * L\H11)rrp,rttaфla,un ,rроо,,шr-,"у Ф , есл1l q еф.

no.2] И"-*r, дёr"rr"""е свойства систе}rч St-9 . }lзвестно fЦ , ',.rо

мя вччисления полного си..tвола ,((ý) 
"r"r"r,ш 

в окрестности заданной точки

(f,r{)С Т'(Г) достаточно воспользоватrс" в"есrо Р локальнчr.t регуляризато-
ооиRп краевой задачи (lo),(3) , т.е. такин операторон.Rлl , что для rrпбой

обобrценной зgхт9р-6ункции / с носителе}r в о*р.сr"осr, V точки JГ€ Г "лец
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АRNф-Тпф, DrRпф:фtГ; ф, (1о)

га. Т, " П' - сглаживашlие операторы при достато""о бол"rr, /V , порядок

сглаживания которых растет npnV-.'o . Прп это.l S/ отличается - Вг&ф
на сгла*ивапций оператооГrО Ф того же типа:

S!-ts"Rrф-Гil, gчрф,V, (11)

. Построение оператора Rп a"ояпraя к решениD краевой задачи на полуоси

R|, -^ систены обuкновенных диФФеренциальных уравнений с паранетрои

(cf) €Г'(Г): _
Пусть \У - Mna.r, " Р такая, 

"rо lV ОГ: V, .д" И - до"r"rо.rо
..rалая окрестность некоторой точки jr с Г , В этой области вводятся такие ко-

ординаты fu.il,.To граrпца f в них задается ypaвHe'n., t-0 , а обла&ь

\{ - r"рО"".нства,,iи trOrlYl?+t" -Е при некоторонё>0.

. 0перато, AlOrD"l, запиiанrый в этих координатах, обозначается через

Aty,t,,Dr, Dt ) , а Ъго полный синвол *"р". /4 (y,t,g,T) . 3десь удобно
использоёать понятие обобrценной однородности. 1,1атричная Функция p(zrtr{rT)
называется обобценно однороАной "" Q,t)rtl,Ф+ пор"д*" (p,s) , если для лшбчх

}u> @ вuполняется

P(i' z, i't, ъ|,ъс)-fr{ъ)Рв,t,€,t) 17(ъ), (12)

где Р и ý - заданные целочисленные векторы, а f,r(z| диагональная }rатри-

ца, соответствуо|цая ве*rору ý .

llля лобuх.f€V "N>Oon.p"ropr r'l,B "? представляlотся в виде

A{y,t,Лr,, rr) :Z А* @, !-g,t,Dy,Dt ) + А l ь,у-t,l, ?r,D),

n-Zr^*r;,
,о"/4л ,В*rЦ(С,zrtr{$) , натричнuе нногочлены noZ,tr€,T , зависящие от

параметра f , обобценно однороднче по(Z,t)-,(trZ)+порядков (a-K,s) ,

(6 - К ,Э) " (/,- К,s) соответственно; коэФФициентu опера ,ооо" Д') , .В j 
" ';при больчlих / обраоtаотся в нуль при всехС в точке (zrt)- (0,0) , приче^r

порядок этого нуля растет npn /\f-6. Разложение (|3) получается в результа-
те при}rенения Форнулч Тэйлора для каждого эле,.rента л"rрrц Дrfl n О в точr

""(y,t)- (t,О) и группировки членов разлох(ения, и,.iеOцих одинаковuй обобщен-

ный порядок однородности. В частносrп, ДоrВо " -Do - это главнuе части соот-

ветствуlо||lих операторов слкоэФФиqиентани, заиороженны...tи в точке (Цrt)= @О),
n""r" 4 = A^(t,ikrt,€,4) и аналогичноВ^,i^. на поriупряlсой t>0

расс}rатривается следушlеd сенейство краевых задач для систе,it обыкновеннчх

диФФеренциальнчх уравнений, зависяцих от napa,.teтpa (с, {) е Т'(V 1:

|l

B:ZB^* B',l ,
( 1з)
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XoEotr,€,l)=0, t>0,

DоЕо(r, {, 0):fr, Ео- 0, t **ф,
(14о)

То E*|r,g,l) - -Т, E*_,(c,€,t) i* Eotc,€,l), t > 0 , (14 )a{-
troE^lr,{,0) - -1, Е*_,(r,€,0) - -ЛЕо@(,d,Е**0, t--, ^

относительно неизвестнпr([^t ) -..iатриц Е"(с|rt), к=0, lr. . .,l ,

3адачи 1t4*)rfi-4...r/Y, оя"оarачно разреши,.rы тогда и только тогда,

когда краевая задача (l), (3) эллиптична, т.е. удовлетворяет условиtо Лопа-

тинского. При этоr,r Er|r(rl 2 - оОоО*"нно однородн"" no ý+, /- *.rрrц" по-

р"д*" (-S,-d- к). 
"п"""rтани 

класса С* no (.т, ý) е r' ( V ) ,

Далее определяется оператор

G-ф t"l: F{!у F"_€ р (€) E*tr,{,t ) ф rd, (15)

которь.й переводит обобценные Функции Р14""RО' . *о"п"*rrыr.и носителяr.rи

" V в обобценные бункции в W 3десь Р(€) - Функция класса С-(R'-'),
равная Hyrilo приlýl<' * и единице пр"lГ|2/. Тогда се}rейство операторов

N

Rr,l -Ze * (16)

является локальнur.r регуляризатороr,r задачи (lл), (3) .

Полцlй си..iвол K(S-)on"p"rop", .ono"*"iro.o * S , в локальной системе

координат O=(Irr,..,I*)" о*р".rrосr, V задается Фор}rальнur,r рядо}r

ео

K(S") : 

rZ"; 
(r,ý), ai @,€) :ЙlrЕ*(r,€,0), (17)

где звездочка означает коfiплексное сопря)fiение. В частности, си},rвол операто-

о" ý порядка (6,-d) о".."

6 (S) - Ео @,€,rt)E, (с,{,0) . (18)

Из этой Фор}rулu вытекает, что задача (lo),(2) эллиптична, если и только

если эллиптп*r" "rar""" ý
no.3. В работе ft] расс"отрены краевые задачи, которые приводят к рав-

нонерно неэллиптичес*r* cncTe"a" ,а f Ны рассмотрим краевые задачи, ко-

торые приводят к более широкоrlу классу слабоэллиптических систе..r.

0пределение. 3адачу (1л),(2) назовеr,r слабоэллиптичесао_{, если слабо-

эллиптична систе..tа Е!-9 , B"i,.""ry d+ld) , *"-ul - .r*еrь слабоИ эллип-

тичности опепатппа ý нааоаем степеньп спабой элпиптичности запачи ('l ) -

(z).

Так же,*а* " f4], корректность этого определения локазнвает следупllая
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Леrqма 2, Слаfuя эluлurйuчноопо кwевой заdачч (1),(2) u ее сflепень не

заёuа,п ati вабора вспоlqоеапелоной эмumrацеской *u"!rзаdацu (Jл), (3).

l|ействительно, пусть имеется еще один on"o"roo ]/ порядка id',.r1 , on-

ределяющий для системы ( 1о)эллиптическуо краевуD задачу, и пусть К'- регу-
ляризатор этой задачи. Тогда

Ь=D" R' ( 19)s :вгR' и

S'ф : вrл!л"к',р +гу : Sb/ пr/,
где Г - n.a. оператор порядка -ф . Если on"p"rop J

*8-р-/" t)CH; t-lz (г)сн л-l- /э

(20)

слабоэллипти""" [J ,

(г), (22l

т.е. если суцествует цепочка Со... С, глобальнuх d -преобразований оператора

ý такая, что_оператоо Cp,..T/.i"""", порядок (0,-d1" 
"nnrnrr.,", " f,,о on"p"rop ý' TaKtKe слабоэллиптичен, так как, в силу (2О), оператор

Ср...С,/-sS'ф: Ср ..4/ц S ,6/ * г'! (21)

имеет поряд о* (|r-d')и эллиптиче " . F ._ Причеr.r 
""n" al) " Ц)' - степени

слабой еялиптичносrп on"p"ropo" S ,n S' , ,о ц)Lt)+W,Hd'!"nn

а.' + |d'l : ,D + ld l,
т.е. величин" Р= d+|d-l- степень слабой эллиптичности задачи ( lo),(2) - не

зависит от вчбора вспоногательной задачи (l),(3).
3аиетин, что для определения принадлежности эадачи (1о),(2)к классу сла,

боэллиптических задач степени Р достаточно от эле..tентов dr.i эллиптического

оператора А n 6,, граничного .n"p"rop" .ff взять только I""""rn" ,а Л *о-

эФФици_ентов, .ro"tn, при производнчх порядка не ниже Oi*Sj - о "l;+8, - П,

П<lВt - F , " также проиэводнче по Hopltiaм порядка не вьrЪе П- К ялi коэ{рфи,

циентов, стояlцих при производнчх порядка d;+)-K " бi+Sг r( соответственно,

КsП . Это вытекает из тоrо, что в силу Фюрlttулu (l7) по этиl"t данныи л(е

однозначно определяотся первце /. * / членов полного синвола ""rpnu., ý
Перейдеr.r к расснотренио Функциональных пространств, в которых действУет

оператор В" , 
"ооr.етствуrощий 

заааче_(lо),(2). напоl.tr"" П] , "r,",,ýЭ|rЧf^,,
почка эллиптических операторов Сrr,..rСо определяет пространств/о Н)' - '' '1t'1

обобщеннчх вектор-Функцпп Ъ,",i."r,'ui Co,,, C, f, l tu H*-|' (i ) . Причен

н

,, r-l-'/z
и одно и то х(е пDостранство //, llожет бчть определено раэличныr.rи эквиВа.

лентныr.tи цепочкани. В силу теоре!iш З пз fr] , слабоgллиптическоl.tу on"p"ropy S

(Л), ."o"""e}roe произвольной цепоч-
u *-l- l/2

соответствует такое пространство //с



кой, приводящей ý к эллиптическоr,iу оператору, что

л-d-l/з *_ 6-/z
Sz Н (Г) 

- 
Нс (г) (23)

*'iii];r", 
если суцествует такое пространств о Н^-8'|"(r), ,rrооператор

(23) нётеров, ,о S является слабоэллиптический операторон и лобая цепочка,

Н;-€-'/'(Г), пр".од", ýопределяоlцая к эллиптическо}rу оператору порядка

@,-ф.
Слабоэллиптической краевой задаче соответствуег нётеров oneoaro1 Z, ,

действурtций в пространствах

.Br:H^t'(4) пкйА-н^-8-/"(r), l24l

причен последнее из них опредепяется прои3вольной цепочкой, прrводящей ,ý

к эллиптическо..rу оператору, и не r.еняется при вчборе другой цепочки или дру-
гой вспоногательной краевой задачи (lo),(3). Нётеровость оператора (2Ц),в си-

лу Teopel.tu 2.следует из нётеровости операторов (Ц)и(23).
, , ^-t-|/z0братно, если с)дlествует пространство Н, такое, что оператор (2l)

нётеров, то оператор S-ОrО|*ляется нётеЙвчн в пtюстранствах(23) и, сле_

довательно, является слабоэллиптическии. Итак, доказана

Teoper.ra Ц. Еслl элlluппачеосItй оперюр д *"-, какуtо-лuбо rФеаw за-
фчу|l)r(3), уОовлапворяlацgпо условцю Лоruашскоео, mо оперlюр В, , сооrва,r-

сfлtоу,Фцй эаOаце(1 ol,Q|, нёперов в просlпрнсlллоац (24l.tttoeф ч mолDко поеOа,

коеф эаfutла {1 ol ,(2lолабоэмuппlчна.
Иэ теорены 2 с учетом того, что образ операrор" S содерхится в образе

оператора 8" , n"r*o вuтекает

Teoper.ra 5. ЯОро опе ллоw |24)эаfuчl (1 
ol ,Ql соопqлп uз в*:пор-функ-

цuй KJacca С*G) , а облаапо значенuй оlреdе.tlяаttся усllо€lлям) орmоеонаrlьнос-

па к ве,спlор-фунпця}4 lcllacca ГtП. крае mоео, еслч Це|J Н* (l,) - п,цЭое

обобценное раде,аlе апабоеruuwачеосаi заОачч (1 
о), Q) u U*C Н!'О'L (Г ) , по

це H*'s (0).
Как обычно, индексон а(Вг) оператора (24) назовем разность Me)fiAy число..r

линейно-независиttь.х решений однородной задачи (1о), (2) и числоl.t линейно-не-
3ависиr.iых вектор-Функций, ортоrональность К Которыr.i обеспечивает разрешиr.rость
задачи (lo),(2). В силу теорены ý, индекс еВг) не зависит о, &еRl k>lil,

Теорена 6. Пуапо заOаtла Qol , Ql uюбомtаrmlцна. Тоеф, uнОека опе-
pllopoo Gl , Qll u Q4| связана coolll*aдeчueJvl

е(вr)= 2(r)+аOr). (25)

ДоказательствQ. В силу теоренu об индексе произведения нётеровчх

олераторов, из Фор4ул (Z) " 16) инеея
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аВ) -z (вг) +е (к), а(к) - - Q(rг ),
откуда следует соотноrление (25).

п.Оl. Перейде}i к изученио разреOrи}rости задачи (2) для неодюродного

уравнения (1) . Следуя ftl], расс"отриr.t вспоr.tогательнуо краев}rD эадачу (1) ,
(3о), полоllив tI=Q . Так как задача (1),(З) удовлетворяет условио Лопaтин-

ского, то оператоF

Az Н 
**'(G) п Кепо, 

-н*-О 
(G) tzcl

нётеров. слеАовательно, для ,6", | ", Hk-o (с)ортоrональнчх конечно.iу

числу бесконечно диФФер""цrру."r* " б функций 9,, f uj4П, r 6 но'(е)
c}olecтByeт речrение и этой задачи. 0бозначим ""оr{ 

Rrf оператор, которrй
каждой такой qункции / ставит в соответствие решение задачи (1),(3), орто-
гональное всеи решениям однородной задачи (1о),(3о).На все пространство

Н*О(G) on"p"roo ( распространяется по линейности, причен Rr/- 0, еGrl.

| принадле)rит коядру оператора (26). Тогда
(26):

Rr - оеr yмоиsатор oatepaтopr

АR,{:f-г'f, зк,/|r:о
и

(27l

(28)

(29)

здесь Г и

R, дч= Ц-Гtl,есп, DЦlг - 0 ,

/' - операторч проектирования на ядро и коядро оператора (26),

которuе явля|отся бесконечно сгл€rживац|lиttи. Пусть

Для таких / о"r"rr" задачи (1),(2) ицется в виде

u=Rr/ + о.
Тогда для (lЛ имеем задаiу (1u),(2):

Att= 0 . 0, Вrrr l, - h

" l=9-B.' Rrf 
' 
, *-t-/z (г ) ' поскольку R, f е н*' (G ),

Так как задача (29) ввляется сла'боэллиптическойr. тоrв силу

5,она разречl""" "r{t'S 
(G), 

""n" 
h принамеrrит пространств, Н;'

теооен l и
а-% 1r)

и ортогональна конечноr"tу числу линейно-неgависинчх Функчий ф. *nac.a С-(Г),

IaЫФi@)ds-0, п,.i.Е, (3о)

Обозначая '"еоез ф1 поч j >пrФчнкционал

(91,|)=,\PrU"R,/d+, fo,.jo n, (зt)

и считая фi= 0 по"j-П,, усrювие разрец,иности задачи (1), (2) lюrHO перспи-

сать как !словие ооrоrоri"пrrости парч ({,9) "r.л параr (Р/ rФ1),

@;,l)*tФi,g)- 0, l<j<п. (32)

В силу свойств on"p"roD" R, и вхrточения Q2l мя пgr""дпar"оrт" h, к прост,

/ ооrоrо"" льна эсеп Р.



ранству 
'i.UL 

trlдостаточно потребовать, чтобы {е Н 
*nr'(C 

) n

q с Н! 
Э8-/z(Г),Довольно 

трудно найти необходи,,rые условия принадлежности
О/r, 

* !rоr, пространству отдельно "" / "9 , т.е. указать естественные

пространства, в которые действует оператор слабоэллиптической задачи (1),(2).
Поэтоr.rу r.tы ограничи}.rся утверr(дение},t, менее точныl.t, чем теорема 4.

Теорема 7. Еслu заOача (1),(2) сlвбоэмаlwпlчна с7пепехu Р , по 0м
лфоzо k, mлл S8id'Ъp+t ota lмееп в проФwноп"" Hrr'lC)parcHue Оля

""", f е H*-"rP (С), geH[-8-'/' (Г) , gоовлатtворя,tочцЕ конечноrllу чuсл9

условйй о?поеона/lDноош (32) .

ОOнороdная эаdаlла lцqеап конечное чuсло лuнейно-незавuсuJ\ыI раленuЙ, u

gм ра!енuя бесконецно ilutfiеренцuруе!и вrиФпо 0о zщ,нuца. Нроме поео, еслu

чмееmся ппкое обобценное pa]rcHue ц(g)е\)Н^G)r"Мчч oJ.),(2l , чпо Оля нее

l)лееm сJ,исл варr'нuе Bul, " f c1l*n'-P (G),rrН[О-Ъ 1Г1, 'о
u€н 

*t'(0).

ЗОесо ý'- ,**о,,r*rrьнай поряdок Оuференшлрованчя по нор!"1а!tч ! опера-

поw В i Р - !.чlксltJ|оJlDный поряОок колlпозuцuч Го Г, цепочап, прuвоdяцей

опеоrtоо /g S к эruurйацесхсо|lу,р--lll-P.
Первая часть теоре}.rы у).(е доказана нами. [окаже}i утверждение теоремы о

гладкости решений. Рассмотриt,t обобщенное решение Ц (r) sааачи (1) , (2).В си-
лу l27), Функция tlГ=ц-Rrf является решениеr.t задачи

Аа: г'f 
^ 
, Во|, : h, (зз)

,а" l,=p-B, R, { е Hi-a-rz (г), г'/ сС-(а).
ni.*onr*, Rrf C Hi*s ( е), ,о достаточно показать , что llr Q H ^"(b), on,

этого рассriiотри,.r регуляр"затор R оператора (4), Из соотночrений i5),(6) и

(зз) иr.rее}r

АtКD, tl - а) -Г'f , !, (RL"а-u)= С u, (з4)

,я.Г.'f " G UГ - бесконечно диФФеренцируемые буr*ц", " 4- " "" Г со-

ответственно.

Из теоремы о гладкости решений эллиптической задачи следует, что

Rпrчr- а = Га - Функция класса с*(Е).
Приr.rеняя к этоl"lу равенству операrор В, и учитывая (7)и (З3) , получа-

er.r, что

SDr tлг - l - D ,г, Ц ,rг rС* (Е). (з5)

Так Ka5.on"o"roo J порядка 6,-/)rп"Воэллиптичен " l_; f, аrС

rНi-'-Ъ^tL) , то, согласно Teope}re 5,2, t[eH*d-/'(i). вспониная, что

дйсС-(Е ) и ече раз используя Teope}ty о глаАкости речlений эллиптической

задачи, получае,.r, что llf€Н**'(Ы . итак, (l:lIГ*&/cH*r'(C),
что и требовалось доказать.
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Что касается природы Функционало. 9j " условии ортогональности (32) ,

,о в [r,l доказано для однородной эллиптичёской систе}rы порядка ttП , "rо
Р, ' С* G)r!' еС*(Г)r."Пи порядоК диФФеренциРованиЯ по норналИ !'у Опе-

о!rоо" В """"r'r" 
2rп , в противно},r случае бункционал /,. представляется в

виде cy.,rritu ФчнкчиИ fi , бескоНечно диФФеРенцируеr.rой в 'Е , n обоfuенной

Функции с ...oa"r"n"" *.а | :

l!Zп

Ф,:У: + 2'l // i-0

dU'(Гl - производные

*рr

oxd'-B

fу@ll")tГ), {',z-,

/ - 6rr*l,nn , а Функции /i бесконечно диФФерен-

цируе},rы. дналогичный результат имеет место и в общеr.r случае, Причеr,t условие

12Z*, при KoTopol,t <,/. " ф, - бесконечнО диФФеренциРуе}ruе ФункцИИ, зat,,te-,l 'l
няется условие}l

0\d'8*i -- чо Й Д,j Vi ,

где

причем в

х'
учитввается лишь порядок диФФеренцирования по нор,{али,

(З7)

п.5. Пример. Рассмотри.,i вариант обратной задачи ньотонова потенциала.

Линеаризованная эадача об отыскании области и плотности по паре внещних по-

тенциалов р. и д приводится (В.Н.Исаков) к следупцей задаче: найти гар..,rо-

нические { 
"U*ir'" G С R' qункцич Q!, , Ц2 t удовлетворяоцие следуоlцин

КРаеВЫЛl УСЛОВИЯl.t:

\.рru, - "РrЦr)l, - 9, ,

Lo # -k**лf ц,)lr-у" (з6)

где Р, , k - поло)|(ительные гарritонические Функции в области G,= Е ,

l -- 
""уrре""яя 

нор,.iаль , а Р-O/ПkЛ/f,
Покажем, что задача (36) является слабоэллиптической, есл" P|rS Р

Порядки(d, S lr(l,S ) операторо" Д:Дr, n В из (36) выберем так:

c=0,0).s=h,z\, t =7Z,- t) . Используем вспо...огательнуlо задачу .Цирихле. Тог-

да оператор ý прr"од"rся к эллиптическоr.rу п.д. оператоо, ý пое^д*"6r,-а!)-
:1-|72i2rZ) . Выберем ортогональнуо систему координат /в окр967н9сти гра-

ничной точки S так, чтобы область 4 определялась HepaвeнcтBor.r Yo-t>0 ,

линии, параллельны" oan j , были геодезическиl.tи нориалялtи к границе Г , а

величина f .о"п"п"па бы с длиной дуги. Следу" n92, для оператора Лапласа

иr.iееr.r разложение: Д- До+ Д1+ . , .,

u'tuyi3

Л"- 
,4 

or1 tC)

(38)

где

^, 

:' 
ff,rl,y;- 

,)U7 uy; 
* 

2, ,, 
r"li з, ,
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причен

(J= /

nj 
" Pi вUраrаотся через коэФФициентч ..rетрического тензора fl 3] и

- . АнаЬгично мя "атр"ц" 2! rраничного усrrовия (36) инееrq

В =4*3| * "
l р,F)

4 : \'л'а#

где

где

-7, Ь)

-prtrla/at
( з9)

(40)

-Ь ц(ц,-с,
t', 1li 0J 

',

1,Ьр|с) -F
)

ff'o ""

[о k,{,l)- 0, l ,0 ,

Ео(а(,0)=4, Еот0, t*|ф,
инеет решенr" En(r,(,,t) - e-|(|tr,
где l(l - onrr" ""*rЬр" { ,*о*"""rйьного к Л " ,о"*" ,' 3аяача (14r)

инеет вид: ЦЕr: - t,Eo , tr0,
Е,(r,{,0):0, Еr- 0,t*1 оо,

леrко подсчитать, :1. 4 €o,:(d,+4t)e-'|'tI, ,
поэтону Е, : ({, t + {.t' ) e:t(|Y rz .

Функции dr.d, " t,i, вполне вuрах.аотся через коэФФициенты операторов(З7)

и (38), однако, как нu увид,r..r, окончательнчй результа, "" a"anan, о, d ,

поэтону нч не буде}r вуписuвать эти вuрах(ения. В силу Фор}rул (17)и (З9), пёр-

Brje слагаеньr' ai+ ai
ё,6)-(е,z; -z7l)

ai+ai

(;
1,2)

(с)

S* порядкаполного синвола сопряненноrо оператора

инеот вид:

- (,iot)* |ьо+ 6,[о r 4€,)*|r=о:
-лtol|]

Pr@llIl )
+

+ (;
f,@ГЫl + iс,(цl)

?2@)рr(о) - у, @) 4 @,r) - сr(t,{)

6,
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Обоgначин 
"еоеэ P(D) оператор с сиr.волон g (Р) - l|l и полоtl(иa.t



f р(D)

I(; )
(41 )

Легко убедиться, что Si- S'tr* - оператор нулевого поряАка с синволо,i

",(Si ) Е(; 7rl, + ь,

РrР -Рr{ - ic,
так как d,et 

"" 
ýi ) -л пf (d -i (,prrr*frq ), р, ,"Р" , 0 , "" Г 

"
rниная часть-!rСr+frС7 1 линейная по { _:о" lГl=/ , асегда обрацается э

нуль для некотоDого ý , то оператоо ý] элл"птичен тогда и только тогда,

,оrю p|r,t' 0,
iлJiо"аrепr.о, *"о"rоо,f привод.tн-слева к on"o"roor.f, =f,ý rулевоrо

порядка (или порядка l6ri-Й: Fe,-e , Z,2 ) ) , что и требоваrDсь

D, : Hr*tz2) 1е) пкел (brr) - ro*r"''/"(, ), к 2 0,

ttюеф u пDrD,со tlpeOan коаа J| , {0
За.., H!P'D'lf2 (Г) " - n*"ro""c19o обобцен.tх эектор-оункций,

?- (fr,9r|u таких, ,rrо 
QеНК+Р'2)'h (Г)..,,, , или, ввиАу (41),

тахчх ! , что lt " p?r+!z принаддtлат Н**" (Г) . Так как 8аАача

Дирихле ,шеет rrуЙевой индекс ,-о.rератор f, обратиrr, то иg теореlrr. б инееrl

а(Вr) - a(S,).
3анечания. Двунсрнчс краеац9 9адачи Ь области 0 CR' хохно при9ошть

таюrе к систGr,{G сингулярнчх интегральнчх уравнеш.й на Л и исполь9оaать те-

орио, ра!вит}Ф для таких систен в пространствах Гёhьдера (сн.Il,t5]}..Дл,
элпптичеiких систеri 2-rо порядка с постояннt.}lи коэlDФициентаttх пш сташiх
прои9воднuх в работе fl6.1 у*аgа" способ эччиGления коэФФlциентов систеrпr. на

Г чере9 коэФФr,iциснтaa !адачи Дирихле. Различнче принерч paccмoтpeнu в ра-
ботах fl5-'SJ .

доказать.
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