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0 рАзрЕlllинOсти зАдАч вАриАциOннOг0 исчислЕния

В.Р.Портнов (Новосибирск)

В настоящей работе расс}rатривается вопрос о суцествовании обобщенного

рещения регулярнчх вариационнuх эадач для интегральнчх Функционалов, содер-

жацих, вообrце говоря, нелинейнче операторu (обччно диФФеренциальнь.е или ин-

тегродиФФеренциальнuе). При этон слово "регулярнuй|| означает, что по указан-
Hb.}i оператора}r расс}rатриваеиь.е Функционалы вuпуклы.

Еще в 1900 году Д.Гильберт вчсказал предполоl|(ение о разрещи..tости каждоЙ

реrулярной вариационной задачи об отuскании ,iiини}rума интегрального Функцио-

нала, содержацего производные первого порядка fl, двадцатая проблена] , еслп

" в случае необходиности caнor.ry понятиD реlцения придать расu!иренное толкова-

ние" или, други}rи словаa.rи, если искать решение в достаточно lUирокон классе

функций.

l|_вадцатая проблена Гильберта решалась в работах Лебега, Тонелли, Норри,

Фридрихса, Реллиха, Куранта, Планllереля ( см. ft-5]). В этих работах бь.ли

созАанu так назч.вае.,iые прямче нетоды исследования вариационнчх задач, которче

позволяlот доказать суцествование обобценнчх речlений, опираясь на слабуD кон-

пактность ограниченнuх liнo).(ecтB в пространствах Функций с обобщеннчни прои3-

воjныllи и полунепрерывность Функционалов относительно слабой сходиности.

BarrHyro роль в обосновании вариационнuх ,{етодов сыграли известнче |lтео]t€-

ны вложения" С.Л.Соболева [6], позволивlлие, в частности, придать четкий

сr.iчсл граничныrii условия..| вариационной 3адачи и вuявить допустиlruе типь. гра-

ничных условий в случае, когда ,.lини..rизируемый Функционал содерrхит все проиэ-

воднше заданного порядка и в состав границч входят 1,1ногообразия различной

раз}rерности.

В дальнейшем вопросы суцестаования обобценных речlений вариационнчх за-

дач в пространствах С.Л.Соболева изучались раэличнь...iи натенатикаr,rи. 3десь,

преrше. всего, следует отitетить работч А.Г. Сигалова и В.Н.Каэимирова (cr.r.f3,

tl] и иr.rешtуrося Tar.i библиограФиrо) .

06ластьп, где вариационнuе }iетоды приilенялись наиболее интенсивно, яви-

лась статическая теория упругости и пластичности, линейная и нелинейная, про-

странственная и плоская (сн. Е7-9] ).
Перечислим вкратце условия, при которчх обшчно, за исклочениен тривиаль-

ных ситуаций, удавалось доказать существование обобщенного реlоения вариацион_

нчх задач ( в тон числе задач теории упругости и пластичности): 1) конечность
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меры области, по которой ведется интегрирование, 2') реФлексивность простран_

ства, порох(денного задачей, 3) коэрцитивность,.tини..{иэируе&iого Функционала в

Heцo1opo1i реФлексивноl,i соболевском пространстве (для задач теории упругости

и пластичности - выполнение неравенства Корна), 4) отсутствие вырохцения на

границе областИ или различНые ограничения на характеР вuрождения, 5) выпук-

лость или полувыпуклОсть ,.tиниt"iизируе}iого Функционала ( определение полувыпук-

лости cl.t. вf 5, с. |Ц2] ).
Oдниl.t из ограничений на характер вырождения, о которых идет речь в ус-

ловии 4), является предположение о наличии участка границы, где выро,{дение

отсутствует или является слабы}r;9, c.z33) Другое известное ограничение

содерх(ится в работе С.М.Никольского и П.И.Лиэоркина 1_10]. Так или иначе,

все эти ограничения вводятся для того, чтобы и}rеть нэравенство Пуанкаре, из

которого следует слабая сходиriость,.rиниt{изир)поцей поэледовательности в соот-

ветс твуоце}i пространстве.

В настоящей работе ..rы изучиl.t вопрос о существовании решения одной обцей

вариационной задачи и приведем ряд при}rеров разрец!иl.tых задач вариационного

исчисления, в том числе задач теории упругости и пластичности, в которых л|о-

бое из перечисленных выше условий 1 ) -5) MorKeT, вообце говоря, не выполняться.

ýl. 0сновная Teope}ra суцествования

Пусть !| - вещественное векторное пространство, >- непустое поднно-

)fiecтBo в Л , V- a"*"ar""нное реФлексивное банахово пространство, Q - про-

странство с 6- конечноЙ (положительной) нерой, Sprv) - совокупность из-

""pn"ы" "а ? в сr.iысле Бохнера абстрактнýх Функций со значенияr..tи в простран-

crBe ! , t,2* 3 (B.V ) - оператор (не обязательно линейнчй) .

Предполохrиr.r, что ка).(до"у r/(J поставлена в соответствие Функция

ф(r'|Ц) : l2 xV *-R, и пусть

к* Ц {ис) lф r,t(фlt) с L, @)J,
Пусть, далее, йZ - 

"enycroe 
под!rножество в "rо*"ar"" ,(р (тем самым,

в частностиi предполагается, что Кф* l ), а | - пинейнuй Функционал,
определенный на HeKoTopo,.r векторно,.. подпростра"сrвa .Ро " .fl , содер,(аце}r

,но*ество Tt|,

Определение 1.1 . Последовательность lrroJ пеN 
с2о п К+ называ_

ется квазl,LцllнuJ,Illзuруацей последовательностьD Функционала 

'r 

Н на ,.iножестве
'm , если

tлgr(tп)-|,пf цt(a). (1.1)
a-oo-1 цIе77l I

nr.r" 
[,rо }nal С 1o П К ф - некоторая квазиминиliизируоlцая после-

Аовательность Функционалаtуlr) на множестве '/Й , которая до конца этого
параграФj считается Фиксированной.
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0пределение l .2. CKaxer,r, что элемент 1/ rrHoxecTB а .ЕOП Кб пр""адле,

l(ит ,.tножеству ?ll, , если суцествует эленент t|С?illтакой, "rolf (U')<Yr|U\
СФорlулируеr.r ряд условпй, прч вчполнении которчх нu докапен с)дlествова-

ние эле..iента И€Йl, , уаовлетворяюцего равенству (1.1).

Полоlrим YпСN,

ln(,)- ttц),
Условие 1.1. Слцествуот непустое не более чен счетное сенейство

Й - lQ*)KcJf, пЗ"еринчХ ПОАr!iНО'l(еств пространства -{? п Функция

ý(.) eS (r2, V) , завпсящие от послеАовательности lrnjnrlt, такие, что

1l пь(Q rr!*t2* ) :0, u rp.(.) rп F) € /tU?,v) 
l

YKeK , VпеN, 3) |Lg_(.) Г(.) е L,(P,V) YKтJ( ,
4) для лобой функц"" 7F) еL-в2,V* ) , облаАаооlей Gвойствоrl:

ЧrхliarУЩQ, , ,о" хtо- непустое конечное поднноrество " 1t , зЭ-

висяцее от 
у(о 

) , имеет йесто соотl.|(tц,ение

и\< 7k),€olo>da_\.r|o,f@)>do. (1.2)

3анечание 1.1. Совокупность бункций f (.) "" $ И,V)rа*"r, что

Fg*F) {(.)е/, (t2rV1 VKcJC , образует нетри9уено€ лвп (локально

,rЁ!ii',Ё:|i,:ri-::::::,::::::ж,:T:;,:.::]""i,li"o-.-.
Условие 1.2. Суцествует элеиент rеZflЛо tакой, *rо <{ [о) *

*<f, 0 >, Функция ф l',' lU) з Q, Y- F суперпозиционно и9иерина
(т.е. для лrобой сильно 

"з"ериr.,ой 
на Р Функции f(') со значенияriи r про-

crpa"crBe V Функция ф(., Г(.)l4) ,зrерr"а 
"а 

Q lп tttI) - r(.).
Условие |.3. Для почти всех .r€lJ инеет r.rссто соотношение

п
пеll

Условие l.Ц. Если ф(.,lt,)lrг) €L|(12)

Ф lJ ерiф (",. lл* ) с epi ф (n,,lu) .
к>п

,

\а
ф (", f(cl lл )da< liп , (0п),

цестзуDт конечнчй или бесконечluй

п-ф

Этот предел (конечнчй или бесконечнчй) сlцестэует э силу тоrо, что су-

-</,dХ"".услоэие 1.2)
И lr tt"l и конечцйоfu , |, rIo > -
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Условие 1.5.

t"f ф (.,(ll.\eL,UJ).
r€ч

Услозие 1.6.

i:l * (., (о (.) l /п ) е L, U? ),

В усrrоэии 1.2 r(.)- Ф),нкция из усrювия l.t, а а усrк)виrlх 1.3-t.5
{r- эленент из услозия 1.2.

Теорена 1.|. ЕслLl вuпмненч уаювчя 1.1-1 .6, ttю меtенп tГ uз умо-
вчя 7.2 уOовлапворяап соqпнаценир (1.1).

Доказательство. Поскольку послGдовательность [ýoc.l j orlt схо-

дится слабо к функции ý(.) " 
простr,анств" Lr (P,Vra) , то, в силу из-

вестной лсн}rч назура ( эпервче ленflа назура r подобнчх ситуациях бчла прине-

нена Кастеlюm fll, с.2lО-2r,5, 383] ), найдется последовательность вида

п
f),t

a r, (.)} пеN ,
ЦЯ,:,

где 1) t!"', О Vк,пеN, К,>П: '' t!'rлQ пр" да""о" n€lV лиlOь Аля

конечного HHotecTBa индексов кеN, к ;.4.i Зlý 7!l- Ц
которая сильно сходится к qylu, ft.) . пооёТо",i"r., Lrh (r?rvа),

Из послеАовательности [(^t.l}n.л , очевидно, нохно иgвлечь подпоGле-

довательносr. tio, (.)}r.л 
-"Ъrоо"Йся 

к Функци" r(.) почти всDду ,а Q
Пусть ceQ - прои!!ольнаl точкаi э которой ука9анная сходиность ине-

,rпr,Я !:n 
*(с,{л ь)lt^)). со !"rrоrф b,,l .лл ) Vle tt,

откудапои/€N,lrl

ет несто.

иl'lесн

(0, t"l ,5",t!"'+ la,f 
^ 

tt)lt*) е

получин

l

qФ r ерiф (с,, |ч*)r'ol

Q"хс"оуе f, и уGтренлtl

с Фа ерiф(а,,|[^),
К'Oе

к Ф r получаен

Im
l-ф

я
,. пl

t
(ol

8t

( 1icl, ц ф в, Г. {л)lrг* )) с



оо

так что

({(r),

в силу условия |.3.
Соотнощение (1.3) означает, что

Поскольку, з силу условия 1.6,

пеtt

мя почти эсех, aG,Q, Vк е lV, ,о

еФU Фiф(х,.ltI*) VlcN,
к_ас

tfu
rео

Ф-U

2,1[l + (o,f .(,')lлл ))е

п
lell. К)Пg

ерiф (",,|[*)се

с (1.з)

( сr.r.услоrие 1.2 ), левая и правая части нGраз€нстэа (1.4) интегрируенч, хо-

тя априо9и интеграл от них нохет бчть оаэеilоО. Такин образон, из {1.4)

следует, что

ф (r,y(cl l [) < (l^ 3, {"+('f, ý" (r)l[K ). (1.4)

r -, ^'ol

В силу условия 1.5 и суперпозиционной и9нериr.ости Ф),нкции Ф trr'lU1

0 Bl Ц iпf Ф р,|о Еilrо) = 
ф ь,r* rr) l{л" )

0 r"l -,}, t !' о юl* Я,t'!' + fu ,| к @llr*)

для почти зсех х€ arVlelt, ,, iначит, HI ношGн принснить ленrу Оату:
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\ Ь Ё t,'О"ф (r,(*F)lс*)dо-
а l*ф 

*=Ol

[i,ъ
t4 ) Р, {" + 19, {к @)|t*)dс -

#' ! 
ф (о,Г* (с) lc^)da,:ы> (1.6)

l-+ф 
к,пl

Следствиен неравенств (1.5) и(1.6) является след),uцее неравенство:

Полохин

\а
(1.9)l"Ц t^ ф (л,€ 

о @)|tro)dc.

Лсно, что-ооý ha+*. На санон аеле-оО<||<+оО, так как paBercTBof =-оО
противоречит неЕ,аэенству (1.7) .

IlycTbf1> Q произвольно. Вчберен число

) 
* ," ý (cl l il dл- 

ly*Э,,t!l \+ 
(с,lrlсl|t*)й, (1.7)

Поскольку lq }"aл -к9азrнининизирушlая последовательность Функционала

|yL'l на ннохестве йП , to

И(\ + (t,€okl l to)da -. {,[оr) - ;:Ь!у fu). (1.8)

оо

п+оо

lrrN так, чтобч

}*t",ý,(э) 
lt*)/л < /r+е Vк>пуе, (1 .10)

по9тоr,rу

'-о l{U Ьф k,ý* (rll гr)d,с u lt * о VK> пхо

и, следовательно,

еО

hл>
KlO ll** l {'' ! ф ь,гл(с) lt*)dc*/l+e
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ф (r,| (r'llc) dc - h.. (1.12)

В силу условий 1.2 и |.',, ý(,)еt(t) " tI€Й С учетон (1.12) оконча-

\
а

тельно иriееr.i

9|(d -I+@,!(t)|ч)dс - ./,л):

= 
\ фr", ý(а) |c)dr,.f,[> < l- rf,o) = у|_ lr Ul.
gI'aefll

Поскольку ,rrЙ, ,о -lа|С ?lZ :

! f 
(u') .9f U) - Lпf !, (,,,г).

Теорена 1.1 доказана.
Сфорнулируен несколько относительно просто проэеряенuх услоэий, гаран-

тир)rщих вчполнение условия l .3.
Пусть Л- элеиент из усло9ия 1.2 ч Z€l? ,

Условие t.7. Функци^ Ф(аr,!r'О'+tГ):V*Р вчпукла и полуне-

прешвна снизу.

Услоэие r.B.Ye>0 и для лобой непрерчвной а66инной Функции,

6: V*P , удовлетворяшlей неравенству

ф(о,€lt'")+t)>гG) VrеV, (1.1з)

сtпцествует число/L*€|/, a""r""цее от О , О , такое, что

ф (o,1 | ч'О|+ !г*)>. т({)- е Уrе V, VK>o*. (1.14)

Услоэие 1.9. VC >0rVR>0 и для лобой непрерu.ной аФФинной Ф},нк-

цuчЕi V,*Р l удовл€творrоцей неравенству (1.1З), с!цествует число

П'еll , завиGпцее оt [,,R , Т , такое, что

ф (",(lt''+ц)>г(l)-с УF€У, !rl€Р, Vк>п*, (1.15)

условие 1.10. инеет несто соотношение

iлl ф (ц| |чIО'+ [о)
й асN

(cV.l(l*+oo l r l

Теорена |.2. Условuе 1.8 яамаrcл utеёqвuед ус!лооч17 1.9 u 1.1О.

Докаgательстэо очевидно.

Теорена |.3. Уаповuе 7.3 явмаttся слеOсttвuеtl усJловuй 1.? ч 1.8.

t|оказательGтво. Условие 1.3 следует из такой инпликации:

:{о,О.
( 1 .16)

lT.V, deR , ({,а)т ерiф [r,. | [(О| +[)}:,
'l,



* [({,а)С Пr Ф 

^Чо 

epi Ф (c,,1tllo)+tI) , (1.17)

Установи1.1 справедливость и}rпликации ('l .17) .

Пусть{с V,dсR , причем (ý-,а) С ерtФ (or,|['o)+lJ) тоrаа

а<ф (r,Е l c@+tl), (1.18)

Пусть ff,V*Л- непрерuвная аФФинная Функция такая, что

" 
*(с(|ч'О'+t)>сG) VrеV (1.19)

а.t({). (1,2о)

Такая Функция найдется, в силу условия 1.7.

Пусть ý;Р таково, что

а<аG)- е, (1,21)

В силу условия |.8 (см.неравенство (1.14)),

epi ф (r,, |rIФ+ tIr).c epi (ct,1-o) Vк>п" , (1-z2l

откуда

U _ ерt,ф h,. l л(О)*lл" ) . ept (г t,l- il. (1.2з)
к>п* '

Поскольку e|.,b0-0) - заr.rкнутое выпуклое *"о*".r"о " [ , то из

('| .23) следует

б U_ ерLФ (r,,lr'*tIK). epi(TO-e) tl.zal
кr-п'

и Ter.r более

П. m U epL ф (",,l tr'О'+и* ) с чi (gq-e), (1.25)
пеil к>п

Из неравенства (1.21) следуе, (r-rЕ )€ ePL (Tt,l - il , а значит, и

подавно, в силу (1.25), ((,а)'ПчФ 
^Чпф 

(r,,1tIP'+0*).

. Теорема l.] докаэана.

ý2. 0 суперпозиционной из}rери..rости Функций

lo. Пусr" V - ""*".r"енное 
банахово пространство, Ф:\l *Р - собст-

венная Функция.

0пределение 2.1. Функция ф ,"ar"""тся коэрt4tuп"tвной на V , если

iлl ф(r)r - "- (2.1)

(eV
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Iir* ф(€) 
-+{с.

(еЦl(l*+оо l ý l
(2.2l

t R определяе}rуD соотноше-

3аr.rетим, что если V - р"Фп"*"ивное пространство, " ф- полунепрерыв-

ная снизу собственная вuпуклая 9ункция на [ , то неравенство (2.1)являет-

ся следствиеrit соотношенпя 12.2l .

Введеи ял^ ф сопряженнуlо Функцио ф

ниеa.t

ф*() Ц шр (<.,ý)-ф({)). (2.з)

ГсV
Функция ф*, о""arоно, выпукла.

Теорема 2.|. Дм пtоео tцпоба фунlа4lяф on- коэрl4lдп)внаi на V ,
необаооtл.цо u Оооtаttоцно, чmобч фунlа,цlя ф* бпr- оеwнчцена на каэфолl непус-
поl4 оернчченно^ лнщспое в V*

l|оказательство. Необходимость. Пусть €оеdЛПФ Для лобого

x>Q вuберем число 2"с> l (0 l так, чтобы

фtrl -zlýl>ф (ýr)+tlýoll V{: l\l>-xN. Q.4)

инеен fý, Ш ril )-fu1, V7eV*, \yl <rz

фt€)-<Z,Ч) -- фGl - {lýt>

>Ф{€о1 + tl{oll ,- ф(со) - < ?,€о>. (2.5)

из (2.5) следует, "то YZ. V* о l2l < r:

bup k q,€> -ф(ý)) - цLр З ?,l>-ф(сl), (2.6)

ý.V О t€vllrш(fuz L

поэто}rу Y2еY*,l7l=l,

*
v

ф,tl:*f (.r,u, - фrсi - 
ч.Чft?-.л ,(',,,r> 

- фrгl)=

.\Ztr, - 
;1rf 

ф(rl а, ъъх - 
Ё:f 

ф(ý). Q.7)

далее, VуcV* , l7l<t,

Ф*ql-чк (./,{ > - ф(ý)) : 
r.чfffi*а. ,L'r,|, - 

фrci "

,-оъ"- 
Ёfi 

(-+ rrl) - - N"r- ;:{чф(€). 
(2.8)
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Из неравенств (2.7) и(2.8) следует, что Функция ф
6'о" ,"р" пространств" V* с центроr.r в нуле, а 9начит, она оrрaнrчена н€

вСякоl.r непУстои ограниченнон нноПестве. ,+
Д9ста:оч_rюсть. Во-первчх, отнетин, что посколь*у Ф Ь) < * оо, то

-ф-tоl>-оа.но -ф*(о) - Lпf фU),
EeV

так что неравенство (2.1) докаэано.

Докахен теперь соотнощение Q.2') . Буден доказь.эать его от противного

Допустим, что сицествует последоэательность l{,1 a V . tO} такая, что

d4
ъч.D
пеlt

ф(€^)
<. +ф

l ýo'l

, trýаl-+*оо.
Полохин

Е Ц mлr(O,L+t),

так что e-L '2 l,
пуст" Vл eN - qункцuонал 

|116 
V*r"*о", 

"rо l ,,ol-t

Этот вчбор эо9ноlrен tcr.!Z, с.|35, ,"ор"." 2]).
С одной cтopo}ru,

*R ф- G?r) =*ф,

"< 7а,|о)- lГо l.

поскольку Ь7оlоа - ограниченное инохестэо э пространстве

гой сторонц,

*р ф* р7о) - yn .;Jf (< th,t> - ф(Еl) ,

,. ti (."r", {о ) - ф tro)) - #п 
(,l ýо l- Ф{r"))-

-лtf ('r"о(,-ffi)) , y,fl |о€оl(r-Ll)-

- (g-L)*fi l rо l > ::ff 
Ш Го l- + Фо.

L -

.}

ограничена на ,п-

+
у . Но, с дру-

Полученное противоречие доказt вает достаточность .

Теорена 2.1 доказана.
2О. Положин Ytr 0 :

9о



Фrt,l Ц 
y,vff|t.r(.r,o) - Ф- |)).

Ясно, что npn 0€\<1z вь.полняется неравенство

*,tt1 < Фr"(€) Vg е V,

Далее, поскольку

фr* (,) * 
#a-k Z,,>-Ф* t7l),

то

Фоrrl* ф**(€) VуеV, Vz>0,

,
ф-*(r ) - lirn * к) - ъlLр фz G) Vуе V.

|+Ю ' 7>0
заr.rетин, что поскольку

ф** (r) * фrr) Vg е V,

то

фrtrl"ф(r) Vr.v,, Vt >0.

есп" ф вuпукла и полунепрерuвна сни9у, то известно, что {- Р, 
"

поэто.,lу в этоri случае

ф(r) : |im Ф, tsl - ур фrвl VFе V. (2.9)

|+*оо О z>0

В заклочение этого пункта отнетин, 
"rо 

Vrr@ бункция Ф, "*rr** * V
и удовлетворяет оценкан:

Ч(q) - 
z.u |f7r.r(,r,*, - Ф*ql)*

<zllqш- Lпl Ф*q)*n 
2.V*; i1tеъ

<tl(l+tД.r-#$фt€l Vgс У
и

ф"trl -2.vffi*z \.r,€> - ф* tф)>

,_-ф 0) -ff Фr?l Vrev.

(2.1 0)

(2.11)

Из оценки (2.10)следует, что qr"*ч""Ф, rr"np.Pt,.r" * V YT.>O,

9l



Теорена 2.2. tlycillD ф- соОаrвенrGIя коэрJцtлцlвtlая фанпмя * V u V'-

сеtlарбелоное проопw.нсttво. Toefu.Y z>0 чдеqll lqealo равенсп.во

фrt,' - 
'rffir." 

('|,,> - Ф* {7l),

еОе ИlX - счепное вdу uйное поОмнmqпво в ,троаrцноrве \,|

(2.12,

Доказательство. В силу Teope}ru 2.1 , функци 
^ 

ф* непрерuвна на

Кроие того, Y't,rO ннохеGтво tll п |2cV'lГ7t.z!

*

V'
плотно в lшаре

. Из этих двух утверждений следует равенство Q.12l.
2 доказана.

v - вqцесrвенное банахово пространство с сепарабельнчr,r со-
paнcтBor.l V*, .Р - пространстэо с 6 -конечной (полохительноф

l7.V*llyl.rl
Теорена 2.

3О. Пусть

пряхенньaн прост

нерой, Ф 1. r,)z Q ' V *F - Функция, которая для почти эсех gбQ являет-

ся собственной вuпуклой и полунепрерчвной ""r"у "" V
Условие Z.t.V2€ V*Фу"*ч"" фr,ф 

"з"ер"ла "а Р
Теорена 2.3. Еапl вffiолнено !с!lовце 2,7, ltю фунtалл ф 

"yrr"pr,ro"urw-
онно ll,зlлер,цп.

Утверlиение теорень. 2.3 очевидньш.r обраgоlr следует иэ теореиu 2.2 (сн.

равенство (2.12)) и соотноrщения (2.9).
В следуrqцей теореме 2.1 расснатривается ситуацияr в которой условие 2.1

вчполнено.

0пределение 2.2. llусtь х!, u l - непустuе подr/tножества в простран-

"r"" V . Скахен, что нноlество f полно в нношестве р &спr V{rЭ су-

цествует Uеа такой, .rо fg+ U-Ьцео VtrLаD.
Теорсна 2.\. IТуспо Vo- *^rо" (но не обязаlеttоно rшапноеl пфлно-

тэспао о ,rроа,rрrоrве \'l . IТреОполmлл, tatto

1) V{€Vо фан,{l4л ф(rl) uu.tepl,a ю Q , 2l dllя по,апl Bcergg{)
фунtсt4.я фИ,.| неfФеивrа на нека|арол лншс'tsеtr СdОrПф(Ц,) , копорое

пмно в dmф@r.|, ?7рllчеJ|lлнФсllвоVоПf, ,urario в лншmве Т" . ТоеОа

асловuе 2,7 мпмнено, ll, сttеОоваrелоно, фунlцчя ф сgmёрrlозuцuонно uмеw-

|rV* и. точка JD принадлеtит To}ry ннохест.у
идет речь в условии 2) теорешl. Тогда

ф* И?) - -f, (. |,f, - ф (r,F)) -

- q.ЖФrr.r('r,l'-фr',r)) - уr(,!,|>-Фцуl) -

- 
r#fч, 

('а Е '- ф@,ý)) -, ж,kr,p - ф (r,гD,

tц.
|]окаsательство. Пусть

полrrой rеw э Q, о которон
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Но, с другой сторонч,

так что
,К (.Z,,Y> - ф Иý))оФ*r o,1),

цry
(еV,

Fr,r>- фЬ,rl).Ф*tп,2) -
в указанной эцOе цепочке равенств останови,.rся лиlоь на равенстве

ИЛИ, ЧТО ТО Хе Caa.lOe,

(0стальrrче равенства очевиднч.)

|.Жро,.,('r,l 
> -ф F,ý' : ,t{.Fr,y2 

-Фr*,rD

,.i#|*"',(*1c, Е) -, [,r,) : y!"l+ tчil - < !,( >),

u

Пчсть {о е dоm ф(rr. ) * f,э Полохин

у Ц _to| (ф(а,y)-.r,rr)о lебх

v(r) Ц +@,ý)-<?,r>-/.
Нан нлно доказать теперь, что

ч(rо)>0.
t|ействителЁно, расснотрин Функциlо V(.) ," отрезке Гlо,а) l гА€

(lоrUr)С Г. . Тогда известно, что V(,) непрерчв"" ," оrр."*" Еоrи] .

Кроие того, V(ý)>0 Vge (gоrИ] . 3начит, в силу непрерuвности Р(о)
на ннох(еств" Gx, V (r0 ) >- О.

Поскольку qункцпя-l|tr> - ф(., r) из..rери..rа на Р VУе Vо , то бу-

дет излrерийа и Функция Ф'Fr2) как верrняя грань счетного HHot(ecTBa изr.rе-

рпнuх на Q Функций.

Теореиа 2.1 доказана.

Следствиен теореиь. 2.4 является

Теорема Z.5. rUопо \ - сеtuрбелоноqпроалlщнс7пво u Ota поwа

"се, се{2 лнФс7rЕю tлtdопф@,.) + И, пwчел ФР,r1 HeftpewBua ,а
iлtdЛmФltr.) . ТоеОа yclloBue 2.7 ваполнено, tl, слеОовапепоно, фунtцtlя

ф суперпозш4лонно llзмерд!0.

ý3, 06 одноr,r обобrцении основной теоремч

Пусtь ,f - вецественное векторное пространство, ! - 
'."ny.roe 

под,.tно-

хество . Л , Jfely' Пу"r" I?'.аo"y je1,1 , j<lt , поставленч в соответствие:

1) пространыво d2: точек 3У' с 6 -конечной (полошительrюй) нерой, 2) ве-

",



щественное реФлексивное банахово пространст9о V; , З) оператор У1

-SE,V.) * обяэательно линейнчй, 4) оункци/я фi |,, |, ) , а;-
полоlrиr.l ф Ц (е,...,фrf) 

"

**Ц lr.) \фj (,t,to|u)eL,@r) Vj-,,...,"lrl .

:!-
V,,Я*R.l

Пусть 7Т[, 
, 

"enycroe 
qод}|ножество в "rо*е"rве Код n f - ,"nycroe

под,tножество в }rнoжecтaaRn '' , обладашlее тен свойствоr.t, что

t \ * (n"',!, Ul| n) dou', . . .

а,

, l * Ь'"', !"t,il| фdсП',,г), а Vrc пl.

Пусть задана собственная Функция F : Q *F,
Рассмотриl,t 

"" Й Функционал

уtlЦг( \ е (r"), ! 1u)|,r)d,""',. . .

а,

Ф, (о'"' ,rп(г)l ч)Ь'"'|о).,l
яJt,

(з.1)

Нас будет интересовать вопрос о суцествовании эЛеменrа сСЙтакого,
что

, (u) : ,!!о | fuI (З.2)

0пределение 3.1. Последовательность |Uo\orN С r(ф назчэается

квазиmинизируощей последовательностьD Функционала ! (r) "а ,"о*есrэе frlL ,

если

1} (!. * ь',4 ([)|4), ...

... , 
'! 

ф, РЩ, ln (t;ltп)dп'П,г")rа Voe l/;

2| ^ 
Qtr

-' 
лИзkr^) - i!r|* р(а).

Пrсть 
[Ло lnrr С К+ - неюторая квазиr.rининизируш|ая последователь-

ность Функционала ! (.) "а ,"опестее 77L , которая до конца этого параграФа
считается Фиксированной .

0пределенИе 3.2. CKaжer,r, что эленент // }rHox(ecтBa К4 ПDПНаДЛеПЧТ
'пtюпестэу Йl, , если

9q

1) ( bt 
(cu', !,(г)lг),, . .,Ьr*" (rn',t"иlt),)e Q ;



2) суцествует элемент !Гl€.йтакоп, что !(r')<9(t).
f,борнулируей условия, вшполнение которь.х гарантирует существование

эленента tletll , удовлетворяOцего равенству (З.2).

Полоlкин Vj=rr,,,,J{ , YпеN:

€!'F):$Uо).
Условие 3J. Vi=,|.,,.,,,/ aущ"ar"уlот непустое, не более чен счетное

семеЙст.во 0{ry'=Ld;\ ке'lс;' из}rеринUх noAllнolfiecтB пространств а Qi и ovHx,

ч,пя (U'1.1 €S@;,}), J""r""цие от послеАовательности lrr")"ы, такие, что

1) mеь (Оrr_rЧ*,Qj"') -О ,

zl 
/,o.Bl (i\'!1 |i 

' 
L, U?j ,Vj) YKeltr,,

'-Yr.l"
|!'(l

,"" 7Р 1,) е L ".@r,Vi} 
обп"д"-t"й свойством:

14 u аг(4 ''^| .о" $'.-'- "enycroe конечное под}rножеств" . 1tj

3) для ,

sчрр ['j) F)
зависяцее от

лпбой Функц

а.l
, и}lеет }tecтo соотнощение

{lл \ .zИ' @Р), €!'trV'l>da!)-
п*ф Q, Q

- \ . 2l'l 
ptil1, €!' @9') > da!'. (з,з)

aj . -ul3амечание Эl. V|=/,,..,.Уf 
"o"o*yn'oc'b Функц "о |!'(.) ". S (lЪj,Y)

таких, "ro/p,rr(.)ýPi. leL,U2r,V1) VK<X| , образурт нетризуе,.rое

ЛВП, KoTopo"-J д"лr""йшем обоэначается через /r @jr|ii*") . Соотно-

rление (З.3) означает слабуtо сходиность в пространсr"" Li UZj,V/roz0'),
Условие 3.2. Суцествует эле..rент tе2 такой, "rо VS-lr.,,r!{ qyr*-

un^ ф (.,. lл) , Qi *Vi - F суперпозиционно изrltери ," n li Цr1 - (Y)F).

Условие 3,3. Ui :lr,..,X для почти .се, 2V'6Q. инеет несто соотно-

щение

"J- _Ч"ерLЧ 
(л9',.lл* ) с epit QQ,,lo\.

,n 
,"no"ne з.4. Если 

:Vi=l,...,il 
Функция f; LlPrl|t)<L,U)j)
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oi bn', qV' 69' )|t)dлР --

У,*, '"u', 

{!' tn'j')l,ro)d"V, ,
п+ф

то tf €?lL .

Этот предел (конечнчй или бесконечнuй) суцествует в силу тоrо, чiо

tлo } оaЛ - квази..{инИr.rизирурi!tаЯ последовательностЬ ФYнкчпонала!(,) на

множестве fl| .

Условие 3.5

\
ai

lir*

Vi=r,.. . ,l выполняется соотношение

но

где

то

В силу условия 3.7 и соотношения (3.4), иr.rеен

3аметим, что условия 3,1,э.6 аналогичнu условиям 1.1-1.6 соответствен-

Условие 3.7. Функци^ F:Q --F сfln"aaeт таки..t свойствон:

,ftfvф; 
(, , ( У' l,r\e L,@r,l,

Условие Э,В', N1-1r,.,,"|'| справедливо соотношение

#i ф, (, Ii' tq7а) е L, @j ).

.rnn (10 ,. .. , |Ф', U) , Q лt,' /l'-=

Щr Q|',...,|! lго) . 
'rNY 

,. . .,l!!' t ,, ),
п+оо

Теорена ),|. Ectlu ваполнена уаюал 3.1-3.7, mо элелчеюп 1Г

Btlя 3.2 уOомаtворяеп соапнаuенuю В.2| .

!оказательство. Как и в Teope..ie 1.1, с помощьlо условий 3

танавливается, что Vj-/r.,,rlf ,ra", место неравенство

/9,* Нtl ,

где

f| 
dф 

\+, 
t"a, t tсi ,г| dt{),

uз lcllo-

1 -3.6 ус-

(3.ц)

.0
mt

oellL
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гАе tI|erП.
Теорема ]. l доказана.
3амечание 3.2. По поводу условий, достаточнuх для вь.полнени, усло-

вия 3.], сн.теорему |.3.

ýq. 06 обцеr.r виде линейного Функционала на однон

подпространстве в пространстве 0рлича

Пусть [2 - пространство точек 
' 

с О -хонечной нерqй, Г= 
"qлссr.

венное банахово пространство,РlзQ х|_Р - для почти sсех Деr2 Heoтpxi

цательная четная вь.пуклая бункция на Г такая, uro /ul @n0) - 0.

Введем Функцио М1 : !2rГОу*'1*Р, определеннуо для ,еР , t>0 .n ,
дуоlцин образои:

,- F v"',. .., l' I u ) - 9(u|,-, kI'),,

M*!o,t) ц urT,t|4 д4 (с,u) '

Предполоrким, что выполненч следуоtllие условия.
Условие Ц.l. ltля почти всех 

'€!? 
Функция /Yl(",,) ограничена на капдо.l

непусто}r ограниченно" ""о*естве в Г
Усяовие Ц,Z. VuеТ Функция /tl kru) иэнерина на.Q
Условие Ц .3 , Vt > 0 Функция l"l1 (, ,|) ""л"рrr. "" !2

положиrq Vu |) е S (!2,Т )

p(ubl)
dl

ц(utl)Ц ьr! t.
t,O,р(Щr )*'

Полоtким, далее,

Kf : [ut.l. ý U2,Г)lр(аt,l)=fоо),

L р 
:[с (.) ( ý (Р, Т )l1 (ч (,)) 

=+ 
o-J ,

М (о,ч @Ddg, "cnn 
М (,,ц (,))eL, U?),

i ф, 
""nn 

ful (,,ч(,))€ L, ({2),

\а

и

(4.1)
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Еr-[а (.) е S (tZ,T)ltu(ieKp Vt еRl}.

llHoxecTBo К, назuвается lulассол| Орлuча, }rножество /, - поооrrИ,"с--

болt Орлича, " 
'Р- фунR4lонмоI4 0рлича , 

^::", "rо ЕrС К" С L, " ЕF -

наксинальное векторное подпространство в д/ .

Буден рассматривать F,л как полунорttированное пространство с полунор-

ной | и через { оОо""6"ин, как обччно, вецественное банахово простран-

ство линейнчх "епf,ерuвнuх Функцио"aпоa "а Е,
Обозначин ""р"э 

-Ь', вевооное пространство сильноiизмеринUх "а Q
функций tГ(,) aо значения..rи в банаховон пространстве Т^ , обладаюtцих таки-

ни двуt{я свойстваl.tи:

. 1) < lI (.),ц (.)> е L, бJ ) Vu (,) € L?,

u р uielr,|(uol)sl h
Teoper.ra Ц.l.(0б оfuен виде линейного непрерчвного Функционала ,.E^.l

Паqо Т- реФлекаlвное проаlрнс7пво. Дм лtфоео фyHlct4loHattaf С Е! "Й-,
"ж:""жж:rr,* tIf (,) € F,r,шкоя, r- |f |Е* - ltг, tоl ! ц lд"|а-

о

<|,ч(.)):\.оr(а),ц(оl>dа VчНrЕр, (4.2)

ёf
Следстэие . Фунlсцлонаttlrl,- на !^ яв,ttяапея Hoplцa7. йtноалеttоно эtttа7

нор,а Е^ - fu,наr'во **"i{о, л.,{*"о uз.,|лаllрllчное lФоапф'lа'ву EI
в а.lry iM*r,аu Ei "о Ео , заФоаatю2онвенФвоll (4.2). 'r

Идея доказаr"п"Ёr." ,"ой" 4.1 содерхится в работе автора tr3J .

ýý. Некоторче свойства пространств" Зр
приненяенuе в вариационнои исчислении

Предполоlrин, что Г - реФлексивное пространство. Приведсн без доказа-
тельстэа слсд}rD|цие четчрс Tqopeнb..

Теорена 5,1. Пуспrь !(.)- uu.lectlloя на {? вацесilвенrив Фунrа4л, по-
лФ,оlw|ёr|ая в tфai mочке х€Q . Тоеф eclIl. tлрос7lwнапво L*(аЦl t,l)
нелlрёрвно вllФно в проаrинсillво EJ. , mо проатрнапоо Е, не4реравно

Bll@Ho в |tpoclllpncllllo Lr(!),Tiy-'?,t .

Тсорrнg 5.2. Сущеq|вуаl tlч,Ерд,ая на Q вацеап€,енrлсв пмфlпелDrrсв

прФw,нcлtво !о HetlpeцBlo вллщно а просйFнаtво
Teopetra J. 3 . (0 сскэснциальrюй Ko...!aKTl.K)cTr

,стэа ýо . 6 (g о, Е о) -топоrюгии.| Дм,ссяка7
,в^о"оЙr lrп ol}ir.l ё Е, ,лddwф фанпря tГ(,)

Blcda7 ttочке абQ Фчнкшjl I (,) папсал, ч,tо tфспwнаво L-(ОrЦ 1 tО)
нзпреравно м@но в пфаIвнаlлво Е, u, cttФoBalettoHo ( B.c-tctty rпеорем 5.1Ь

L| (t2,T*, x-'t.i.
эдиничного lllapa простран-

оернiчехна7 поаеОом-
е З, u поОпоцефваЙо-

,l* 
[Голt.)} *.л послеОовоtр,ttоноспц |Гп())оrлt,|аrаlе, * [оr() * tI (,)



" *ж:::" 
Iс",JЕ:;f:},;:Т?;,г* ) u м'(.,t1,|eL,@) ,

по tI(,).Ep"

lа (5.1)lI (.) ll </+ м* (с, с |d) dc.

Для доказательства этой теореич 9еФлексивность пространства

требуется.

Тне

ý6. Две вспоногательнче теоренч для векторнчх

пространств с полунорной

Teoper.ra 6.t. (см. ЕtЦ] l. Пуаtъ Х- веr-орлое rpoФrpaцc7lllo с полу-

ноёла1 р Ilуапо на \ эаОаttа аце поланора ,) , оалаМаrря tmtallal Ову-

14я cBa7otaar.1,1: 1l р* l - "ор.а 
,а Х ч апноаltlиDно э|паZ Hopr"a Х - fu"о-

r,oBo fФоопр,нс7пво, 2l всяlсая оернчченная в Х по Hoote р *l поqtеёова-

mелёноспь соOер,uп поOпоutеOовqпелонос7пD, ФyHфrlettllпtlD\w апноаде/lоно полу-

нор.а ] . ТоеОа d,ьпkаtр < * е ч на Motl за.|tкнуlпоlц веrспюрнФ| поопро-

сlwнапве Хо е Х ппко!rl, чло Х-ЛrФ kщp, n-auopa р эквuвсuр,лltlrлll нор-

rc p+l.
На основе Teopeнb.6.1 и теоренч Банаха о непрерь.вности обратноrо опера-

тора ножет быть докаЕана

Teoper.ra 6,2. Пуоао S - 
""rrrор"ое 

fросllwнсtllво, ,lcl ,(о|юраq эаф,на по-

лунорлц Y " ? ,ltlкuе, чпо паланорltg ý+2 являапся норtой на $ u ý пмно
dпноа!пельно эпюй норtц. Пуаtь, ilaltee, вся|tл8 послеOоваrелDнос7пD, оер,нцчен-

,ал по ноце | l | , cФшlln поОпослеОовФlионос7пь, ФанfuлеwалDнщо orllno,

аделоно пuаноаЙ 2 . lfuспо, накона,1, на ý зайttа аце пмуноw.а 2' ,
кчоря яо!|яепся нЙлоа на поОпрооttрнаве |gц,| u уОоалаворяап HewBe*ctь

ву

r'ш)= СG (ul + [ui VceJ,

еёе консqаша С eR ч не завuа)rl, qt Uе S . Тоеф пманор|а {+ 2l "вмло
Hopttoй на $ , эквlлвалеwпна7 Hopte €* [ 

.

I ?-р

ý7. 0б однон удобноli в прилохениях условии

ограниченности оункционала на 
""r""rз"рубц",

последовательностях бу"*цrо""п" ! - f
lo. Пусть |J| - непустое нноlrество произвольной природu,

" f z ?IL*R, Функционалч "а Иll
Рассиотрии 

"а ПL Функционал

9lЩ ?-|,
Нас будет интересовать )/словие, при которон Функчионал /

mбой нининизирушlей последовательности Функчионала /д -'

!| ?пl R

ограничен на
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Пустьуt/€/V и пусть Kaxrдo}iy j rN, jot, поставлены в соответствие

6}"*цrоr"п" 9i з ?tX -R " /i : ?tZ,o-R, причен найдутся такие вецествен-
нuе константй с " ', ; 

что имеот место неравенства

!(u).-Z !. (u)-c, VaerпL (7,1)

и l|

f и*2 litu)+r, Vuе 0tL. (7.2l

(7. з)

(7.4 )

.7-|
?l\ 0,1: [ис йlr|:F, li @l< L} Vj:',...,X, Vъ>о,

,""": :::; i"];LY}] 
0, Vf =/,..,, t{ таких, "," ЧП, h)* d " 

"!$ о,!7 
(u1*

lh. (! , U' -l; ш) >-оо V;+1 ,

Введен следупцие обозначения

и если J{>l, ,о

ueOL, @, ?j 
(ц)+l со

ы
urЧh),q (u)*+vо

rП,| (L) : /7& V ъ> 0,

fito
?j(ц, /.

Тсорема 7.1 .Пw вdпаllненuu условuя 7.1 фунlа4uо"-, 9 оеwнuчен на л,о-

баi мlнчмlзuрушlей послеOоеапелDносlпl Фчнtчuона.rc t,
Дока за т ель с т во . Пусть |uп\оrн - ttиниl..tизируlоtцая последовательность

Фчнкчионала ty Наша заАача состоит в To..r, чтобы доказать неравенство

ffi 9@r).+ *. (7.5)

Предполоlкиr.r, что (7.5) не выполнено. Тогда найдутся такая подпоследова-

тельность |uо-\*.н последовательности |u^\ "etrl 
n ТаКое uпсло /CN ,

l*n;_,"'"?i@o*)-** прчК+оо,иесл" j>/ , то

У, Z 9i fuo_ ) = + о. подпоследовательность |uо*\ *rн являет_

ся, очевидно, нининизирушlей'последовательность|о Функционала lf , "о, с дру-
гой сторонч, в силу неравенств (7.1) и(7.2) условия /.l, инеен

Y--(?(un)-f 
[uo*)),- -r,-С' * Н(r' fuo.)-/rtu"_l)*

+ ; lm (з, (u"_) - |; @о.)) :+оО.
oTl к+ф
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Противоречие.

Теорена /.l доказана.

В следушtих пунктах этого параграФа нu отнетиr.,r два вспо}.огатель}Uх ут-
вершения, на ос}юве которьaх в прилохениях удобно проверять неравенстбо

(7.4) 
"

2О. Пусть .1Р - пространство точек JD с О -конечной нерой, V- ."-
цественное банахово пространство,l| z Qr V * R , для почти зсех Q,€Q
неотрицательная ч,етная эчпуклая 65lнхция на V такая, "tо kl 1rrg)-а

Jlля rrобоi Функции U(.)<8@rV) Функционал Оолпча | определии по

Фор}rуле (4.1).
Пусть на классе 0рлича К, ".а", 

некоторчй Ф)rнкционал О:К;R К мя
прилохений ваr(ен сл)rчай, когдЁ @ - норна Орлича

l. t Цмf l+pft;)
tр tr0

или Hop}ra Локсенбурrа

\'l rr, Ц 
t.o,L;|G)*, 

l )'

Пусть л)€R, ч)--0. Нас будет интереGовать вопрос о To.i, пр, каких с{) инеет

иесто соотноOrение

ti,тL lrfu(.)) - tjа(ч(.)))- +{о . (7.6)
Ц(.rеКрrрIц(.)) ++о,о

Теорема 7,.2.IТустпо на7Оу,lrся пахuе rсона|аю- Д--g uB>0, 1аlю ur.eall

tеою 1ер.вецаlво

а (ч('ill= А + 0р (ut,l) Vч U), Кр . (7.7)

Палшлll ** Ц Ццl 0't , еОе g прФееаап вао coBorcaпHoc|llo пе:Е пdлФ,l-
mелонаr uu"er, 0 , с Ko|l,owal чJqееп лесlо нервенqпво 0.7|. Тоеф сооtпно-

uенuе 0.6| llдееп lеа|ю Vd= Z* .

Ясно, wrо 0 < а*<+ оо.
Доказательство очевидно.

Теорена 7.3, Пчсtпо О- оOнороOнm1 фунlо4лоrлалl о слеОаrацеNl еJ!цсле:

о(КuЦ)-кrо (uri VuOеКо,Vке(цl) , еОе Tzo . пуспtо, йllee,
Yкa lаД на7Оуttся кона?аwа BBl> 0 " lBl>O паюпе, wо ltl!ееп Mealo
нер,оенс7пво

р (KuFi<J tK)+ 0 t4 p@<,l) Vu F|, К? . (7.8)

IфеОпалшл.t,t, чtю 
*"

:tr, Б'|, (7,9)

Тоеф ecлtt rqнФеаff,о *о 0 , dttл каtоцr tll.eqt lеаtю HBpBeHallBo 0.7l не-

пуапо, поt*-{сО u, слеOоФtеttоно, в cully llleopera ?.2, coattHaleue Q.6l
члееп леаnо Yа> О .

t0l



Доказательство. Из неравенства (7.7) следует, что

(7.10)

откуда, в силу однородности функционала б , получии

А0
,ir+ -" Р (7.1 1)o(ur). (*uc.i VKe(a,l] , VчlirКр.

Воспользовавlлись неравенствон (7.8), из (7.11) получае}r следуощее не-

равенство:

А 7БtKl ?dtKl / \
в(цt l|< r"r; r т rfut.l) V*r(ц t), VutirKp , Q.12)

из (7.12) инеем

^Тойо < 3*
ипи

кt*-tЕ' й4 0*, (7,1з}

Равенство t*:*O является следствиеir неравенств (7.9) и (7.1з).
Теорема 7.3 доказана.

Достаточное условие для вь.полнения (7.9) содержится в след5mцей ниже

теореме /.4.
Для Фиксированнuх сеQ "4гЕ [ "ерез Ft ш() з LOr]-")* [4+"._} обозна-

чиir Функцио, которая равна правой производноЙЪу"*цr, t *Ц @, tO) МЯ
,"" /е |Оr+Ю), где эта правая производная суцествует и равна+оа- в ос-
тальных точках про}rежутка |0r+О)

Teoper.ra 7.4 (cr.r. fr3, с.24-26] l . Ecttu dлtя поwп,l всеа с€{? ,
VИе V, Vt>O u,ee,l меапо нер,венапво

lMtr,t,rr)-, ф@,)+tроrtl1, (7.14)

еРе !>0 , а фо eLr(r2)', по спрвеОлuво неwвенстпво 0.8) с фунtцuей

d(.j , опреОеленна1 на'проllцуmсе |1,1l coattHatreойer"| tk)-1l То* -rо,

"*r, lэt , mо вdполнено сооmноденuе l7.9l , u слеOовапелоно, в ус!ловuл,r пе-
орq"еi z. 3, х*: * оо u соdпна!енuе Q .6| llлеqrl лес7по VO > о .

_оJ-. Будем пользоваться обозначения,.rи предыдуlцего пункта,. Пусть Функция

/t. laJ trЭ, V* ) обладает теи cвoricтBo..t, что для некоторого fr,Q<e< l ,

и.iеет несто соотношениь

М* |., , t / rr) е L, ({)). (7.15)

Тогда

о (Ku (.))< / + 0p(Ku 0) Vк- (о,Л, Vч 1) е К2 ,

ы
цlоl€Крt pfut,i*+ac

l02

(Ptut,ll -\'/ (r),u(.)>dс) -*оо, (7,16)



flействительно, пользуясь неравенс

на V для почти всех Q€{2rYU1,1e

lа

твом Онга и вчпуклостьо qунхции Д/

l . /,r,, u (с)> dr < м
К, ..полччаен

r, {f ro)d" + ер U {)) ,
*

(

откуда и следует соотноц!ение (7.16).

_ пусть по-прежнеиу Функция f r), 8 (gЭ, V- ) . пусть, далее,

<{ O,u(.)) с L, |q VuQеir,'причеr.l

dЦ цр_ \./(с),u(о))dа./,
t11,1cL,lutolr<t р

t]ействительrо, Y4 (.)€К, 
"""""

р (u t,l) - 
} 

. { ь), u (с)> dr,-

-- р (ц о) - d ! ц oll р 
>- f (ч r, D- d - dp ( u 1, 11 : P-d ) р (u о) - d,

я

0п ределе ни е

пелDно фунlа,зuонаtла

услоэий:

(7 .17l

где l| .ll о - rоо"" 0рлича (внесто Hopr.ru 0рлича нонет бчть'взята норна Лок-

се"бургJ ).
Если виесто соотноrrения (7.15) потребовать вчполнения неравенства

(7.17|, то соотночrение (7.16) снова будет вчполненнurl.

так что соотноlленис (7. 16) иr.rест }tccтo.

В следWцих параграФах l,iu расс}rотрин ряд принеров на применение основ-
ной TeQJleHu 1.1 и ее обобцения - теоренч 3.1.

ý8. 0 воэрастаоlцих Функционалах

Пусть N|| - непустое ннохество произвольной природl.
8. 1 . Функциуп 9, ИL * Rназчвается аозg,аmцдt1 olllаo@l-

p r 7,?l + l? , если вuполнено одно из следурlцих двух

i ЪUР Р(d.tф, 2t 41Р р(ц)-*ф и
ц cilL' ^ че'?il'

{iлL Q@) -+а. (8.1)
,ЦеtrПrрlц*+ею а

0пределение '8.2. Последовательность |!п\оrлt С trlL назчвается оа_

wнчценной оmносчrпелDно фунпluонаtlа 0 : Иl, *R : "ё*.УlД Т fuо) <* uс,
Теорема 8.1. Дм пlоео 1lпlоfu фyHluuotlalt lr7П*RО''"6*, "o"*oroororrn

оrшоа)rпелоно фунtалtлоtша Р' ПL* R, необrоdlмо u Ооаtаttочно, чпоба лlfuя
поапеOовапелонос,лпо, оеwнuченная qпноаллелDно фунtчuонаtла t , бшц оер-

'аlченноli 
опносчпельно фунlцtлонаltа Р

Доказательство очевидно.

Пусть заданr. Функционалу q ;?7I, * R 
" р, trlZ *R. Пусть J{e t/,

Jt>t , и Kalxдo.riy ieN . ; ai поrr"эленч в соотэетствис Функционалu

a.zilL *i7 "о. ftП, З F . Пусть, далqе, заданч Функции Д: 111*Р ,ОlГ, 

" - П ,'!о" ý 9i 0Ф.асRt "ii rr@z)co.Rr , полоrин
j-t ol ' j-| ' l'- 

lоз



и

y*{u) Ц l, q,u), . . .,y"tul) Vче йl

р*@) Ц Г Q(ц,,..,p"tul) Vuе?7Z.

Введеr.r еце такие обозначения

Определение 8.3. }lнoшecTBo

суцествурт числа 0r rО2r, ., rО" е'Р
/ е Rl """o.e,.r ограниченнчri сверху, если

такие, что

Тlt,Q)ЦШ Vpro,

й| tp Ц fu е йIl р; (u)<p Vi:/,...,/'-|! Vpro, Vf 1...,t{

/.[t {1о...,г")еК-' l €i. о/ Vi-|,.. .,"ff!.
СФориулируен ряд условий, гарантирупцих возрастание Функционала t от-

носительно Функционала Р
Условие 8.1. Функционал @ возрастает относительно Функционап" у*
Условие 8.2. Функцпо""{ Р* возрастает относительно Функциона ла р

. ]"no"1" у,з,Y|=l,,.,,l{пVР'0 
таких, что t,i'oжec',." И|irp# 0 "

*&rпП 
( t,l ) -+а, и,,rеет несто соотнощение

li,n q* (d - * оо,
ucЙrI.P),pr(u)*+oo а

Условие 8.1l . Функци" Г оaраrичена сверху на каliдоr.r ограниченно}i

сверху под,tноlхестве HHolkecTBa б и не ограничена сверху на каlхдон неоrра-

ниченно}l сверху под..rножестве ннохества d
Теорена 8,2. Ilп,t вапалненuч усttовuй 8.1-8.4 ФaHlcmlottatt | 

оозрсlлаалl
qпноаlпелDно фунlцtлонuа Р

!оказательство. 8 силу условий 8.t и 8.2, нан достаточно показать,

что для лобой последовательносr"|uо\пем С Йl, , у котоойР}'/о)*
+*оО, найдетсЯ такЬя ее подпоследоВательность luо.\*rg , мя которой

'* 

(uo* ) -* +оо.- 
Вчберем подпоследовательность |ao^\*rlt послеАовательности Lцо\оrн

и ч,псло7€ N , i*$ ,. ]"*, "r*"PitLo*)*+oo," если i ,| , то

tX Pi (Uо*)<+ф |i-l, , ., , i:l ^ . Указаннчй вчбор эозноlrен, э

сйлу условия 8.t.
Наконец' в силУ условия 8.], инеен: l* (uo*) * + оr.
Теорена 8.2 доказана.
3анечание 8.|. Простейоая ситуация, при которой вчполненr. все усло-

вия 8.t-8.4 состоит в следушlен: 1) ?;(Ul>- оО ц

l0l.

р;fu)> -оО YueйZ,Vi-l,...,X, 2,) 

'(,)>- 

9
* (.)



t{ tI

- е,F {i Ft- Ц, р(,)=р* (,)= o"fi pi F)+ Сr,

rде El>0, ёz

иIiP*/ "

>0, Сr,С, е R , Зl Vp>0,,Vi=|,...,J| ,"*,r,
ЬUР П (U) - + оО , иlrеDт }lecтo соотноч,ения:

ueйJP)'

что

h*
чсИ|Р),рl[о*+оо

Lп |i И)>-пэ VHi
3i tu) -* ф,

ueйs (рГрrlul***

ý9. Теоремч суцествования в нелинейной теории упругости

Oпишеlt ситуациlо, об.,""о возникаlоlцуо в теории упругости.

Пусть !) - 
"any"roe открчтое связное нножество в пространсr"a Rо ,

пСN , точек О-(4r...r1п| В реальных ситуациях l<П<3. Если п= 3 ,

то нu инеем дело с так назчваемой пространственной теорией упругости. Слу,

чай п-2 соответствует теории пластин и оболочек, а случай П=| - теории

стерlrней.

Рассttотрим непустое ""о*""r.о 5 в BeKTopHo}r пространств" S (Qr/R'),

LеN . Элененты "rо*есrва ! буден назчвать c+alpлuяran.

Пусть на 

' 
определен on"p"rop J ( не обязательно линейнчй ), ко-

торшй кандо"у с"аце"rо ,э f, ставит в соответствие Функцио и9 пространст,

." S (р,/Rп ), пеN . 0ператор J назовен <)пеwпоро|4 оефорtlаtцuu.

пример 9.1. В геонетрически линейнчх пространственнuх эадачах теории

упругости 7tr-l!"-J,m=6, of, - линейннй тензор налчх деФормациЙ, Я- aо"о-
купность всех таких локально интегрируенuх rla ;Р бункций со значенияr,iи в

R' , у которuх с)дlествует обобценнчй в сиuсле С.Л. Соболева натричнuй

диФФеренциальннй операrор ! ( по поводу вида оператор" t в произвольной

косоугольной криволинейной системе координат с". П5,16]) .

Принер 9.2. S геонетрически линейной теории пластин 2-t , L-/ !

тегрируень.х на t) функций, у Koтopux существуот ,aQ ффценнче в с},ruсле

С.Л.Соболева производнче 2-го порядка.

Приr.rер 9.3. В геонетрически нелинейной теории пологих оболочек f7=!,

" 
R" , у которъ.х с)ществ)ют в обобrценном соболевско}| снчсле вчрахения

!Щ 0'цF) 0'ц.,(,) ilu,ti flurт)
lrn' О 0аO"r' 0с| ' 0t, ' 0t, n

линейншй оператор, действушtий на Функции u? z

0u, Ь) , durт

Т-6 J-He,
по ФоD,rуле

(u,(,l,ц2t,),цэI,)) 
-||оir(.)},ч,=, 

,ur# + к|чэ(,) +
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-i( 0urt,)

т

0u,{.1

2

+

lur(.) , |flurt,lf
т +Kzt\(.)+z\Tl ,

1urt,) 7uro dur 0 |т-тБI"0tz
где к, " /(r - кривизны оболочки (см. [ 9, c.3Z2] ).

Другие прииеры мохно найти в работе автора ПЬj .

Пусть потенциальная энергия деФор}rации задается соотнощениен

g(ut l\ 
gf 

\ ф k,! (uti)dс,

,а" фz Q хРП- Р - ý"*ч"я, характеризушlая Физические свойства деФоро

l.tируе.,tого тела.

nono*[* 
Ц 1r(.lex lфr,!(u(.)))с L|@)l.

Пусть ffi, непустое под..rýожество в ,.rножестве Кё , П^ - векторное

подпространство в пространств. 3 U)rR^ ) , "оо"о*"*". 
,"Z*..r"о //|, ,

| - л"неанuй функциона n "" -а,о , характеризушtий действие вне|лних сил на

деФорнированное тело.

3аФиксируен ФункциD цIО'1r1 е Ло . Введем r,r'o)|(ecтBo

rTL, Ц |u t,l, 3 (l2, R1) l (u'О) (. 1 + u (i) < 77Ll,

3ададиr.r векторное подпространство /, в пространсrа. $({)rR), "оо"о.
жацее,{Ho)fiecTlo J'illo

Пусть на Д задана полчнорr.rа ,I/ и пусть заФиксироваrо разпо*е"r" 4
в пря}rуо суниу векторнчх hодпространств:

L-ZФW@/ ФуФ д. (9.1)

Разлоненио (9.1) соответствует разложение то)цlественного оператоDа -Г,
," L в cyl.,l..iy линейных проекционнuх операторов:

rL- пr* Пп* Пп.+Пу+ПА. (9.2)

Полохиф

r"; Ц пl0 - п^ (?п0).

СrDормулируен ряд условий, при котоф.х суцествует с}rецение u()e7?L,",
кое, что

?у 
(ut,,) - пF!frh р, (ut,l). (9.з)

условие !.l. сучlествует Функци^ 0 k)еL, ({J) такая, что

0 @l* ф В,! (чР'!,)+с(.)|) Аля почти всех сеQ , Vс О е ?lZj .

Условие !.2. Qункци^ ф:QхR^-F суперпозиционно иэнерина.
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условие 9.3. Для почти всех rе{) Функция фlС,,): flП-Р
ляется собственной вчпуклой.

кая последовательность

Условие9.r,. УaЛопdirъУa* ч r- Hop'iraHa У ,причеr.rВСя-

условие э.S. YP|) е

.f,P(
пz + пуf пY)(

,)> < 0,

инеет лiесто неравенство

(9.6)

яв-

, причен ийеет

, Т.€

инерт itecтo неравенст-

(9.4)

(9.5)

ограниченная в пространстве

свойствоr.i, что

Условие 9.5. t/'o'|,)+ tI (

..tecтo неравенство

ва

[z'*'t.) +6k) (i r у"' (.)}*.л с (Пz+П 
w+ Пу)trtо),

L относительно полуноDr.rч / , обладает теи

цLD лкеN' '"(.)) <+€с .

flоп Ко Vr (,) Q Ш'о

(у

.)е

9у fu'ф |,| + [ (, ) - П^/(,)) -*

*?rfu'o)(,) +t (,)) Vt F)e шо.
Определение 9. t . CKaпer.r, что сr,tецени е [ (,)"э нножества ЦПL принад-

лежит }r'orxe 
"ra, fi., , еслч

I U@F) +lГr) е К+, 2) cvutecTвyeт с,.rаценпе Ц'1,1е77Z тахое, что

yr (t't D 
" !r 

(ч'О)(,) + tг rD.
Условие !.6. HHolKecr.o Г, (rПо) оrр"""""rо в /

Лll.D аlut,il<+оо.ut)eTn(ц)r. n'n
Условие 9.7. С ,lor.i""r""" 4 , Сr, tr, С, е R

l hrr(.))< С,9 fuP' 1,1 +tt (.)) + Cz Vc н 
" 

?п;,

Ц.t,u (i> 
= 

Сr+ С, 1л((Гr* г, * гr) u tl) Vt (,)с ??Llo ,

ПРиЧеalt КОНСТаНТа cq мохет бшть вчбрана меньше rюбого наперед заданного
полопитель}|ого числа, Bo3,.tolxнo, за счет и3r.tенения констант 4,t" С,

0пределение 9.2. Пусть / - no*ro*."r.o " L . Скажен. что Функ-

-FrD : Q,

чпяр(.)rТ , еслrу(.)еУ, p(Pl,))-/ " существуот последовательности

t/*h.ry С l0,*ю)' " |oЦ|t,|jrril . А такие, "to!**Q,7llt*oФti-

Условие 9.9. Справемиво вклDчение

(пz+ п" * по)rrп'о) . flо
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и с константауlи Сr€,Р ,а< l ийеет ..tecтo неравенство

.{, (Гr* Гr* то)гr.) > <

= а9 (u'o'{,) +tг{,) + С, Vc 0, ПZ;. (9.7)

Условие 9.10. Для лобого конпакта КсQ и лобой последовательности

l{r'"(.)}"./ a m; такой, что

it Ь kl'o| (,) + t/r)r)) */((Гr+гr+ Тr) un' (i)-**, (9.8)

и..rеот несто соотношения:

u'*) (,).Зоп, , J lu"'(.)) е Зрf, V*e N (см.ý4)

и

,rrrp,(lu'-'{.)!., + lly (u'*'(.)) l- ) . *"о,
хе}/ ' "rn, =rо, 

'

приче,.r Функция М'!' , К, (Rl;1* , R, i-|,з, lt-4, lz- п , поро*-

даlоlцая пространство Еоо,, , облаАает слеАупцин свойствон: Vl'0 най-

дется Функц"^ 0;::У 1 {KLrtK) такая, что и^rеет }tec'o неравенство

м|О* [n,y), l |Y|-Lnar'tol УЕс рО', on^ почти всех g< К ,

условие 9.1l. Пусть с}rецение tJ(,)cLrklQrK") ,"*о"о, что суцест-

вует последовательност, |4(*'t.)}*a N Сйl; , для которой инеОт нестО Не-

равенство (9.8) и соотноlления

\.u"r,u'*'!n)>da* l . rь),ч(о)>dr \лr,rcфtо,tк'f), (9.9l
а

' \. [ (r,),! (ч'о'1,1+чR' ki@)>dc -
* 

) 
1[ @),,/a>d. Vrt,) е cf {а, (R")* ), (9.1о)

,о. ,/(,) - Функция ," tf UЭrR'), обп"даtо*ая свойствоr,r

ф(.,фt,l)еL,tl2) . тогда ч(,)€ИZ.
Теорема 9,1. Пw вdполненuч условuй 9.1-9.11 сgщеопвуеm Фунlцtл

u(r) е.?П пакая, цmо члееm иеопо wвенапво 0.3l .
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Дока эа тель ство. Утверждение теореr,tы (см.опредепение 9. l ) эквивалент-

но TaKor.iy: cyulec13ye1 с..rецение ц(r)€ /f| , удовлетворяощее равенству

з r @(О)1,) * u(i): ч,,i2Ъ,lу fu'o' (,) + [ r)), 19,11)

пу"r" [{l(*)(.)}*aш 
- миНилrиЗируоlцая последовательность Функционала

q 
^1tl@1,) 

* , '| на 1.lнox(ecтB е 7lI оat' В силу разложения (9.1 ) , VKeN инееr,t

tl'*'(.)-z@(,)+ur''(,) + fo(*) (,) + yt4(i + l'4p),
причеr,i,. в силу условия 9.5, HolKHo считать, "rо fl")1,1-g VKet,| , и такиtt

образоrq, VКеN справедливо равенство

u|r|(,): zB)(,) + а'*'(,) +r/'*'(,) +dt*)(,), (9,12)

0чевидно, |r)'*'(.)}л.я . ПZ;.
Покажем, что всякая квазиl"iини},tизируюlllая ( с}r.определение l .l ) последо-

вательность вида (9.t]) бункционала !, (t/'o'+,) ,а "rо*есrве й/о облаАает

такин свойство..r:

ъlр р (r'*'(,) + ttIB'1,1+y(*) t4)< +ф. (9.1з)

кеfu' l

Ilля этого достаточно показать, что всякая такая последовательность содержит

подпоследовательность |r'*" (,) 1ЦВе) (,) + У"" (,) J еrп , у которой

уN р (z'r') 1,) + uгQ' (,) * 
у'*,) 

(, )) .+.о,
Последнее утверждение будем доказuвать от противного, а иненно предполо-

ll(ии, что

,- Ц р ("'*'(,)+tttч'(,)+y@ t,))*+oo. (9.14)

Введем обозначение

ц (u'o' (,) + u(" (сб tF, I' )).

8 силу неравенств (9.4) и(9.5) из условия 9.7, имеен

у (x"|r) * Сr9 (,l'o'(,)+l!'*) (,))+ Сr:

-С, (зr ш'О\ u'"'(.))) * 4 - f ,rJ'o' (.)> +

* С,. l, rt"tl l)) * Cru 4 (Cu+ < {,u'o' t,lr) + Сr+ Cll ок. (9. 1 5)

Вuбеоеrr доGlУ такое, чтоda >0 пр" к2Ко , и в дальнейrчен будеr.r счrа-

rатьr что к)-Ко

поп'.п"'р(;(iЦ У':'Ф)
бк

, так что VK1N, 
^ 

2Ко , инеен
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zG|(,)+urВ'р)+уt*'1,1 z@(,) tlIe|(,)
(9.16)

бк ок бв

Поскольку в неравенстве (9.15), в силу условия 9.7, *о"сr"rrа {, }ioxeт
бuть сделаНа r.rеньще лrобогО напереА запанногО положительНого числа, ТО, В Си-
лу соотноцrения (9.14),

(к)
z (.)

р'*'(,) =

r ок
+0,) (9. т7)

(9.20)

Далее, в силу условия 9.6 и соотношения (9.14),

/ л)'''(,) \
ц|-l 

- 
0. (9.18)

'\ок l
И3 равенства (9.16), с учето}l соотнощений (9.17) и (9.18), следует, что

/r hn' 1.;) 
- 

7. (9.19)

Посколь ку последователь Hoq'b Lp'r' Оj *r rt расположена в конечно..iерно!r

npocrparcrBe У (условие 9.А) и, i crny (9.19)rограничена относительно полу-
ноомы / , то из нее иопно вьцелить подпоследовательность (ее нч обозначим

Te..i же сивнолом) , сходяцуося относительно поллнооl|Е /,l в пространсrве У к

Функцпчр(.)еУ , у которой r(Рk))= | Фчнкчия/(,)е(Пr+Пп+Пr)йо
( см., определение 9.2) .

Из условий 9.9 и 9.| следует VK|N, К2Ко , такая цепочха неравенств:

g r 
(u'"' p l * u'o ti) - - < | u'o' (, )> + 9 (uP' t4 + tt(*) H)- < f , z ^ t, ) *

+ д/ 
(*l(. 

) + d'*' (,) ) - а 
^, {, рq (,) ) r-- < Д u'О)( i >+ 0-z)9 fuР|i+uП|,)-

-С;о,<{р'\,)>,,-<l,rl'О\.l>-фа@dr-С{6r(l,ii,r>.

Из неравенства (9.20) в силу условия 9.8, следует, что

9у 
(u'o't,;+ аК)1,;) ? * ср,

квазиr.,tининизируоцая последовательность вида (9. 12) Функционала

на л{ножеств, fttlo уаоrпетворяет неравенстЁу

ч tl(u'*'(.) + ur*l 1,) + y.(*lo)< + уэ,
к€N

ll0

(9.21)

полученное противоречие доказывает наще утверждение о To..t, что всякая

gr(чlО)t,)+,)

(9.22l



В силу условия t.4, иr.rеен:

и, следовательно,

ЧР(у"'(,)) <+о,о,

t, Ц 
:рr 

. f, y "'(,)) <1о2.

Из условия 9.9 вчтекает следушlее неравенство:

,, (u''(.) * tl"'F)), , fu' (,) + цrrl1,)) -

- af,ч'О'(.l>- ру.(цЬ) 1,)+u") (,) -Сг-С, .

откуда следует, что

t,t-aly (ч'о'(,)+ц(" (.))< <|,u'o'{.)r* Cn* Сr+ Сr. (9.2з)

Из неравенСтв (9.22l ч 0.23) вчтекает неравенство (9.8).

Следствиен неравенства (9.8) и условия t.lQ является

Условие 9.12. суцествует с}rеце"п"ц(iеLf (d2rR") и подпоследова-

тельность последовательности [U*'(.)}aaд/ (которуп r.ru обозначин тен ше синво-

лоtt) такие, что иr.tерт место соотношения (9.9)и (9.10).

Воспользуенся теореной 1 .1 .

Условие | .1 (после вчбора соответствупцей подпоследовательности) следу-

ет из неравенства {9.8) и условия 9.10, условпе 1.2 - из условий 9.2, 9.t2
и 9.1l, условие 1.3 - из условия 9.3, условие l.Ч - из неравGнстэа (9.8),ус-

ловий 9.|2 и 9.1l, условия 1.5 и 1.6 иs условия 9.1.
Таким образон, все услобия t.1-1.6 вчполненч; по9то.tу, в силу теореrФ.

l . t , инест несто равенстео (9.13) .

Те6'рехб 9. l доказана.

ЧаСТнuи случаен теоренч J.l являптся теоренч суцестэования рqчений в!-
риационнuх задач, в Torr числе з!дечи Синьорини, уGтановленнь." a fl7, с.90 -
l2].7.

Разунсстся, в схену иGследования, укаэаннуD в даннон параграФе, попr!а-
DT не только эадачи теории упругости.

Таким же способом ноr.{о докэ!ать, нспринер, с}лцестэоээние эа!лrчtъaх
обобrений !адrч из теории (ильтрации си.,,налоэ, сФорнулированнчх з f t t , с. tOO-

ll3] . 0Анако на это.1 воllросс Hr. !дссь не останавливаенся.
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