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стЕпЕни сингулярнOг0 эллиптичЕскOг0 0пЕрАтOрА

В.В.Катрахов,}l.А.Киприянов ( Воронеж )

Как известно, дробные степени элпиптических операторов играот Becb,Jta

Ba)|(Hylo роль В спектральнОй теориИ и в другиХ разделаХ теории краевых задач.

0сновой для их построения является теория псевдодиФФеренциальных операторов.

В настоячlей статье, следуя идеям работ Р.Сили [5] и ш.д.дл""ова f6],
ны будем изучать комплексные степени эллиптических операторов, в которuх по

одной из пере}rеннъ.х действует сингулярный оператор Бесселя

R: п2 + 2t+l п-g у -у,
При этоr.r ,.iы естеетвенныl.t образон-расчlиряе!i понятие сингулярного псевдодиФ-

Ференциального оператора, введенного в работа" [t,z](одноr.rерный случай),в ý3

(r.rноrоr.rерный случай)-яля классического однородного сиl,iвола .

! ýl строится пара}rетрикс произвольного порядка. На этой основе в ý2

исследуется аналитическая группа степеней. Наиболее интересные результаты,
на наlл взгляд, связаны с ядраltи в с,riысле теории распределений степеней ис-

ходного оператора. 0каэалось, что основнче их свойства существенно зависят

от наличия (или отсутствия) в изучае}tой области особенностей. В первоtl слу-

чае свойства гладкости ядер, распределение полlосов и другие свойства зависят

от вида особенностей. Bo,BTopo..l - наlли результаты совпадаlот с классическиr,iи

результатаr.rи упоr4янутых вшце авторов для регулярных операторов. Oтr.rетиr.i, что

это хороlло согласуется с соответствуlolllи...t явлениеr.i и в спектральной теории

Р,В,Э]. В ý3 содержатся вспоirогательные утверждения, используе}rые при дока-
эательстве теорем.

0сновные результаты могут быть перенесены с пor.iollbo простого приеr.iа на

случай U=-* , хотя в работе будет pacclroтpeн лиlль случай lr-t.

ý l. Параметрикс

л Пr.::,8О*'- |л- lлl,у): х'е РО, уе R']1 . Обозначиr.r ."о". ýrrr :
-ý*r(RП+') под.rо*ество четных по последней переменной функций из простран-

ства гладких быстроубываоlцих gункций J(R"*') . '" rr"о*".r"" ý.о определено

преобразование Фурье-Бесселя

а(ý): Fuul€' - 
)*, 

uilri€),nQ!)ulr)ty')ot|"cly, (1)

ь0



где {- (Ci У) a RО*' , Фиксированный napar.reT о r ,-! " ir, - норlitиро -
ванная функция Бесселя первого рода, определяе&iая Форr.rулой

ju(|)-_Ylutyl .

0братный оператор f_ отличается от пряr.rого знако&t в экспоненте и

нножителеи |СО 22*ПЧfОlrr*t|-' - 6_ ., Норму в пространстве

Н.| tK"*')- ("". [ЦJ) опрелеп"" по'Ъiо,n u 

"n 

u};{ 
{' :":|!J;;{r i:':"!"!,|,,:,"к lио класса 

(2l

Cn (Ro'l, RО*') , принадлежацуD пространству 8(Por') по пере}rенной.ч

Dа"rо""р"о no { и удовлетворяоlцуо условиlо однородности вещественной сте-
ПеНИПl '"О" оr@,t,€)-l'аr(t,€), l11,\yl> / . (з)

Наложиr,r, кроме того, следующие оГраничения на поведение Функции ап? при

ц*0:l
либо

либо
{i) ал(r,,{ ) четна по у " I "Лfа,(r,{)- О поиi,-0, Or|i,

(iц а,@,{) | , нечетна по I " Oior(c,|)- 0 np"четна по

у-о, k>o

Функцию @, , удовлетворяочlуь условиям (3) и (4) , будем назчвать

си!rволой.

По си1,1волу 4л1 tiожно построить сингулярный псевдодиФФеренциальный

оператор (сокраценно с.п.д.о. l 0р (ал ) по оорr,уле fZ]

0рЬ,)u(о) - rnu 
!"r, 

liч tу2l* ili*, VIl,
, рL(а',€' 

) 
о 

^ 
b, rl i t'Ё, t!' )u*/' d r .

Название сингулярнuй псевдоди(ПDеренциальный оператор оправдано Ter.r,

что операторы вида

(5)

(7)

2 ou@\r:: ф' ,
(6)

и}rеrхцие сингулярные ПРи У=0 коэФФициенты, являотся, как легко заl.,tетить,

с. п.д.о.
Пусть Функцп" Оr_; являlотся сиttволаlrtи и иr4еот степень однородности

П-j , i: Цr,, ,. ГlОу.r, 
".п.д.о. Д является аси,{птотической сумной

Д-Z 0р(а._,,)
e>l



Обоэначи1.1 "ерез 
(/ С RO| ограниченнуо область, сиl,tметричнуD относи-

тельнО гиперплоскосtи у-0 . Условие равномерной В, эппппr"чности,вве-

денное однин из авторов ранее, Оrr" OnaO"rOO" ,4 сводится к вuполненио со-

отно|ления
|a^(цý)l> 0, о€U , lr| - /, (8)

(12)

где €/ - некоторое положительное чиqло.

Изненяя оператор А "" некоторый оператор "a ! r* ( это нноlrество

состоит из операторовrинеццих порядок (Otd)- G,Ф в ,".n Н| ) , "то "е
повлияет на окончательнче результатu, ножно добиться того, чтобч соотншlе-

ние (8) вь.полнялось при всех {rРО*' . Кроме того, операrор / предпола-

гается полуограниченнur.t, что приводит к условио вида:

|ч о-(с,€) - пl, d , aeU , lrl . /. (9)

В дальне'йшеи мч будем "rооrE 
пара..rетрикс для оператоо" Д - fu , где

Д- l- lp(a--t) * ,z 0р fuц ).
1-1

нако она однородна степени |п по переменнь,н (f, fu

о_днородной по ý Од-

'/^) .

3аиетим сразу же, что Функция а*-fu

обозначин ".о." f,ff,o(L)) nжo1":I"" СrU) , состоящее из четнь.х

функций. Расснотриr.t бункцiи 9r!е L'ir,o(U), удо"п"творяоцие условия.rr:

_k -kО),р-!iф-О пои!-0,k-f,2,,.., (1о)t, 7,
и РР.Р.

BBeдer.r подлежацие определениD Функции 2 Fr{,L), i -- ПL )-ПL-/r, . .

Рассмотрии операторч 0рФзi ) , определ""".i" no Форirуле (5) , а также опе-
pqroo 4 , являощийся асиitптотической суммой

а:) 0р(рr;). (11)

пусть /V- oo"r"ro"".'U:;fr." ""rJo"n"ro" число: полоlкин

А :
-tt+ 2п < k<п

-N"j.-^

0р (о n),N

G|l 0р (e!i)._

0
}lu хоти1.1 построить пара!tетрикс для операторa А- l' в виде оператора
. Для этих целей рассмотрин lЮр}.улу

-r-ё, Oеfuц)ф(Д-х)ц - 9ч-R,lu, (1з)

,о" otl,R, должен стре!rиться к -ф npn N** . из Форнул (13) при раз-
л"""ь,* Д rit' c'oxer.r последовательно определить неиэвестнUе пока Функции

7i,
1t3)

В самои деле, используя результатU из ý], левуо часть Форнулu
lioxнo разлОнить по Форнуле проиэведения с.п.д.о. Ииеен

rJz



,*,.,*i u -, ! ? {" l 
У, о,. *(", 

ED 4о о*Р,',^У Р@), 
б а)

,а. lr-ф (а^-)"),l*-фОr , k,rT 
,n,

!;n',n*] \чr)

. 3десь

?i,nor,'
а Функцииа.

I Jl{1|
являотся линейнвr.rи коибинацияrqи выражений вида

Последовательно определяе}i и остальные Функции t;

''(ril 
|i(r,{,x)

пои -5I 2y-4or, , 
^поичем 

g>-0

Далее, бrп,,*л'i (h)*'l r,*"r, , а через lr,n*, обозначена комбина-

1lия производных по ,/ порядка не выше *r*а ( и не равного нулD, если

ao+t> 0 ) " 
,пrо*rrЪп"r, У' , при этоrii бо,о...,,о - 6*

3амечая, чтоРф= tP , и выделяя в левой части (14) старчlий член с

r.tаксинальной степенью однородностп по ( {rЪ'/' ) , nony""""

9_лlо^ -L)-/,
Стало бвть, I

!-^i (с,{, r) - ) r *i @,€)Ь^ @,r) -1]
-к-|

I

(15)

, которые будут

( 16)

где l*i являlотся l.tногочленаr.tи от Функций ar_t (t-0,,..,i ) " их произ-

водных Опоряд*а 
"е вычlе 7

Сtфрlrулируе}i теперь более точно полученные результаты. Функции

gj(С,r.Д,)принадлеrк", *n"."y /* по пере..1еннgл CrF и определены при
'{rS 

цr-|Хz lп-аьg\. tf2 ) Фчнкчии 7, ( как это вытекает из(16))

иметь вид
2i

однородны в следуощеl.r сlliысле

Пусть

тогда

?i.rir,n(c, f, r,) -

j-l<'|- zz+s

91n,,r,, (o,1, g, t ^ Х), t ?1,n,,r,n (а,{,Ъ

\?,l 
'"|+I 

,,(с,{,ъ),

) (tz )

non |{l>l,tr/.
По пере}.iенной 

' 
Функции 4. принадлех(ат классу С- . Точнее,функ-

unn зj удовлетворяот либо ,"3.nn (h , либо (ii) , причеl.t 
9_^ 

- ,"-
ловrЙ'14; , и для каждого R >0 " каждого *o"n"*Ta ,з / суцествует пос-
тоянная f,>P такая, что

lD! 9i*,,r,r|=c(lrr+t ъl'/'УП"''-'"r' при lxl7R. (18)
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Дальнейrлеr,tу и.сследованио Функчий tr, предпоlшле}r одно вспо^rогательное

утверждение. 06означил.t через \ 
' 

(g,4) оО"Оченный сдвиг Фчнкчuи ! , oll-

ределяе}iый по Фор}rуле с

т{ук,r, -#b\9k'-r', '+ z'- цz tos? , 11itп2!0l0.t
лемма l . цl,спо .fiунtал,uя зt,r,)-), еое r-(rifl,r=(s',r).RОtl'

уdовлапв эр, я, lrl h. -| ра6,: l ! :l? !l] !!

|9 R,l,rll< гrрl (l*týt)-P (trt* lъ(/')l
dtв лtобыr rilлце(.:lпвеlrнцJ: р . lJdectl |Х| >R>Orj<g . ,гоеdа оfеwmор с" , on_
peOe,tяet utti ru,j)( ) pt4.LjJle

G

dеЙспвуспi 1.1:l

npu 0B9<-j,lX|,
!оказатеJlьсlв-). С учетом неравенства Коши имеем

\ .r'я G,4,Di (s)(r')
1r /е

dr

,, S:;;' Lt dtlлускаеп оценка ,

l .,r,, = uпst lul.,ч l rl lУ+1>/П

R.;0 . Посmоянцая не завuсuп оп 7L ч ц

ч
n.

(rl

Sr,
l G^u

l G цх
?

[.+о
'r''2 

rl)^1r, r. i k,fr|z r|' .\ (n-, c()'t'(r
Ril'

,)
v

.\ (l*lrl'i'o,r,,
,й&\

Ro''

Гrl tilt.(z')
nrr\ г{9t.фftr')ПЬ.вrl

J+

Ro't Ra+l

Для внутреннего интеграла справедлива оценка

. = \"t', / 11r' 1u-/'d 4 * rоrt\1{( n r rr ii (, ц,rt 
^! 

i r r' f 
r /' 

d ц .

С другой стороны, имеет ltecтo легко проверяемое неравенство

(l< t* t л(/' )i < слпst(l* rr tI 
9 ,,rt9*i 

l/П

при |ful >Rr| "0B3<-j Подставляя эту оценку в (20) , получаеr,t

r- uпэtlrl'оrju'L_, гrа (t*t€f (trlxt|9 k,)u'|'d, -

- ,oпst!t.,ri't" 
\"_,'n* 

tчliРгr{ (l*61f'. Q,)J+hd, *

рфl

= cor"t 1у1O*il/п (,,*triL.

(2о)

(21)

бl,



l 6лч l ]_r,u 
. con st п|'ri 

h 

f t,*, r,' й7' {U,\Г{ .ot, tt f р' )n/'dq,

- ФпstWttj'l" 
}*,,о 

1'1,х,|r|'dl 
}л,тЪ, 

(l-tql' )'v,)*|'dr. Q2l

используя неравенство Питре, оценку (2l) и саносопряхенность оператора

обобценного сдвига для внутреннего интеграла в(22) | попучаен

)"., 
r,'о|. (;+l(l' )' (?')uul' d( .

-.conr{ 1rl'ori'l^t,r,r,i'\ г| (lt|(li'. (l*t{t' )'lr'r*'l'O, -
ра+,

- 
'nSt 

,"rtl*il/" !, tu, cr)'*'u''PrlF+rl')'dl *

а бп,st WlYrjY' Q+ 11l')' .

Последнее неравенство и завершает доказательство ле..$tч.

Прямыtl следствиен оценки (18) и леинч 1 явлiется следуюOtаi

..leMнa ?. аперпw 0рФ9j) , пrytроеннdй по фуtttааuчр(dgrЬr|,Ъ) ,
0опускаап оценку

|фФti)цlsr%,,< clxl''*9/'lul",u (2з)

dм.лфаg вацесlпвен|аr g u 0 <g< rп.
Ленна 3. OTlelplopRn ,поаrооеннай по форнwlе (o6|, Ооtускае|п qlенку

в последнен соотнощении р вчбрано достаточно больtцин и испольэовано

соответствупцее неравенство Питре. Подставляя последнее неравенство в (|9)

и изненяя порядок интегрирования, инееlrt

lRrul э+9+tl_еп,J 
< сlчlq, lrl *9/п

еОе N >27n,0<gsrП u, S - пралэвоtlоное BalpcпllBeлHoe чuсло.

Для докаsательства леннч 3 используотся оценка ( 23 ) и оценка оGтэточно-

го члсна из сортветствупцей Форнулч Тейлора, только э отличие от ý3 трсбу-
ется более точно проследить зависиltоGть от парамет9а l" .

Перейден теперь к построениD паранетрикса на нногообразии.

Пусть {2 - бе.*о"ечно диФФеренцируеное нногообразие с краен, а

tV, ) - конечно€ ,iнoxecтBo координатнь.х окреGтностей, KoTopue АиlOФ€о-

норФнч (соответствушlий диФФеонорФи9н обозначаетса чеоез 2r) областян
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U; в полупространстве R|-' (уrО) Дополнительно предполагается, что

естественное отображение соответствупцих частей V,: оставляет инвариантны-

..tи нормали к гиперплос кости | - 0
Пусть Vr- ,"*"" координатная окрестность и Функци",Рrф,ОеС-(V) ,

причем nx обраJп 9*- t,,9, !*= euc!, 0*- eu 0 принадлех(ат классу

Cfi,, (Vru Гr' ) |,о" f'- aVinl|y-0]1, п'пусть f!- 9, lr- ф
Пусть / - эллппrический сингулярный oneparop ,а Я порядка /Z ,

главная часть которого удовлетворяет сфор..iулированны}tt выще условиям. Пусть

в каlкдой координатной окрестности в локальнь.х координатах

Ho: -2
-N-j"-^

Из предыдуlцих рассlrtотрений имееr,r

l0 (А-Х)О- 9|Hf*Hi*r*:r. < соп5t |аl-t+r/'

для 0<у<lп Пространст." Hu (Q) определяотся, как и в [o_t Вuбе-
рем специальное разбиение единицы Lfy\r29r-t (с". [9]), подчиненное по-
*o"rno 

[Vr ) , такое, что

")' 9r. Сi,,о (v) u Гr' )

г'

0р U- зj) " а ful -оф Ншlеr!.

rrа Дееr
Введем обозначение

jlп l

. Положиrq 0-29r0 0,1
ного порядка) для оператора

-

р
( конеч

" i"i рr= 0
в некоторой окрестности
и ЯВЛЯеТСЯ ПаРаl"lеТРиКСОr.l

и!tеет rlrecTo
А

0ператор 4
. Точнее,

Теорема l . ]Фqееп леспо оценка

Теорена
спрвеdлuва оценка

l4(,4-a.)rz- ц| s+'+N_эr,ч . опst lъГ'r?/'
,фu0<?'<rп,

SцrоОwrо*r, u

П(Л -ri' | нs*н*9 -< соп5t lъl-|+Уt', 0<? -,п.п!' !
!оказательство теоренш проводится по обычной схеие и использует

оl|енки, полученнuе в предuдуцей теорене. Аналогично доказнвается
Теорема 3. rфu dооtпmочно боltоtдlп?UСSЦ, спwаефuва оценкч

l.а -(А-}Г'l
Hf *нf+9+l1-2п < фп5l lъl-'*9/- , 0.9- nz.

66



ý 2. Дробнuе степени сингулярнчх эллиптических операторов

Этот параграФ состоит из двух пунктов. В первоl.l - доказь.вается, что

дробнне степени синr)/лярных эллиптических операторов являотся с.п.д.о., и

внчисляртся их сийволь.. Во второи - и9учаотся ядра дробнчх степеней.

2.1. Построение аналитической .ornn" I'

3десь и далее предполагается, "rо QEуpA ,т.е. оператор ,{ Мо"-
тин. Вводя некоторчй riноlхитель, tlo)ltнo добиться, чтобч la"tCr{il,-e >|
привсехrи(

Пусть .{t. *о"rур на коr4плексной плоскости, илуцпi иэ -оо до-/ по

вецественнОй оси В верхней полуплоскости, зате..t по единичной окружности и

далее по лучу 0JИ 7ч - -'lE .

Пусть сначаL" Rе s < О 0пределин on"o"roo" ,41 Фор}rулой

(1)

где через Л, на колrплексной плос-
кости с разрезом по отрицательной части вецественной оси. Из теоренч 2 вы-

текает сходиность интеграла (l) в операторной топологии. Инеет нестс

Теорема Ц Оперпощ Д, явr7яWпся с.п.O.о. поряdка пtS, u в Kфai

pa.,reTpy S

. Для этого достаточно продиФФеренцировать в Форr,rуле (l) по па-

под знакоl.t интеграла. Кроме того, при целом S<O из голо..iорФ-

ности Функцr" NS по интегральной Формуле Коши следует, что.оператое /s-
-(Л-')-ý_flS ""n""r." соответствушlей итерац""й on"p"ropa /'/ 
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/s - - ,*l л' U-хi'dх,
л

обозначена главная ветвь функц nn ?LS

коорйlнопной 7lФеспноqа в локаJlонаI KoopOtlHattпл l1ц cu!,lBou вdчuсJlяапся по

Фор.|ул*

Ц 
а 

h_,_j (o,{,s). (2)

Эта теорена доказь.вается с помоOlьlо оýщих соображений, основаннь.х на

построениях ý |, и поэто},rу доказательство опускается.

0тнетин только следуоOlуlо lDорr.rулу, которая используется нипе

l-,_jИr,' -!rЦ, пц@,l)ý(s-/)... (s-l+ t)Ь,иr!'1 (з)

где rk, - t4ногочлены от arr.,.r|n_| " их проиэводнuх до порядка 7 , оп-

ределенriне в ý 1.

Фчнкчии |r, являlотся однороднuни степени 2(Irп-j) по перененной f
Пои j >0 .y""'npo""rne в (3) начинается с k-t

Нетрудно убедиться, что ,4, - "r"пrrrческая Функция в полуплоскости

ReS<0 со значение}r в банаховой алгебре операторов в пространстве

н! @)



Из обцей теории банаховых алгебр (см. flIJ)BыTeKaeT также групповое

свойство операторов

0пределим тепе

ДrАt - A rr1 , Rе s. 0, Ret . 0.

о" on"o"roon 
'4 

О 
по Форл.tулаl.t

Л'=/, , PeS<0,

Д'-,{t/rо ,,{- u.no",-/<fuS-k<0,

(4)

Из результатов ý l и определения операторов /' непосредственно сле-

дует

Теорема 5. Опералора А' , опрпdеляеllьlе по форqале G|, обwзупqп еруп-

цi, прччеli кахОttй опеwmор А' ""*"л", 
с.п,d.о._поряОкаrRS с с11|4вола14, оп-

реdе.пяамtl форлулой Q) dм всех S , Фуr,*цч, AS в па/lуfиоскосоrRеПl<l
еспь аналumuцеская функцuя со ;значенuе!.1 в простwнс7пве оеwнuченнilх опеwmо-

ров, dейсmваоrн, u, Н| 
" 

Н;-' . Onepo^op AS ос!пцесfпвляап uзачорфuм прооп-

рацопв Н! " Н!'-R6.

2.2. Ядра on"o"rooo" 14'

Из теории распределений Л.lilварца (у.птывая только весовой характер

пространств) следует суцествование у оператоо" ,4S ядра, которое мы обоз-

начили u.o." Jr(r,z) , где х:-(о'у)е RО+| " z=(zit)CRo*l В этоrq

пункте изучаlотся свойства лдра ,drlCrZ) по Bcer.t Tpe,i пере}iенным ./rfiS
Введем пространств" Cirr@) , как l.tнoжecтBo qункций ll таких, что в

ка)*дых локальных *о.rоо"r"r"-,. urС|rr,о (Vf U гi ), non""" последний класс

состоит из Функций "" Lo , все производные нечетного порядка, которые не

превосходят ( , .rОр"*Jптся в нуль "" Ц' Hopr.ra . С}rtа)вводится ес-

тественныr. образоlr. 
l

Пусть UaR;-' -|YrOl - произвольная область , Г - часть ее гра-
ницы, лежаlцая на гиперплоскости 

У=0 (Г "о*ет быть и пустыr"i r"ножествоr.t).

В работе [9] ( " несколько иноr.t виде ) доказана следуюulая

Лемма Ц. Прu k.[ - +-,J-l шцееп i4€Фпо 61qy2run

н!, rill . С!,, (L/ ч г) (1)

B.|4ecole с сооmвепlпвуа,lей пэполоеuеti.

Если рассто"",." о, (.,/ до гиперпло r*оr.;|,|У- О\ положительн о1, .. Г- /),
то вложение (t) иr.rеет }4есто уже non ka{- т .

В качестве непосредственного следствия леммы Ц ,.roжHo привести вложение

Hf tal . С|,,(D), Q)

справедливо. np.. ( al-t-l-f i если же отступить от края rtногообразия,
то влох(ение ( 2 ) имеет "J.ro у*" np, k <.t- Ц .

бв 2'



Приступиr.l к изученик, свойсте яАеаis(С,Z)

Лемна 5. Ifulя целоЕоk>О ,aols(x,з) еспо анаlllлпuческая фунlаtчл

ко!,vиексноео переменноео S пw Rе(ms1--77-1-QV+l)-k со значенuеJtу в rrpo-

сlпр,нопве Ck(d rP). еслч wсс}lаrпрLl.ва|спся почаl tr , a онуltрч мноеообщзчя,

по эmо uлееп мес7по ylyg прu Ке(mS)<-п,l-k,

Доказательство. Для полоlкительного Р оператор Д

бой аналитическуD Функцип со значение..r в пространстве операторов

ý
представляет со-

(поп Rе (пs)< -п- t- (Эl+ l) - 2е) Тогда, по леине Ч, 
"дро 

Дr{с,z)

н 
u0- 

П/э- uЧ _H|*a/z+,t+l

непрерывно 
"" Р ' Р и, следовательно, функция ý

С(а *Q) 
"r"пптична.

Трудностей при переходе от простр"""ra" t к

кольку всякая производная

D;: Е,",i в|,*, l,

*4, со значения'irи в

tс не возникает, пос-

"aru ,trlc,1) порядка lB'l+_2arr+lp'l+2po*r-,( есть, очевидно, ядро опе-
ратора Р, Д'Qrrо. Р, " Р, - син:,улярные диФФеренциальные операторu,приче}r

пd| +'Oal5, - * С noHoltbo второй части ле}rмы Ц доказывается вторая
часть утвер).(дения ле}t}tы.

Изучим поведение Функции lr\,z) вне диагонали 2-Е

Ле}r,аа 6. Пуспо N - псОмноеообр,зuе мноеообщ,зtlя ь? 'Q , ц7сполжн-
ное на пол(mtпе.пона!q rасФlаянuч оп OtlaeoHaltu. Тоеф суже-нuе fuyHla,luu lrtaZl

"а 
lYl прuнаОлшлп С*(М ) ч являqпся еолачоцбной Функцuей на всей колivцекс-

ной fuсскоопr по переrленной S .

Доказательство. Расс1,1отрии оператор

\ t't0 (^,) - (/- ъ)''J dъ- Р, (з)

где 4- п"о"""rр,пД" пор"д*" ,{ . Пусть РrцZ) - ядро *"р"rор" Р
Тогда для Res.l Функция P@,ileCk npn k<N-2п-п-/- (эrl+t) .сле-

довательно, особенности ядра операт оо" \Х'OdЪ совпадаlот при достаточно
больtлом tV с особе"ностяни ,trtC,z). T"d *а* нацlи расс!tотрения локальнu, то

достаточно теперь изучить операторы вида

\ ^'о, 
(g,)dл"- 0р(\),

Яаро tjtz,z1^= ll1B,z,il.onepa'opa 0p{/t1) ножно вччислить в явно.4 ви-

де. Наприr.rеi, 
""n,n 

<руliкция ltibrf)-/ti F,{,'S) удоблетворя9т услоэио(с),
то

tj (r, z) - сп,,l\ _.,r""''-'' ), (уDj,$ 
l) ti И о t f )u 

/' 
d, -

Rа+t 
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\
рЁ'

- Со,о г ' ViG"o' i u {уd l, tс,rlt22 )*|' dl ,

с

),u""'',u 
(уD -

(4)

где 7"- on"o"rop обобщенного сдвига',
Так как

а 0'
l!чr'G""')ir{уу) ц 7,4*u,

t zl t(qi"1,
= (-/)- lol-- е ll(!I),

,о np" g|О

ll, tn,z) - Co,u F|)
Rф

r! L"r
zlri(c',o')rurytl 

^

,/rhr lz,1,1tч'f'/'ц, (5)

Интеграл (5) сходится, коль с*оро Rе(пs)<п-j-п- /-(Zrt)+el Тен

ca1.lы}i получено аналитическое проАолжение Функции W, , определенной перво-

начально по ФорЁrуле (lt) , на эту полуплоскость S-n{o"*o"r,n.

эt
2g'

' 

4l,D:,' B|n,

поряАка Р Функции *i B,zl rtогут быть аналитически проАолжены в область

Rе (ms)<-п-j-п-|-"(Zl+D+2t,р . В силу произвольности | , п"л"" дп^

Re S./ доказана в четноr,r случае.

! нечетноtt, *огаа hi(r,Г) удо"петворяет условио (i[) , "лееt^

ll1 @ll - с п,l) 
*,r "'" 

n'-'' ) 

! i u, V t) j u 
tt 2l /t; (а g ) 1 У,1!' 

Й l, -
iQia'-z )ru (l piuttyl} /t, (c,ilf )*/'dr -

/\

-,,,,*\ ,
0 Pn,

- 4,, l ,t(l!d-z'),uVilj,t
Rd'

,,,; 
il;t,,tаr\чч

]r/, ,

dr.

Второй интеграл в последнен выражении иr{еет тот же вид, что и paccr.loт-

ренный выще, а первuй допускает представление вида

7с



,,, i\ ,i |rt'lei(€',,'' ju ullo'oftt, b,e\,!,|'|'dr

и, следовательно, сходится np" Rа (пs)<-п-j- п-|- (?l+t)+ 2l Ленна

дп"RеS< / до*азана. /lля остальнчх значений она доказывается по схене,пред-

лоlкенной в следуоце}.r утверждении.

До сих пор нч расс}rатривали поведение ядра вне диагонали. Изучин теперь

сго поведение на диагонали.

Teoperla 6. 1.Пуопо j, - mоч*а, лщlJря на еи,ruце Q Тоеф, яОро

4rtЕZ'1 , как Фунlаця S , лшп бапо анаtчлачеоап проdалreно чз па!lу-
w|оскосfл0,1 Rе (mS)<-п-|-(2i+l) на всlо коrlrиекснw rulоскос7по, эа uсlспr
ценuеrq почек ý:( k- п-2rt - 2)/rп (k= 0,t, 2, 3,.,.), котоwе буОуп проаамl
паllюсоJqu.

lI. Еслч Е - BHytrtpeHHM почка.Q , ло фунr<ч]лdrIZrZ) мщеп баmо ана-
лlдпuцесlа: проОoлlrена uз поJlуплоc?сосл, Реht)<-п-|-(2!+D на вао коуmлекснw

fиocчocTlo, за uсх<,luоlенuем проспuх пал,осов 5-1k-rl'1/лп (k-Ort,Z,,,.).

Доказательство. 0сновная тЕDудность сосредоточена в доказательстве
второй части Teoper,i', первая же часть доказывается следушlин образон. По
Форнуле (Ц) прп а-z " у-0 иr,rее}r

lli@,C,S)-4,u \ (ц V'r,s)/z,
J

urlfor-r,,u|
) 1-1

lýl</ lrl>/

переходим к доказательству второй части. Нан необходrirrо исслеАовать ин-

R,фl

(6)

(7)

Ясно, что первый интеграл справа в (6) есть целая Ф}.нкция S . Исполь-
зУя однороАность ФУнкц"" li (or€,S) no f при |ý| > / , второй интеграл
}iol|(Ho привести к виду

\,1И*,l rg'iLdc- #\_4 И*U t2'f'/"dy.

Аналогичны расснотрения в случае, *оrа" li удовлетвоtяет условио
( ii ).

первая "асrь Ре s. | доказана. Для остальных ý она доказuвается
стандартнЕн способоrq с использованиен представления

/'= /*/'-t - *l ,*1- (л-l,i'dх
np" k<Res./<+/.

- r,,u lxtj

теграл

рп+l

|j, tyril'l, t",l,s)(!2)ur 
Ь/, 

.
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Ра риl"t сначала простейший интеграл видаccr,ioT
lф

\\ ji t l у r) z'ut' y"r' |" О[ dy - { s (D, (8)

(9)

Пр" $-g
0,
непосредственнuн подсчето}i находиlt, что

-! tпl-пплоl I
l б | bt- t'/u"J9 

ru+ Prl+ l)+ t
Следовательно, Функция fo(t"t n"ee, Ьросrой поrюс при f,,-- l- (2r+l)
Пусть тепер, lr| , тогда

ool

fx 0l- 
\ , 

2'lrt*fu dl 
\ 

,,' r б yD y'u" dy .

ПроизводЯ занену пере}rенной по Форr.rуле yl = L , получаеr.r при поriоOlи ин-

тегрирования по частян

.2 t

lu I

l

i\
0

ф
2J+l+7v

tф*|i t

- 
ДrТ," kllt,-T|d!

f6@l -\tru''r"n,
.l 0

.2
/l dz)r

2!+t -2

I
у'2 t

Ol, -

to) t'ut'd, -
ф

- *, \ii B7l2
I

l-tll ъ)

Для изучения Функции f it*l воспользуе,.rся асиr.tптотическин ра3ло'{ение'.

бесселевых функций ftZ] при Z-*. ИlreeM

j; VD;"' -,n'tlp .$,_^r:
сю

+ lп't6,i 2u j-o

oj 1'lj 
+ lи (z 17) fi с, 2 'Г' *

ш -2i-2
Cj I' +T'X|)'

где остаток Zn (/) допуска.ет "р" |Z|4n_;u."*, ""о.
1t,n |2|l < чпъt l '" ,

0тспда следует, что

-rfit"l -\t,:tlp2'*'ay -а q\?*''ir^, ttpd7 +

с':,l

оО

l оr' (tlr'-'j''dl +

,

+
ll

i-0
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Далее имеен

\t-" * (lr)d?- !,\ r"-ti dl- ;i t^-'i hп(zбфd: -
,

l-
--+rг- z(х-эl+t1 ' '| (ъ)

\,t-олQ!ilлr - +-\ tл- 2i)2L-2t't а,:rQфd1- ... 1

1.

показuваrэ||lих, что 4@l- целая функция, заклDчаеri, что Функция t/, (Ъ1 а"-
ПУСКаеТ аНаЛиТИЧеСКОе ПРОДОЛЖеНИе На ВСО ПЛОСКОСТЬ, 3а иСКЛOЧеНиеrii ТОЧеК

ъ2j- / , которче будут простыr.tи поrюса}rи.

Функция tr"(X,) целая. Чтобы в этом убедиться, достаточно, как и в пре-

дыдуrцей Фор..iуле, проинтегрировать по частяr.i. Случай qункцuи Щ сводится к

Ц в силу Фэр}rулы Ъiп'-|-Со,l". Наконец, Функция f|t 0) аналитична в по-

луплоскости Re Х.< Z N+ l
Стало бчть, иr.tеет }iecтo Фор}rула

- |it*l - i\ti; d?)/u-'d?- i\b;a" c"l] ,

,о" in (Х,) 
"о*"т 

быть аналитически продолжена в полуплоскость ReL< 21,1

0кончательно иr.iеен

гl
l>
LF0

+ tn\q
?ч-2jЧ

0тсода и из Форttулы

no" t , 0 . Разобьем внешний интеграл на два:

l

f gli-* \ ;l 1!"1ъ'"'d, -\
0

l
Для доказательства второй части Teoperiiы нужно исследовать Функциlо

ф

/rrl -\4 hr,l.)/г \ iitщr)/'r'rzur'*"r"

\ -\ + \
lfl./ l(l-l l(l- /

ryl,t ry),l
Соответственно этону раэбиенио получае}l l-f, * /, flля изучеr"^ {,
непосредственно приl.tеняется асийптотическое рэ9лоl(ение (9} . СледоaатQльно,
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Функция f, lЪl имеет простuе поrDса в точках ?"-0, Ъ2j-| V-O,t,. , , ).

!ля нахоlкдсния полDсов бунхции f, произведе..l зайену переr.rеннчх по

Форrrуле q'-{{1J, при которой часть сФерu l{ l - t ,l?l . t преобразует-
сл в частЬ цилиндричеСкой поверхНости|g|<* rlf'|- / Якобиан этого пре-
образоваtrия JB',l) принамех(ит классу СБ , Следовательно,

'rrl 
-\,dl 

,),_!,r,' 
lq, !,L) 1 (F',[ )/' 

! 
j! 

Q 2ot2zl'o'r^dl.

Разлагая бункцип l.. в новчх перененнuх по Фор..rуле Тейлора, находий
J

irt",2,1) Щ \ lr(r,в',/ф, r,х)J E',2)d S -
E'i-l '

- En' (с,?") + if"e,\)72+ rЕj''ь,л,)!"-'* R, [с,7,ъ),

ryф)
hj , Rn аналитичнч по fu на всей плоскостипричеr.r в правой части Функции

" lRл l <cлtbtr[r"-' . 06ъедiняя последние Форнулы, получае}r

I
Поступая в дальнейшен так же, как и пр..! изучении Функции ft

0, /,

(Х,), полч"ае",

что Функция frlЪl иr/tеет простые полоса в точках lv--l, 2

f,(ъ)-,ДГl"е,J\ 'r\ r; (y7")t2rl'*'t'd,"r F, .

Теорема полностьlо доказана.

3аrlечание. Если ны находиl,|ся н9 нножестве, где сосредоточенч особен-

ности, то, как следует из теорейч, распределение полосов ядра дробной сте-

пени зависит от вида особенности (постоянной Zrl+11 , если х(е сдвинуться с

этого ttножестdа, то on"p"rop Д превращается в регулярный эллиптический

оператор, и нбt!и реэультать' совпадаlот с классическийи результатаl.{и Р.Сили

и других авторов.

.0
2.3. Ядро ,on"p"rop" 

Д

Так как ядро оператоо" ДО играет BalxHyo роль при вччислении индекса

эллиптических сингулярннх,операторов, то изучии его более подробно. По лем-

не ý, 9ункц"" 0r(а,Ф-Аr@,z) , ,.л" 4, @,Х) - ядро оператора

-fr\ r,'Qtua ru , есть голонорФное отобраrrение пол)/плоскос ," Rе S < / в

Й"ер"rсraо непрерuвнчх функций, если napa."terpr*c 4 достаточно больtлого

порядка N . Далее, no" !-0 "аоо 
!rР,С) инеет вид
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Qrrc,а1 - ,rn h)* п-л, (c,t,s)v')ur/'d{ .

){;ir 
l' 
l1- r-:_} 

*#,' 
n', o,o*,u,ro-} d{

lf 'l= /

Рассl,tотриlr теперь слччай j- Q . Имееrq

\_ l_, (r,r,sхz'ГU2, =\.,,V,tцll'сr)u*/2у -R*, {r|

й j,,!, (2'1'*/t dg - й#4 _,tr|r|'dr 
- о.

Используя Оориулу (5) п.2.2 легко показать, "rо Qo(crz)- 0, а также и

,Io(c,z) - 0 лои t{ z

Теперь по" j>0 по Фор}iуле (3) п.2.1 имеенd

Р , получаеr.r

(1о)

Если же 2V+l дроВное, то правая часть в (10) равна 0.

Итак, доказана

Teoper.ra 7 Фунп,ця lo {лСl п?, 
у- 0 lл-меqп вuо

Со, l,
lo

еслч 2l+|оробноа

L,U-, (ц€,r)(!')*/' d€ - ?,Чrs(s-r.,. 
(s-/<+ t),

рrо

- \ trn Fý)b,k3l*o Q,)u*/'d(.
Rп' 0

(tr,с) :

}":F,-l. 
| !<,п+z*z[о, tаrл- 

О 

t;|r|ds, еслч 2l+l целое,

{;,
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ý3. Алгебра сингулярнчх псевдодиФФеренциальнuх операторов

Из результатов работ ft,2]l слеячет, что одно}iерные с.п.д.о. образуrот ал-

гфру. Приr.rененный Ta,it нетод операторов преобразования не удается распростра-
нить на нногоr{ерные с.п.д.о. в пределах классических п.д.о., однако некоторuе

результатu, в Tol.t числе и са1.1и новuе операторы префразования, могут быть ис-

пользовань. и в r.rноголrернон случае.

[адим несколько иное определение с.п.д.о., че..r рассиотренное в работах

Lr, Z] . Пусть Функция аrkil является си..rволоr.r. ТогАа операrора,o(С,2! В),
определяеный по Фор}rуле

rоh"|соiв).{]к)- I,! """''Гj,(р*iIl п,tуflа,ь,Ouь)и")h|dп, (1)

R,rч

назове..r каноническим с.п.д.о. Асимптотические рядu (в смысле пространства

HjtK* ) ) таких операторов будем наэuвать с.п.д.о. Имеет место

Teoper.ra 8. Пуапо фlwаltлаrЕl) являапся счлвоllоrq "1.1no-0 .Тоеф.

опеwпорц^(2,D!В)поряО*" rп , опереОема"цй по форt|уле (), я!лвепся п,О.о.

в е!аrcле Кона-!fuренбереа ГЗ7.
доказательство опирается на следушlие вспоrrогательные утверrхдения.

Ленма 7 (cr.r. [Эl|,Пуспоl+m<t,J>-t . ТоеМ члееп месlпо форttула

Fг;'Р-i(сid)rtуро.tчll-е-itr:"'' Su],(y!)an(qrl] , Q'

еОе F обознацаеrtt (П+l)-лерное преобрзованuе Фцрое u операпФр преобwзованм
n
0 r оrлреOеляапся по форt"лgле

оо

-f,'tу'ГuIИ

& rл (з, r) - fuТ d'- f f{'ltI ь, l', l у) 
dt.

Лемма 8 . Пуапоп<0 чlrl<t . ТоеОа tмееп лесfпо равено|во

ýо }, (yg)o,(/,ril:
q/z

(/ ) l Sio 0 coi'u 0 o,1",{,,l gъммlиа) d 1dJ,

0

(з)

(4)

Дм ootattoHn, l' - * Форлцуtш Gl опреОемqпся пцпеJ"l анаllurпацескоео проОоtt-
L

reHltl по пар,л,tалtру l .

Спр.веOлuоостпо форлаула l4l лееко слеOуап uз форлtула (3) u uнmееwtоноео

тtреОопвленtл Мелеw4оruна PZ) ам бесселевах фунlаллtй.

Доказательство теоре..iч 8. Не ограничивая обцности, ..loжHo считать,
t

чтоrпtrl<6 , так как обциЙ случаЙ сводится к это,,lу путен использования по-
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тенциалов Рисса, построенннх по оператору Фурье-Бесселя. l|алее, пусть,напри-
r.iерrсиrtвол а.(х,{) чдо"п"r"оряет условио 111 из ýl. Тогда из Фор.lул (1)и (2)

получаелr

гР.tс,Di л) u7 : I е 
;Ь:r'},V, 

V|о*(чt\u (c)(y,lu*/'dn,

R*'
откуда с учетом (4) получаем

аО

F-W^(t,D',Ы4: ,ЧЬi€') u,"l| уsи(уil-\
R4+l1z

I
0

х

FЬлfu,D',в)t|:* },

2

Полоlким

Sи'u7 tоi'ug о^(*,{, ,tos'O+t'SпФ)dОаt l".

а^о(с,€): ал(r, r),

2ll
Stп ý^

(5)

(6)

(7)

(8)

следуоlцуD оцен-

\<

a-,k(t,€) - (-i)k у-* 
З|

dtk f S^^ob;"o -

0

*а* о, rФs'0 +
,0 dg , k:|,2,.,.r

t=7

С помоцьо интегрирования по частя..r в соотноlлении (5) r.iы приходиr.t к Форнуле

-,;[qr)

Or,k(I, {) ц (a)dt + R, u
р

функции аr,р(r,{) npn l(lrt явля|отся однородны,lи сrепе"п rп-k по второй

группе пере}iеннцх и бесконечно диФФеренцируеr.rы}rи и Финитнылrи - по первой.

0Статочный оператор ф - интегоальнчй оператор с ядро..r Nr(c,{) , которое

определяется по Фориуле q,

\

, лl+l
dф

ttltt,ý) = unrty-ne-"C:/) \
фе

dtn*, 0

, CoS-'o 0 o^(.,l', 'cos'0+l'Sи"O)dfldl ,D
L

Из свойств Функции d, и Формчлч (8) получаен для tпбогор>0
ку яаоа Nn: _"гY sи*'uLиi'uосOdt

lr. u @,() l-, фпsl (l*lлt)' 
! \ @

= unst(l+lrt )-' il*r ( l)'-'-',
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Применяя теперь схену рассуждений "з [r] , получаен, чtо И,d"Rп=П-tl+l
в соболевской ,*"n" rYS.

Тем саньш.r Teope..ra мя trl|. f оо*"""rа. Более того, явно (сн. (6) , (7) ) ука-

зан сиlrвол п.д.о. (1) в сщсrrе Кона-Ниренберга. Ilля остальнчх U'-! спра-

ведливость Teope.аu получается анаrlrrтическин продолх(ение}r Функции (6) по па-

paнeтpy.l . СлучаЛ, когда сиr.rвол О. удоэлетворяет усrювиD (1i) из ýt, рас-

сr.iатривается почти анаrюгично, только ну,кно учесть рекуррентное соотношение

i:::!t';::fu"!::1l-":":::",и соответствуlоцее изненение в Форнулу (4), Тео-

3амечание. Ножно доказать обратное утверждение, а иl.,|енно: если п.д.о.

удовлетворяот условиян (i) uпu (ii) из ýt, то его lto)xнo разлоlrrить в аси..rп-

тотическуD сунну с.п.д.о. вида (1).

Переходон к сопряхенн}.t{ оператораri доказЕвается следупцая

Теореmа 9 . Ifuatb фунtсtfulя аrh|) явrляаrrся cllлc,ollo,tl ? Orl*o - 0 ,
lloeф с.п.О.о.OрOr) Ооttуасаап Йоо-*"*е вuОа(у'Г'-|'ДУУ'lr; , еОе

Д - п.O.о. Hota-IfupeHбqea.

3анечание. Инеет место и обратное утверIвение: если синвол.п.д.о.

Д ,оо"п"rворяет усrюrио теоре}.U 9, ,о on"p"*o"(Y'|ukA(y2,1l+'/z ноf,но

раэrтrrrить в асинптотическур сунну с.п.д.о. вида (5) из ýl.
Теорена l0. Ifuапо Фунtчlлllа^lц€) u lc{() яыюllся ctll,Boltolll. Тоеф

праlэвеОенuе с.п. О. о. 0р(Ц) 0p(6l буОqп аqмтgпlцеосат cy1,11,1oй оперпоров

ыOа $l из ýr.
Последняя теорена означает, что с.п.д.о. образуот алгебру. Учитывая выше-

ска3анное' при дока3ательстве теореиы достаточно paccltoтpeTb лиtltь случайr koi'-
да синвол a.[t,ý)r0-(ý) , т.е. когда синвол не зависит от с . Введен опе_

ратор обоfuенного сдвига по Форr.rуле

f (о'-€', z+ 

2'- 2у2tоs?у
,)SпuOdg.

С поноlьо этого сдвига оператор 0ptц^)]pilr) в слу"ае, когда, 
""non .o,1,

удовлеtrворяет 1j,словио (i) , допускает представление

0 р ia,) 0р ( l,] u I d - с !,u\ *i,, n r' 
(Сir' 

; 
" 

И в' i 
il 

| 
"7! 

$ вО Бч til V' )" hfl r,
R't"' л

rдеl- (хiz|lrЦr,..,1о,z)е RП'" dr-поеобразоэание Фурье-Бесселя Функци " lrtC0
по первоЙ перененной. Из Фориальной саносопряженности оператора обобценного
сдвига в весово.{ пространстве и теоренu фубини инееи

07 @) 0р Ll,) u = ri,n)*br: D, q з) ei Ь: fl о, Bl4 8, € ),
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l+|/z ,l+/z
*Fо u. ({)Q') z') dcdr.

Используя в предыдуцей Фориуле следуюlций вариант Форr,iулы Тейлора:

(

4'
(r'- {') tz

Fou (c)Kf !-L k')

аr+/z

- cn,ua)^-'

0''' а^ (с)l
a(4):Z т

l<lc/ *' 0l'n (22аD*,н
"-yf 

*'+ 
L,t в,€ ),

где }tультииrдекс о4,-(о4 iun*,FФ,,.,,,dor,), lorl- <, + . . . + оtп+t, ПОЛУ-

чае}.l

0р @ л) 0r (6) u =ф ;, j_, 
_L 

С П, Q 
z) е 

l Ь|l\ 
6,- t f' k, rГ1 -

1 l'"'r.(r'
r 4 В, il аffi Fо ц G) t2'1ur/' 1," 1ur/'d\ drr R,,ц :

- .i',"?rJ-, 
}" 

r' k*, r,|: й: с,| в; r'f^),Yo,' 
Ь".!-

,6, (ч,t)
а,(€)

a|,"'(2?0!)*n

гоч(€)l7")

u*/'d{d4* 
Rrц:

а
ldl

0О'а,q) l

- 

l,
0ý'''(z!0/)'* \

|,| (r!";€^ г
х

iOr,

V'""'' j,(yrl{, r",r|dg +Rrч.

Применяя Фор..rулу Лейбница и замечая, uro Иd,Rп=п+{-t/ -t , нч убежда-

-1-u; t)**'

енся в справемивости теоренч.
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