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в работе Гl] автора,"и установлены условия стабилизации решений некото-

рого класса диФФеренциальных и псевдодиФФеренциальных уравнениЙ,

llаиболее суцественныr.t в этих условиях является соотноlление ,.rев{ду пока-

зателем однородности d.- (alr,..,,d,-) си.,rвола РU() псевдодиФФеренциального

оператора, т.е. вектора, удовлетворяlощего условию РU€L<):?"Рtt ll
и раз}iерностьо пространства. lL

Все результаты f, l.] получены в преАположении, что k,-.а ei, I

Снять это условие, вообче говоря, нельзя, что показываt{rт приrqеры,

в настоящей работе предполагается, что правые части уравнений удовлет-

воряlот условияt1

I

\ ""/ 
p)dt -0

Еьа

npn 0<lOl <i , где {- цслое поло)t(ит(,пьное число, удовлетворя|сщее не-

равенству l<l+r.rT\tл"(; > l , . В эт<.lм спучае показывается, что реше-' _ lcj<n d
ние всегда стаt)илизируется к полино..rуi если предполо)i(ить достаточно хорощее

поведение правоri .,acr" f на бесконt,чности.

l(ak следствие в работс получень, условия стабилизации на полино!i при

lrl*oo Функциr-л, принадлежа|цих неиз.)тропнылr классам Lр с лиувиллевски,,{и

проиэводныl"tи, рассr.tотренны.,tи П. И. Лизсlркr,,rым [ ?,3J

Для других классов функций аl{алогичl{ые вопросы рJссл.rатривалпсь в f Ц -

tЦ]. схема доказательства была дана в pa(ioтe о"rоровГl]
В данной работе }rы даем подробное l1зложенl.tе этого результата, при это..r

докаэательства суцественно опираDтся на результаты авторов fl]

ll9



ý l. 0сновнь.е опDелеления и вспоrlогательнuе результать.

Вэеден оftределения . Расснотрин псевдодиФФеренциальное уравнение

\ ,'"'ptre ) t2 tcl dr - f tй ,'u' r
гае p(j() удовлеr"ооlЗ, следуоOlин условия,.|:

l) мя лобоrо (еДо и некоrорого |,>0 вчполняется не9авенство

]р (i,ill > с lq l9' ;

2) суrцествует такой вецественнчй вектор

<-(*r....,o(n ), O<<ic l , i-/,2r, . ,, lL , что Аля лобого

ъ> 0 инеет riec'o Р0l7у*l-р(iýlъП: . ,i{оL-О)-\рUl);
3) для лобого Р,lвЬЦl,,..,.i, t{ > 2п, при ýi , 0,

j- lr2| .. , . t7, , с)щестэ)mт и непr,ерчвн" !e)lt, 1цi
0) инеет несто оценка

Д 'У 
fi t Л'tсlр(;rl)l*с l т l9' l гд€ !, > 0 ,

0 , если Vj7 -

(1)

{i ,

lj,
Ni _

{,-i
| - (li), ""n, Гli|+

, i-|,2,., ., ai 0oп.ljrl[|+t;

1.\i.L[r7+ r, i-l,r,,., ) п

\
Еп

(ц,0) - ч,tldtо ,

- преобраэование Фурье (обоатное преобраэозание Оурье)i,", ti в)
Функции { ttl ,

Полохин

р
+

t!э \ eiel рТ) iФd,c , l*l -_?
tL

Ео

l
т.l

буден говоРить, чтО fеýl , если fе с-(Ео)пLр(Еп)
(лля лобого p.l ) t p |'litr) е с* (En),
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lpl = 0,.. ,,l.

0бозначим Бо2 !'r нножество Фу.нкций 9 , которuе подчиняотся

условияrJt: PeL; (Lo) алл некоторого .l<p- Ф ц |лл почти. всех СеЕ о

ueS)
f 'Srr

lp(cll1/+lcl) 
/ - Kotcl, гд€ KotcleL,(En).

Введен обобценное рещение уравнения (l) Буден говорить, что ,

является обобщеннur.r решением уравнения 1 l ) , если для лDбой Функции

вuполняется (Ц, Р* Р) : t{,9).
В tt5J установлено, что для лобого обобценного решения уравнения (|)

справемиво
l2

цl,Fl- ol,@+ h| ,г

h,
*)о",

.,(#)'7,)lt,

l(l+rcr)P/t л); Lr(Eo)l. *, #*|, , , г 70, р>/, l<l>l

' 

ОРu t,@ - -D L 
h.@l ; С ( Е о)| 

* с (h-,'* /tr' )l tr*, al)P { Bl l L, G)l,

-l<l
{Фа l2l

ЕLп

где
-kl,lL

uбtа)- 
Ы ),,,,,(I

{"u,п,i'
п

г,
е

lL

е

i (cl - (ес)'о ;ir|"u,",;' z
i-'

с|' Ь tr€,i' ,''"| dr .l
Еп

е

ý 2. 0 стабилизации к полиноr,rу np" lСl*оо'Функций,
принадленаlцих лиу8иллевскин классан

Ленr.rа l. Пусть 11€ s; - обобlенное рецrение уравнения (l) ,

Тогда мя всякого.Р ,lPl > 0 , иr.rеет место

l2l

вuполняется



гАе ,t> 0, l, > /, hr> / и С - константа, не зависяцая от ,2

Доказательство, Jlспользуя (2), имеем

ts<р-l<lI

h.

\
h,

t,.

\rо -,
0\"u't^u(aii

|7*2l(

tl,

-,l 
),"

с
lD'ч |r)-D ч,

а2
tcll< с \^у,t,л'аlЭ)шl,\.р

h,

lй lllt

имеем)

l ГД€ п

( подагая '-L*!, оН-'), l,ор-D, 0,1-р,рrпlр+7, n,

приr.rеняя ле""у 8 ,з [Z] , получtl€н)

,,r,,i*|2ld

l.

\,
h,

'""\l,
Еп

)|i,-li-'( \,,,,{ r",#,д<i

<с

<с

<с

r"а 
l

" t"p,

)P{to, L"(Epl-

t
h,

-El'-!<Ol 
n Фwl)P {rcl; Lptсn )il*

(#-Ё)
'- 

('#- 9) l(,,r"r)?t" l;LrtGл)l .lL r ltz

Ленма доказана.
Леr.tr.rа 2 . Пусть вuполненu условия ленriiu l . Тог

конпакте из сLfu un@) - (r)иr.rеет несто
m

на лпбон

(о)

полино" степени m- (^, |...,m,а), Пj -J{-/ .

Доказатсrlьство непосредственно следует из леr,tнч З EZ] и ленмч t

настэящей работы.
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Лемrqа 3. Пусть Ц .{ - обобщенное рещение уравнения (l) ,

р бl(l locl
l(l+tдt) ftrl;Lr(Co)l-*, ,,р +тr|, F>O,рr/, l"rl>/.

тогда существует полиноtl 4@l , m-(rП1,.,,,По), rп,' <!{-l,
такой, что

Ll "*, l<l>-Р справедливо hл (UrO-?^a)-O

а'-(r,,...,r.;., i'r, fо-,, /<i
2) при /<l<l<P выполняется

для почти всех

<П;

llетрудно увидеть, что

ф пrrотно " /rрЕо) ,

lup, - ?.@) (l*w,r) 'l(l*ro lf {pl; LrE)l,
|L

<сП
Fl

здесь

где

tt|-,"-м+
I

р
|L

ф

)
р

ldl
.l.пФ-t), l-pI

Доказательство. Пр, l<l {р леl"ла является следствиен теорем l и 2

f2J " ,,е""ы | Ааrrной работы. Если |с| -р, то из условия ле,.rнч следует,

uro/a L"{En) , ,я" Z- лобое, большее единицu, число из проl.rех(утка

lп-о \
С-З; р ) . Для доказательства достаточно отнетить , ,rrо /1Z < l(l

'' 
л""""'дока3ана.
Следуя П.]l.ЛизоркинУ E2J , обозначин через Zlr совокупность бесконеч-

но диФФеренцируемuх коr4плекснозначнчх qункций '/(Х) , стре}.rlщихся к нуrш

внесте со всеr.rи производнчми на бесконечности и у каrrдой из координатнuх

плоскостей fui-?, blr2r.,,, fL , тек что остаотся конеч}н..lи выраrения

/
lgш* = sчрцrр M*(x)lD-! (ul , K-0,1,. .. ,* 

lll< к

14 
* iD - m00 t(r* t rt' )

I

лт ),

l=rпirr,lЧ"'r,;l;t}.

пуст" ф- ty, 9 - l(x), фtхl " 
{\

ф. Sr С L, (En) . Как показано в Е2] ,

p>l . Следовательно, справедливо
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Предлоrrение l

Пчсть и С,$

. нrо*ество ý" _плотно в Lp(En)rPr/,

. введем *n""" /!(Ео), /.р.*,
l-C,,...,(o), [rr-| (i-|,2,..,,f,).

Будеr.r говорить, что Ue Li ( Ео) , "rnn

" l(u, ! r*'с-rсл f'ФKlarl||ч|$t+)-л?,хъff<@О.
Так как

учитьaвая, что

l(r. \,"| Fi{,>l' ? trлаr)\
а,lul, g

+ Gn)-
ъLLр

Ре Sл |9l,
Lp'

мр
р.3л

l{u, !,e'"r li€л(" Ф Kldl|
l9l ,

'L/
- l.tультипликатор типа (р, Pl)

ф плотно . Lr(Eo) "Ф С En

',€^рс-цF

то

(

l(". !",-'n,,.f, !* . 0 юас)|
=6U

9е г, lFйl ilpi
Lp'

Lp'

<cMlu,Lll # <см.

Следовательно, для ue L|(Ъо)О"",^.., ^.rrо

ч
Р€ Dr

,*'b,lic^le' 0roac1|
l(", !, <ф.

lel.' Lр'

|2ц

По теореме об обrцен виде линейного Функцио""п. a L, , существует



Функция /'L, такая, "rо (4,, Р*у) - фе) для любой YeS" , ,о.

*

l
Еп

ýьI
;
K=t

l^

ýл Ф кlls .р Р- е L

линейно-зависящий от Ц и такой

LP )

llrreeT Mecтo

Теорема l

полиноrr f^ trt

( так как .'f

пусть 
", L! (Е) , / <р < lBl Тогда суцествует

что

i""*J::".;,"::,;{#:i;;'";:"q"!',*'.,"'i"":,"""

,!&,l 
o:i,T'"ц,',,",| , _

плотно в , то ииеем

(2)

- 5ЦР
o.1< t

_ utP
o<ltct

I

,аlLl

trVil-t

Fдh Лt",,)|(
5uD
feSrr

-рхf

lyl'Le'

I Wr #q,о,,\,,"'ркllс)|I

hпq lrл
tP

I ( 
,-,

\ "'"

l(e",I е,,(е,цЩ,,1Фl
ъцр
o.hcl(?г)П Irl Lp'

ile, ъiп'4{,, ,ffi является равнонерно o"o"","n"o Ё 
'|rУльти-

l25
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пликаторои типаР,Р ) , то Функция

,. 2
5Lп

ф(l, r) - е
th

следовательrо, ,"ее" )

tn
2\€j

*ф it r) принадле}iит lo, " |ф|, - Ml9l, ,

' up' ор,(h (j )

Тем самым установлено, что

|0,,,,,\,r'Зri:!,,)| !Ftl,c>l r,,\

-l€

ilpro il, lLp' /пф(h,ilп,ор'

*.il4 LoIL:G)l 1ф,
m,.Г[] ( см. Гt] ).

. В этом случае

| 
^*\2г)О g./cl

ilycTb тепер , lj= Vj1

l#

щр
у€ýл

р @
\фo,e,,r)|

|,р| ,' Lp'

п

l(Я,[r'' 
€ 

1tс,{jйrоаr)l

llyil
Lр'

Следовательно,

06означая
^," 

[,- |

п

u| 
r'*ulrnl - 7,

u,\"r*' (, r л)l' Фrпаr) l
+ч
9еф |(l+ tri-P// f @)| ,

Ьр'

используя лемну ] и проводя расaуждения, аналогичные теореме l, получим

следу(xцее утверждение. I
теорема 2. пусrь ucli,p(Er), /.lnl-p,

126
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Pl<l la(l

-+->l
прр

Тогда суцествует полинон ?r@, п-(п,,,.,,tпо), такой, что

О -l 
tt u, L!,o (Eo,,l ,| ч (п - Р, toil < с П, (t +tt;t)

j=, l

щr>0, ,r"U ] , ý9!!_ LF+ lj ," *r-*lj-', lщ Г1,1- l .

3амечание. 0тr.rетим, что для Функций url!,r( Е 
" 

) , р>0 , усло-
вие вuхода в бесконечности на полино..t почти по всен направления,.l, параллель-

нчн координатннн осян, в силу Teoper.r 1 и 2, ножно эаписать в виде

Bl<l ldl

т+ p rl, р>O,р>/,lq]>f. (з)

Пусть Ц€ L (Еr) . Тогда из (3) получаен

п,l+}>l, ,120, рrl, п>/. (4)r
Как показано в fЦ], условие (Ц) является необходиинн.r достаточнuн мl од-

ноriерного внхода Функции Ц на константу в бесконечности.

ý 3. 0 вuходе на полино..l решений псевдодиФФеренциального

уравнения при |о(| </

0пределин *лас. Lprrl(E,"l, ,а"/<Р<* ; ! - ,еоrрицательное целое

число, рrп(р-t) + Ур. Фчнкция |tOrL^u,r(Eo), ."n" вь.полнень. условия:

l(., * ,r,)'/'f @); Lр(до )l <. ф ;

(t)

P,tP

t)

2) \ ,'r p)do - 0,
q

0<lal<},.

Леr.rна Ц пусть {plrLrr,r(E^), l.nL<oi do-,i!^ni ,

Г > l . Тоrд" дп" noO".o. Р, l Pl >, 0 , инеет altecтo
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{ttlлРi
t,- Ч l; tm. ап+t

[<1 
l"'l 

lrпл' цaatt
-Дr|-#,l{,Lr,ol.

\
Еп

(5)

!оказательство проведем по индукции. Пусть П'| , рассlqотри},r

l Т r, r,z'a (#) *|-|V о, u'a (f)lt 
4, 

*Y) d4=
-ф

( интегрируя по частяr,i в ка}i(до},r слагае}rо}i l+ l - раз, учитывая условия l ) и

2) , получаем )

1

t

\лl+iл,r*0(?)
-Ь,} D"*ur,) ё(+) Wrr-,t*)" l 

.
ао

- Ё,i f ,, /r,r!_Lи,"-,Ъ Hl dt* *|l, Lr,oа;l.

\ o't(ff)at

"*;о)*\-

Пусть теперь неравенство (5) верrо для 7g-f Оценин интеграл вида

f ttl
Ео

(осталь"ые интегралы будут оцениваться аналогично) . Буд"" предполагать,

чтоо(о: о{п_ . Рассtlотриr.l

l I, 
ola фаtl=l ! ",i { tt,,L)dа (,,_Ц,', *)*|_

t z8



:
\

о

dt'\ f (t'

оо

\ro',t)D'i
0

,t")л'i е_,'фаt^*

\
Е
'a-t

to

\(ttд \-оаLп-l

ll(it,,,
Ftп

Еьы оо

to- ro

Iu [<л
z

по лрсдпол()-

-Фt
+ dt

(п.rеrрпруя по частяr.t, получае")

I
dlo

l,

\ u- f|',u)du)л''r"'ё(+,АdlN

w)ч (#,*у,

\<

к-0 lI dпК

l+-
г<а 

(!+t) ,ц

(l* rcl)

l

чu{tl
I (р+к +t) а

с +

l
ц<а НЧl

,
,to,)p(P+K+, ^ (#,*) r,l-+

(у.rr"""", *rо u*{ l{',ddд е L
-о,о

)fiенио индукцип, получае" )

J

к.0

т

ск

fdаК ц<аt!*)

пl)-к | /Э- КР а

р/р

(,Е )

t )[ ,т-L, tEo

с+-
[4п(l|+t, |,-,^f'' |, Lrrг" l|| ! ,, 

(ГК+D 

ё (_Ч* )'r, =
Еп

l29



.Ь |{,* ,"r f', , t, tr,)| .

Леr.ша полностьо доказа+.а

Лемма 5. Пусть UеJl,-

{@lrLou,o(E),l<l+<rrt >/ тогда для всяк<lго |,lpl>0 ,

lDPur,tal - ! Lr,o

где |>0,1,r/, /tr' / 2 С- константа, не зависяlцая от .2

обобщенное чоавнения ( l )

Доказательство. llспольэуя предыдущуD леr.r}rу и представление (2) ,

)l ,Gо
Pu 

orto) ; f, (En)|-. С (l,'* Гr' ), | {,

РG)l ,+ I

получаеr,r

где

lD'ur,td --DPur,@)|- с
'l<l- ХР -<ou 

d n, | |, L r,r( 
Е )l -

.r(t -| -t
ft2I

lz

\
l,

I , Lp,

t, - |<l+ *р + ýLol - l,

Леrqиа 6. Пусть вчполненu усло9ия ле}rr.rы 5. Тогда на лобом xolrnaкTe из

Еп npr/|*od равноиерно ur(O*PSnl , ,л" 4р)- полинон.

Доказательство непосредственно следует из лемны 3 работu fZJ " иэ
лемны ý настояцей работч.

Теорена 3. Пусть Ц€ - обобценное решение уравнения ( l ) ,3;

tt"lrLp,,o(E), lцl+ aol r l , 0<14l< р.

Тогда суцес lвyeт полино..r 0^ to) , принаАлех(аций ядру оператора

-

, и такой, что

Р ,rr"-
пQни |ful(пrr,,.rпп), mis rf - l

l30
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[оказательство. В силу лемrqы 5 и ле.iнь.5 "з [5] , дл" почти всех

L€Еа иr,rеет несто

ь -|
lц(сl - f 1"il- r,I (,*,r,,)' lf i Lr,р (c.)l ,

a

u@- 4 @) - li,n 
l

l* 0 ЦZС)О

(?,)"о" (6)

Крме того, нетрудно показать, что при вUполнении условий теорень. сходи-

rlrocтb в правой части (6) равноl.tерная. Тем car.ruH для доказательства теореr.iы

достаточно получит,ь оценку

не зависяlцуо о, |ъ . Имеем

rдеL>0

la(#)
Еп

f ttldtd,г

Il

\ 
о-'*' \r,,,a

hEo

h-|

\n-'"'LUt}l {dld,ldt,

_Kl
lг

оо

l
0

сО

\

I

)ldlп

-ldlг

_l<l

la(
Еп

\с(#)
Еп

/-э \

-l
t-l { t{ldt dr+

f фdt On-t,*1r,

fr lrа,||'n,^j,t л

lI

й (,rtrt
j't 

"l+l
0

здесь /rL - некоторое положительное число

Оцениr.r J, " Х, ,

1, * (в с,"лу леммы Ц )

l3|



<с

<с

а

п(
Pl

\

fjl)
l<lп

ао

<с
,l

п (/+lcjl)
J,t

п
l-t

l

р

(Jl+{ry-l)
|1lп

*i'"""фd,ul{ , Lor(r" )ll-. с iOrю,l) х

-| {, Lr,r( с)|., 
Д 

(, r t",tf/ lУ,,/,рG)l,

\
Еа

-ld

lclй

лг

'о. lr0о '

,!, 
(l+tcrl1

J,*' 
\
0
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