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мультипликАтOры в прOстрАнствАх диФФЕрЕнцируЕ,фlх

Функций

В.Г. М а з ь я, Т.0. Ша п ош н и к ова (Ленинград)

В настояцей работе изучакtтся классь. ,irультипликаторов на пространствах

диФФеренцируе&rых ФункциЙ целого и дробного порядков, точнее, на пространст

""^ 
Wf, {П^ ) ,В! tK'1 и др. Под 14ультипликаторон понинается Функция,

у.rrножение на которуо не выводит из пространства. Классu нультипликаторов

обозначаотся через MW:, МВ; и т.п. Введение в них Hoprit' как нор..iu

операторов унножения преврацает эти клоссы в банаховu пространства. 0снов-

ные результатu - полное описание рассl,iатриваемнх здесь пространств tiульти-

пликаторов и теоре..rы о следах и продолх(ениях }rультипликаторов. В слуrое

tp "о , рr/ , характеристика пространств ,.rультипликаторов дается
в тер&tинах различных емкостей, а при 4РrП ,р> / , а так}хе прr,-э-/
эти термины не испольэуDтся.

По-видимому, первое систеr.rатическое исследование мультипликаторов в

пространств ", MW! , 0< d < / , бппо п_редпринято Хиршманом [l8, rэ]. вО 
" roo"n"r"oo"-ft8] показано, наприлrер, что есл" /€ИWr' и функция 9 на R

ет условию Гёльдера порядка pe(i,/) и ограничена, то P(f )etlWr", ,д"
r

0 < r < LP , В :]9] найдено следуоцее достаточное условие принадле}хности

функции / классу MWr' , Oal< lfz , на единичной oKpyrKHocTn 0 ;

l|]r*(c) *,ulp(?'у rtr) - f (t*r,)r, )/2-,pt, /, F' 2,

где супре,,iу..t вuчисляется по всевоэ..rожнь.i.r раэбиениям о*ру*rоar. / ТОчка..tи

t" Р. Стричарrц 1l] рассt,tотрел класс мультипликаторов в пространстве

n! бесселевых потенциалов поряд*а { , n*ro'blo из Lp , Р' / , " o"n"Ро
в случае Пр rп исчерпываоulе%описание этого класса. J{MeHHo. функчия;/

принадлеr(ит пространству М/Ч; в толl и только тон случае, если для всех

i""';:,:::;:Т'}%?";i',-'JN"!:!riлj"?I'!"*,ч"lr,,iх,!!,'r4!:!
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SHe куба [а: lqt*.2} В,,Гll наЙдсны TaK,Ie достат.)чные условия принадле)i(-

но(.ти Функц"" *лассч LlH} npn t7Э <П , ,2 r/ , и установлены некоторые

теоре}iы вложения для пространств мультиплиr<аторов. В fl , lб , l8]
pacc}ioтpeн вопрос о принадле)кности хараl(терrrстической функции подмнох{ества

,РЛ npoarpa"cTBaM мультипликаторов,

Отметим еце книгу Г. Трибеля El7], B кот.,:!,., в частности, получены

достаточные условия приналле)кности Функции классу }1ультипликаторов в прост-
.l ,ьпt

ранстве Dр,9 (К ).

",Ц
состоит из разде-В нсстояrлей работе три параграФа, каждый из ко

лов. В ýl исследуптся мультипликаторы в пDостранств

ПРИ tlеЛОrlt t"

венства " с,о

y 
oru(a+ 

h) - ч сц 
ч kl( йrPVldt)|/P

np" доо6"оп { Первые cer,rb разделов этого параграФа посвящены случаЁ,

р-/ , а в 1.3 предполагается, что7:/
В 1.1 введены обозначения. В 1.2 получены используе}rые в дальне}iurеr.r

точечные оценки сужений бесселевых и риссовских поте}lциалов на подпростран-

ства, обобцаощие полезную Teope}.ty Хедберга Е2] . Другие вспомогательные

утверждения приведены в |.3. 0писание мультипликаторов в W,{ tP' t1 дано

в 'l,Ц (-/- целое) и в 1.5 (l - проиэвольное положител"rо. jn.no) Показано,

что Hop}ta в пространстве М W; эквивалентна величине

lltrц* * -!Цjlrр_' -Т 
Wpk,wllf'/e'

где супремум берется по Bceрr коr.rпактныr,i под""о,rества, Р
емкость, поро){денна 

^ "oerol, р W! . При выводе этих рез

но используется следствие из так называемого " сильного

с нормои l4ull,-
с,р- llull , ,o.Dru-lVru|

\1u) (z) - (\ l

П , а сор(€,W:)-
ультатов существеtl

е}rкостного нера-

\ ,ор ([ се RО : Iu @)l, /}, W! )atP < оlцl;!
0

(лемrrа |.2 ) (см. f 3 5]). В разделах l.Ц и 1.5 дсlказано также интер-

поляционное неравенство

ll/lrrj -.4 l/ {r".'' l 0 < б< [
бlt

иW;

Различные варианты условийr, необходиr.rых и достаточных длл тогсr, чтобы

Функция была мультипликатороr,r в пространсr"" W_" , обсуlкдаютсп в l .6. В

1.7 аналогичные результаты получены Аля noo.roir.r"" ML; , гд9 Li -

пополнение Cf,tK^) по Hop^re lDrulr^ ПpocTparrcTBa ,ltW,l " frt,Iг
)о



изучаотся в t.8. 3десь, например, доказано соотношение

|l1rw,, n |лtrц* 
"rnff!,o,,, 

р'-О |4l|l,bre,),
где fr"tЛ) - шар с центро}r в точке € и оаачyсw, Р
нятия еr.rкости верхние и нижние оценки Hopr,r в пространс

содеDх(атся в 1.9. В тон lKe разделя показано, что если

"ll-'ll_. - , ,о |-'е MW!.

. Не используьцие по-

,;;;i;;!:;;й:::;

В ý 2 исследуот_ся

",о l,|W! " MI;
ров в весовuх пространс

пространств " W! " l!
весовuх простра"ств Еб

следы и продолжения r,lультипликаторов.

являlотся пространстваl"tи следов "" RО
В 2. l показано,

litуль типли като-

твах С.Л. Соболево "",?О*', аналогично To},tyrKaK

представляlот собой пространства следов функциr--r из

,71 . Приложения этих результатов к первой краевой

эадаче для эллиптического оператора в полупространстве даны в 2.2 (в пред-

поло,l(ении, что краевые условия принадлеDкат HeKoTopы1,| класса}.r нультипликато-

ро" a РП , устанавливается однозначная разрешиr.rость задачи в пространст-

ве }iiультипликаторов . R|r' ) . В разделе 2.3 изучаотся следы бункций из

MW! (Ror^ ) ," RО non условии, "rо |l-п/р}>4._До*".ано, что про-

странство следов совпадает с пространсr.о, ftlW!'7P (RО ),
3аклочительный ý 3 посвящен описаниD мультипликаторов в пространстве

л2
бр , Hoprita в Koтopo}r содерх(ит вторые разности Функции.

0сновные результаты этой работы приведенн беэ доказательства в заr,rет -

*а, авrоров Е8 , 17] .

ý 1. }lультипликаторы в пространствах

1 .1 . 0бозначения.

(l.|)

L:w:

пч ст ь,6, (с1 - fl, е RО : lh - сl1v4},0р- !lr{0), чг Lа7аф.. а"r I . через

сrС7rС2r,.. будеr.r обозначать поло)i(ительнUе постоянные, зависящие только от

"безразмернчх" параметровlrп и т.п. Будем говорить, что велпur"rа nd
эквивалентнч (а- 6) , ..nncra<l< Сrа Интегрирование без указания пре-

делов распространено ,"" Р Н., 
"е- различаелr в обозначениях пространства

скалярных и векторных функций.

" 

положиl.t Чu)@l:lUrutcll пр, t=Q,/,, ,..

an u) c."l: (l, yгич @+h) - v иц (cl|P th-*'Чlf
пр" дро6rо, l>0 "реР,*) 39



06означиr,t ""о.. W!=W! tK) nononr"r"e прос транс r." q-{R 
О)lо 

но:не

lDrulo+ lЦlо , rо" 
_! 

. |, - норма 
" 
lo,Nr0, /-<р<*,, , i.о."фZ! (QО) ,

h2п,'- nonofi"r,"" СГ(Кбlпо норне lЬ-Ul^ .

пусть "," W!,6!-|u э ч7, W:,'f2 rb; В"!.
Будем г9ворить, что Функция l/ , заданная на К", принадлеF(ит прост-

о"""r"у /rlly,|z (Ра) , есл" fц cW! th^lАля всех u е |V: (R" ).
Лyсть Цо * Ц и fцо* Г- . $ Тогда суцествует такая подпоследо-

вательность Ho}repoв V^\*>t , что для sсехО из liножества полной неры

Uо*- Ц (a) ,/(С)Цпх(С)*tI(a) и t|=/Ц почти везде .r" RО итак, опе-

ратор !l-|(/,эамкнут как оператоо в Wi . Если yeMwi , то этот опера -

тор определен на все... W; и поэтоr.iу, согласно теореме Банаха, ,ограничен.
Hopr.ry оператооа Ц-|Ц будем считать норной в пространсr". /V|W! , Т.€.

tt|пw! : *р[| lo| 
"!,i 

lцlwr . /} .

0пределин eltKocтb СОР P rW! ) """"ыlr"o.o множества/сr{ар"""""r"о"

сdрР,w:)-иf |lл'", ,ч€СrвО),, u2/, "а е!

3аr.rеняя

ранства'lL; и еикости СОР Р, L
в этих определениях w / , получае}.r определение прост -на

l
р

l .2 0ценки для потенциалов .

.Пусть / - ,."оrрп.,ательная Функция "" /р(RО*^), rп>0, Ro*'-
- | 

:";!:!;h,V' #:"|":,.I 1J;,". потенциал порядка л с плотностb'

, Т.ё.f

,о" ! n(( Ku
Функция

J:*^'f -f"*f,
Z)= G"(trt) _ CKg+tп-t,l/э(rzr) t ,;r,п-^,l/z
- нодиФицированная Функция Бесселя третьего рода порядка У ).
0|, поло)rительна и убывает на полуоси (0r-); для нее иr.rеот }rec-

то спедуоцlие асинптотические Фор}iуль..

При { _Q
r-п-lп

0n{t) - цt,' Г=|L{lTLl

t 0<r<rъ*гтIl,

,

,

/
По" d +оо

q0

r>п+lп.

( 1.2 )



g
Введем еще r,iаксиt"iальный оператор Харди-Литтлвуда:

G"ttl,-, l/l
(г-п- tп- t)/Э t

I

@l

Для почти всех lg РП

'/р' С lc-ý l

1,0,0

2t

\ |gюldy.

tl.3l

(M'"h)rrl _,r,
О"tzl

Хедберг f2J до*аза,r следукrцее полезное неравенство:

lI;! f ) el * с |z!'1) (сЛ ' |w"'f ),"l'-' , (l .I,)

гдеO<Q-/ ,0<r<П , "I" - потенциал Рисса порядка / , T.e.r"f-
=|СlrП * f Для дальнейшего Har,t понаАобится следуDчая ...iодиФикация нера-

венства (l.Ц)
Л е r,r rq а 1.1

Ясно, что

VS_T),{) F,0)< c\r,ir) Л,оol'W';)'l'-', (t 5)

,д., ({)-trf (€,.)|цt{) , 0.g< /,

д о к а_з а т " n .'., " о. пусть /е (0,Л, Estar{r=G;?)rlri
rrR: (r-ý)'r|' , d'!. представиl.t потенциал в левой части неравенства

(1.5) в виде суЁr}rы двух интегралов, один из которых распростэанен на

Es@) Пусть 7,Q<п+пfрj ,о.д" в силу (1.2)

Ь,

\*У .u*,,,(c-ý, Df К, Ddrdr":lяС(1 ffirу,,,
Вф\Ебttl flstxl i"t L

,a.y'-p/p-t) " /:п-r0 *,п/р' .

(} 1t .7)
lc-ý l

а 
рO,п

Рассмотрим, наприl"tер, случай rO<П Правая часть(,1.6)"е прев(,сходит вели-

чины

, to|

l
g tý)dE

d2

u] ,

gGld €

, Р0'п,

, rO=п,

, гO>п.

о,о

W,gy-oo
: пý9ZJ

i=o tZi. |с- |l. dz-i+' Ir-ý t

п-г0

4l



. сF4 ,'j(п-го) u-o+r€,r_ýI 
.z_j+t !l€)dr<ct"'tMФ'){"l.

Такая же оценка получается из (1.6) - (1.7) прп ГO2П,
Пусть теперь PO=rL*rTlh' . 

'силу 
(1.2 )левая часть неравенства (1.6)

не больше чеи

,r|,,^,, 
О'( 

n,J u lhyc ltc- ý l+, yilt') у|!r',
flolcl

".( 
l * lц ;ll) о^Ь'\ у (odý< cQ-lt y;/l) а"' (r'Ъ) el .

Еслч ГQ2t7* m/Р' ,':О]"."^часть неравенства (l .6) оценивается вели-

чиной

,t^F \ 9 <cl ll < сiО*^Ь' 

'r'o'9){al.ixF)
ttTaK, при /< /

t Г а"lМ'ilа,rо<п+rпfр',
l ? nur,7o@-1.,DfЕ,r)dCar-l \t-lЦоtlо"d 1м'"'g1l4пе*rф (l .8)

R'?|Й\Еr(') 
L c0o*h'(M'"'g)t"),"ora*./p'.

oцениrq теперь интеграл "" Ех @) . В случае ПО<п+rП/р' имеем

\ У u--r(r€,,|)f G, yld с dy =с\ Цt Б g til 
v' 

t l 
п : r,o+ йlр,

f к,рdrdr

Entcl Ечtл,гЕ,t4

{G,qldg d2
-ol,

Е,@)

q-€f'!'

(ro-{l+ r7l)h+ 
l- t'O+п/р,)/2

-..r "*u'l
f G,7ldc/7

+с е
Еr(.).Е,(с)

(lc-{l+t 
уt)а-П+П/Р'

( tC- |l+l7 l 7( 
а++rчп/р, )Ь

E,(xl

+

l
f cr,rldrdt

"l- 
n ('-" 

t ilrli, f ) t,,о1,

Точно так же проводится оценка и прч ГQ24*

ц2

.Ь, В реэультате получаеl"t



Icl г(1-0), цrп.!
(J*rbf )U,o),

rO<п - ^,1р' 
.,

\ ?*,rЭ-{, t)f E,t)d(d 2 = rч - lk!d')t+Tir )ta,o)

Еоw) Г0 = 2- /ПiР|;если

еслg рО>а+rп/р'.

(|.9l

(1.10)

1t.tl)

3аметим еще, что так как a,t)=0(e-"t), ,о

\ 9rо*п/рР-{,flf ý, y)dtd7,c\ 9 ts)e-'|'-"/{ :
Е,tt) '' QФ

= rfi 
,r, 

j 
r,:;',,'- 

" ! оr r' *,,а U' 
C2j, 

",i r, 
t",|\r" 

с 1' м'" 
)), о,

0бъединяя эту оценку q 11.8) , rдa f-1, пог7чаем HepaBeHcTBt)

е ;;::/, f ) tr, il * с 1М'О)9 ) t,l,

в случае r0> п *r/Р'

,W;: ;i,, 
Q- с, ф { G, t) 

d r d I - ;), !,,, :; 
l О € ф = 

с lt! !/ {) е, о,

что Br,rdcTe с ,l .9) дает оценку

alr*itr{)@,o).c (J, f)F,o) , ра>п* -/р'.
(П+lа)

+п/F

При рQ<п+ilfр1 из(1.8) - (1.10) следует, что при "."* d|€ (О,*)

,q:::)r{ ) в,о) * l"' (м"'9 )r,l r УГtl-d) ' ,t!|i,'"f ) t,,ot

Миниr.tизируя праву{, часть по / , пр"rодиr,r к ( 1,5) ,

11|ои pQ=t|+п|,pl в силу i,1.8) и (1.9) для все" 6[6 (4, /]

,,l 
"iЭ',, 

{ ) р,о) < с Q - t hу r l)Р "' i М ") ) el + (Jn'^') Р rr, о1. (l . l 2 )

цз



crnn lllh)g)@,d<PHi f) 1r,ol, то согласно \l .t0)

tJ.'r-Zb/){r,Ф<c (J:-:;f)p,o) (1,1з)

и HepaBeHcTBo'1.5, следует из 1.Ic " l.J Пус,о(l4"'9)tаОr7ff)11
(Т,0). Поло*им в i| .'| 2)

аFо Q:Цf)Bot0,-W
Тогда

Л е rq r.r а 1.2. Пусть

ста в неравенстве

V [3 рil 1 r,0) <, VI :::; { ) rc,о|

,д.! (€)-|f (С,)trцlр-1 ,

fuM'"'pel'-u ,

и Г<п+rп/рl ,

tl,'"-_|trf )rt,а-. с(/- |ЦdDl"!!r)}f )Bol:

- с (t * th1 r l) б 
r0 а- О 

WлТ:; fl р, о|0 ftM"| ) t,ln', 1t .lЦ)

Так как le|riJ , то неравенство (1.5) доказано.

В случае rО>П+rП/Р'оцеr*а (l.ý) непосредственно.следует из (1.10) и

(1.1t) Лer,tlra доказана.

3 а }i е ч а н и е 1.1. Аналогичное, но более простое рассуждение при-

водит к следуrolцену обобценип неравенства Хедберга 1l.Ч) :

0

0<0< /

l .3. Вспо}rогательные утвер)i(дения .

(1.15)

точная констэн-

1t .lb)\lul'ay * СlulРr. , uеСr (RО),

цl{

эквивалентна величине



lд9. / - произвольнчй, компакт положительной енкости СОР(е, W! ) . То хе

вер"о после за"е"" !У "" L
Эта ленна доказана в E5J и ранее для ф, /р.п , в tЭ7 1tп-/r2) "

в Гq ] (rrа - лrобое целое чиtло) .

Лемна 1.3. Пусть /<р<е ,0<fo./ "prl"p,b,P>o.

/rc)
цlр

фр p,w; ) 'е

,h

(1.17)

( l .l8)

Тогда

Р\с pPPdc
цlр
е ФрР, ",у сор(е,

Д о к а з а т е n . " 1:*} llycTb |l.Ci{K")
продол,кение Функции 4 ,а К . 3десь пL-lr2r, ..
m-0 для целого ху . Обозначин ""о"a/ бункцио r{

A-(-l+E)l/B , А- операторЛ"пп""" "RО*^

u(а)- V.:;; f)B,o).

Воспользуеr.rся леммой .l .l поп F l/, , g -4l

ф

" U еф(рп^)-
. если а- дробное и
1+Ф U , гА€

. Тогда

и HepaBeHGTBor Гёльдера:

\ у* ш(л, . с| r rcf Пriл i,, r 0 е, otr*h W" 1l BlFilL

=, 
( \ р @)|Р Х, ii-?, t f tt) p,olPbft t Гt м ")l r"tr\,r 

-'
Используя непрерчвность оператор. 14 

Io'. 
loRO) "лешrу 

1.2, получаен

\ r 
* 

l u ft n 
= с l f t,;'::,, |ffi|i,Н,v,х,,,х:/; .

(:{"f. нu воспользовались тен, что Vrff_Yl\t9.ro.1 аппроксинируется в

" W; последовательностьl0 Функций ;r" '?r (R") .)Так как последняя нор-

иа ltiах(орируется норной

tr Д'*'/' Jriiriirrrl ,rrrоrлr- 
lf | 

ъ, (Ror^)-l^'*^h t\l lp( Rе*,п)

q5

р )



("". Е9 , l0, гл.5J ), то

*l 
u|"d.< c+llp

е
\ v"l, ъ/р

\, lл

ltининизируя праву}) часть по эсе..r продолле""л, |,f Функции 4' , получаен

g'Рdо
ъfu

Utr,r"*,,
caple,|r,l! )

р
w!lа

L+п/р

l\r"' ulPdr. су
шр(е, )

с". f9 , l0, гл. 5]). 0стается воспользоваться ленной 1.2.(

Л е м н а t.tl
l.р.*,."дро*(

чаеlll

и радиусоl,r р
пусть /, _ усреднен"е Функци" XrW!,6R') ,

Справемиво неравенство

1De lr|r,rq lDrl| црltрщ-сТРw-rtrF

(D, у ol о =( l r г l к (r lr) [о,,, / 
(су{)- vo,, 1ое\Ф l' wr Ч,r.

. f | 
*G/ ) ( l l ч 

r,: / 
(t + у- € ) - v и у 

(с - ý )lО t yi"n "'1,7fo, = * rц, о.

Для лобой Функции u е Со* (Ro )

l t, 14, 1, 
(l".\ 

l u rrlt' \ i " * t€ ф)|о, у) r,-rl' d 1 d, -

-/ " l KGDtluи,l '|tцlt*q|'lпlе .

l|o к а з а т е л ь с т в о. Используя неравенство}lинковского, полу-

0цениваЯ внутренний интеграЛ по ..с{}re 1.2, заклвчаен, что

1,6



I |Ф,ри-с)l?.

\ ru, ау5 1'd" ", "!, ":о сдрР,WР

lDrxl"d" р

w!

l ul|t F "\r rrрlу -

-- сцLр
е сар (е,

lutr
)

Еrце раз ссылаясь на ле..u,iу 1.2, заканчиваеr.l доказательстао.

Л е r.r r.r а 1.5. Справедливы неравенства

|l/,w! -|l1Mw! 
" Plt/Mw!

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ueti

lуrulrl- (\l | !,r-"К GlРv[,J,, (Q 1с+у,€)- Q rr,fidс|'^

,Iy|u ""оrr.)'О *(lr!гт (tlr)Qtr,оlr|,(l.f ,

Ясно, что

В силу нераве}.ства }lинковского,л" Q 1g., q l - у 
(с-{),, @,l

lD, tуrч)|lр- (lll\p-' К k livl^,, Р rp*y,{)-a bsDdrl',
/р

^ \г*еlt'оrпr) \ r-" * К lf)ll,о (.,l)\pd{ .-4

Аналогичная оценка верна для "оо", [, U| r, . Поэтому

tyrulrl. l р-" К (( /ilQ (,,)lrt d{.

Так как ll4 (.,()l"'c *|l|nn!lul re , то левое неравенство Аоказано.

Правое нераве*ство следует из iоотноцlений

llл
f-ф

,,ul 
wi

ll ul0f n; *P'lr'n"!lulrt
ц7



Ленна доказана.
3аr.rеча н ие 1.2j Не всякуоФункци}) *MW: ножноаппроксиииро-

;;:;,";l;";!*"';;"Н]::::Т;:;':Ц"J";:: j":H:::::;::".,"
есть непрерчвнdя функция, так *"n |/|L,о'- llIi,w! 0днако разрuвная

Функция 
У 

(a)-lcl-| С принадле*ит npo"rp""ir"r"Mil"P,р -П, поскольку

Ito t ol-' оu)|Рdо- с, l (l чиl'* toiP lutP)dc.q l Wu|Рdс .

l.Ч. 0писание пространства r,lультипликаторов в w; np, ,,"no" /

Лемма 1.6. Пy"r"lte/tW! _ /<о,
t<K<VJ. тогда/€ tыfrЭп fr;',b(R'' )

<со ,' к- целое число,

и справедливо неравенство

(, .19)

I Dхll1rе7^1е1 _ _t-Klt

"tРч*-tt1лtwr<СlУlr_
rP
,W;l

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть 4€
е СRО По, лпбом нбтуралrrо" / инее}t

oof ll Л
е+п/р

Ul
U

LFR"*^ )

(с". [э, to]),

Сjrп'),ч>/ на коr,tпакте

,{rо| " lyr ur|'|,, . |||,lwf lul/;; ,

il;Ё,;ry"''/''ri"',/^!y."!, 
Принадлехность Функции Jr классу

Восполь зуеr.rся неравенс т Bor.r Гальярдо- Ни ренберга

ь*Р lt rлlс 4t ,h
llчlо< сlучlr_lуulrс<Сlуulд* l||Mwfluly . (1.2o)

llycTb 7n-o , если l- u"no. п m=/,2,.., , если l, аро6"ое число.

06означим uереэ !/ произвольное продолжение Функции Ц "" РО*'
Так как "ор"" l Un r! эквивалентна Hop}re

ц8

то



сар(е|w!'l-иf 
tпл '*^le IJп:цtп*лl,tlr(ц*|чr.t * ,}. (1.2l)

(| .22l

Как известно П1,12J , последний инфимуl.i достигается на Функции положитель-

ной и ограниченной константой, зависдцей только о, /rrпrп,Р . Поэтону

если в определение е.{кости oopprw; ) ввести дополнительное требование

lцl< С , то получится эквивалентная Функция rlнoжecтBa. Принимая это во

вниlitание, из (t.20) получаеr,r

|D*l|lp,/*(e)* c|i;: lillri kч (e,w! П^/'l

Лемr.rа доказана.

Ленr.tа

уеЩпW!

Тогда 
;/ 'rW;

|с"
+lLP

е '/р

lD'ltrro,r,
1ф,

p,w;lhор

и справедливо неравенство

l
|Лrl| цс,l

"', 
=' LФ?уЖl/lz..* ЧР

Доказательство. Пусть 
оNr 

- усреднение gункции | с радчусаl !.
Так как lal*(Ro)^,,"YrellW) В силу Форл{улы Лейбница и лемrrы 1.2,

I Dе 
Ч r u'\ l r-' i |'i l, D,-i u' 

r r*' h у 
w*r^*r r%rl u l, с,

0тсода с полrоцьО (t.l8)и (1.19) следует оценка

nlr| rw- с ( nn! ),

ч/с
Urlr* llr|

i/e
l1

что и доказывает (1 .22) аля функции У_ . Приненяя ленr,rы l.Ц и l.ý,
ваен доказательство. ОР

Из лемм 1.6 и 1.7 непосредственно получаен

заканчи-

теьное
ll

- произвольное полониСледствие l.|. Пусть /<Р< оо , l
число, к - целое число , оП g'э/, MYU; . fогаа f Q MW;

t,9



l
FKlc

< clуlr_ l/I
,/с

ilw; ,

лпбого

(1.23)

(l .2l,)

Mw;

1.5. 0писание пространства нультипликаторов в w:
Лемна '.8. 

Оу"-ч"1 / принадпехит простра нству il
,,

0<С</,втоии только To}t случае, если еlфп
пакта В

при лабоа |2р.

W!,/,p-*,
u

lLrl|'rrn - ona! -р (e,W: )

пнеет несто соотноlление

ДоказательGтво. 3анетин, что

отсDда и из леl$iч 1.2 получаен неравенство

l|l*w!^, ly|rn*yffi,

l D, tуul - unt ,lr, -|l|ц_l ul 
о 

t .

которое дает треб'енуо оценку Hoprib. в MW: '"""оrr.

Как отнечено в доказательстве леннч |.6, справедливо неравенство

|l|r*- |l|rtwi . 0тспда и из (|.2l) получаен

luDrу\р. \|l| мr!* 
|l|r_) lu l w;. 2l|lrre |ul rt .

0стается сослаться на ленну 1.2.

Ленна 1.9. Пусть/ е MW! , /.рlф, /- "ry" r*
тlдýдgяJдýдс, д Х - дроб"о. i"cno ,э np-.e*yr*" (0, 4 . ЕЕдq Уе /r_П
П Wr_b , справедливо нерэвенство (1.23) , а такхе неравенство

ylffi,cl/'::tF!"!, (lz5)

,0



Доказательство. Принадлежность Функции / классу 

'r|u" 
очевидна,

а оценка l|lb_- 
.tr|,| nw! установлена в доказательстве ле,.r..rы 1.6. Так

как пространсiЬо }V, ' ( non дробном ( ) является про,lежуточныtt мендy fa
е'

"Wr,ro

|l| Mw; < , l l;; ry(:";. (1.26)

Ясно, что (1.26) и (t.23) равносильны.

иэ (1.2])и леr.rмы 1.8 следует (1.25) при 0<l. t.
Рассl.tотриl.t случай произвольноrо f, - 0
Допустим, что неравенство (|.25) верно при всех дробных /.N, rд"

,V- ,a"no" число. Пусть N<.f,</rf +1 , Имееrt

Il

(П4иlr; *Z|witt4i

Al u , ,д" А- (-l*E)
',,)

<6 u
|/
/2

truDry
+

Пусть V -

что B..recтe с лел41.1а}rи t.] и t.6 Аает

n

'rr=Fltv,utzr_, 
у

Тогда

(Лп, u)( rl - (D ei ,|"ч ) Bl : (з vlr|" onj ц ) to -

- ( l l l И hr t-€)-!; е<lчцун/{firl*"hf-

: (! l \ yi,"-,lk ч, G+ l)- v iliф кУtliъГ-'Пkf .

Применяя неравенство 1.1инковского, получаеr,{

(ъr)@l * (I'"'or_j дjч)rcl .

Отсода и из леr.i}tы l .2 aп"ду", оценка

I l9./l D,_j urrr. С LУРЖN 1 Dl i 
Дi utrro .

Как изаестноЕ9,1F ,

lлr_, AJulr.

ltvr/l -cl/l

(l .27:

(l.za)

,I

*cllci

or-ju

wi

l
'ij'r; 

nuo ritr
rilt
Lф

l



Еrце раз применяя леr.rr.rу 1.2, получаен

0тсrrда и из (l .Z7) , (1.28) следует

Ал^ целп, l эта оценка очевидна.

Приr,tеняя (1.30) , (l,23) , получаеFr окончательно

tl v;rz |nr_j |trrr-, \, ffiWl"t .

Индукционное предположение позволяет опустить втору}) сунну справа. Вспоlqи-

ная неравен.r"о 
Щtrд < ll\Mw! , приходи'i к оценке

YPnr;v,clлn"i

1l . z9)

\1.30)

*,'ffir*СlU nr";<cltyll Il|,ow!
rхfе K/f

LФ

Ле}r}iа докаэана

Леrqма l . l Q. Утвер)чдение леirr,rы l .7 остается Bepныltt и для дробного

[, о,

Доказательств

Отсода иэ оценок (l .28 ) , (l .29) выводи,.r

lЛ,(xrullr, 
= 

с (
а',v;чlDцфlц

ir, 
n,"," ue|i (Rп) , u""

+Яll
j=0

Fjh

lцре,w!il'/П
Ir*

L- |l

(*
\е

lL t/] rilt

Oil 
r| Dч u| ,, )

l|,u \ rе=, (,ý yrLffi rl,n',
ф

"l|":

цj:"),

lcl wi

Применяя к слагае..tыl.t первой cyr.rirы неравенство (1.25) , получаеr.r оценку

nDu (el Il,Ш/, ,r;*' +

i=0

что равносильно неравенству (t .22) для

канчиjает доказательство.

0бъединяя утверждения ле!i}1 1.6, 1.7, 1.9, 1.10, приходин к основному
рсзультату.
,2
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полох(ительной z -неDной rieoba

. l О, у 
(r, 

(е1< сOп+! сч (е, W; ) .

2) Имеет несто соотношение

|l|Mw!'y Р*rтr- |l|r-,

3) Щ YIMW! цК€ P,t) , р lеЛl}S' , "по"""дr,r"о 
.."о"""""r"о

1l.z3) .

Teoperla 1.1. l) Щ. /
в Tor.t и только To1.1

l .6. Эквивалентнuе Форл,tулировки.

шение

принадлехит пространствч MW;, /. Р.*r_
еL*П$,'!,.rоп" n,oбoro *o"nb*r" е.RО

сл,рk,w: )- ? шр (епr-i, w;) .

l.
Докаэательство. Пусть ueCf (RО),Ц-/ . окрестности компакта Z

" Х j'Cf, СZа, ) , ?i:' , " oio""rrocT" KvBa 0i . иэ определения ен-

кости следует, что

?,о, kп ai,r; )*,i lrj ur;; .

Непосредственно проверяется, что последняя су..|на нашорируется величиной

с|цl|., е ("r. F, c.lOцlJ), r.rиниr.tизируя которуо по 4 , получаея ниl(ноr0

оц"r*у'f,п" cop(e,Wj) . Требуеиая оценка сверху непосредственно следует из

отношения 1r.Zl) ,,, Ъопу"мпrивности емкости, стоящей в правой части этого
соотношения ("". Etl, |Д).

Следствие 1.2. Ииеет место соотноllение

ll(el rP)
Y *рWi)-1r,Ж.,7

,о. d?l - щ. е

Докаэательство. Пусть правая часть (1.3l) конечна. Тогда если

*p(enai,W!)- 0 , ," У(еп8i):Р, каков бч ни бчл коr4пакт е сRП
5,

(l . зt)сдрр,w;) '



ПустьФtр b,W;) r0. По лемме t.11,левая часть (l.]l) не превосходит

1rk"Oi),т@) .!,
где сунмироэание распространено lB те l , для которых СаР(еПQ;rW))rО.
Поэто,rу

/(е) р(еп\)
c"pa-r,W!"T сор 1е nli ,W; ) '

и, следовательно, левая часть (t.3l) &rажорируется правой. 06ратная оценка

очевидна.

Из Teoperqu 1.1 и (l.]l) непосредственно получаел.r

. Следствие 1.3. Справедливо соотноO!ение

0тсрда и из теоремч 1 .1 вчтекает

Следствие 1.5. 9"r*ur, ! , tPra ,

l/ln{ - 
1o,fr3.1 #fu+Ц|l.-, /'р<*,

Покахеrq еце_, что non tP > Z ,,rожно дать описание пространства ..rульти -

пликаторов MW; , не использушlее_понятия елtкости. Такое описание полу-

чится здесь как следствие теорены l .1 . Близкий результат для }.rультиплика-

торов в пространстве бесселевчх потенциалов ранее пряr.rь.rii r,rетодо}r был уста-
новлен Стричартцоr.r El]

СлеАствие 
'.Ц. Ещ /р, n , l<p<oo , ,о

ц (е)

\р ftr,al- #ро^r@,(а).
Доказательство . ЯсАо, что

1t(e) r И, taD

"!р 'рw'), ч *r* - сцLрF(!3,1е).

Обратное неравенство следует из (1.3l) и оценки СЛрР,W; )rf, , кото_рая

получается_мя лrобого непустого коl.,iпакта € как 
"п"д"rdп" 

вложения W;F)
, L* (Ro)

т тп

<р <оо в тон и только тон случае, если/ NеLфп tDс

|Ц!|t 
ось,,r,t

5l.



ииеет rrecTo соотноu!ение

Теорема 1.2. l) Оункция принадле,l(ит п

, В TOl.t И ТОЛЬКО ТОН
I

I l| ,w! - #Н^1 
D, || /р (цtcl) 

* | l| l .- ,

l .7. Мультипликаторы в пространс ,"" L: .

ML: ,/р.о,
l.p-* € /о,

Р,
D. uос-nW

(l.з2)

во

2) Справедливо соотношение

Доказательство
0

Пчсть | е МЬ! Поинадлежность/ хлассу

Wp,t* очевидна. Так как

l
ц,у' un",|*n*r*(cll f .',|n , Рtulrt) '/ tll,с

ор

,о l/lr..< ll| мъЁ |
Оценка сверху величинн (1.32) нормой 

" /'|L; проводится так же, как

аналогичная оценка в случае _поостра"ства }Vj Следует лиluь в ле,.rнах

1.2 - t.6 и l.! 
""""rrr, \У/ "" L| , в доказательствах леr.rr.r 1.3 и 1.9

применять потенциалч Рисса Br.recTo потенциалов Бесселя, ссылаясь при этон

на за.iечание 1 .1 вместо ленны | . l , под операторой л пони}tать квадрат -

нчй хорень из - Д

Получиlr нихнlоФ оценку для величинu (1.32) Применяя Леl.rму 1.10 к

Функции YP'r,P-XQ/ф re>0 , получаен для лрбой ФункцRи UeCi (RО)

оценку

55
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(
lDrу"'lдrр",

<с

',!
I %n, "''Ё *!

ЬryРr,

гае 0r-|у, yto е е|

wiП|r
(lцР\,, + lц"'l, ),

llp ор

li,""",

. Эта оценка равносильна следуоцей:

I
Wu|1-c(llz+

0стается заметить, ч

рейти к пределу при

чr%0,
,,о сор (ae,W ! l, *рЬr, L ! )= о
t *0 Теорена доказана.

|, ft есlцl, )Lр ар'

l.B. нультипликаторы " ftл "), L! (Ro),

В слччае р=| ,.tol(Ho Аать описание r.iультипликаторов, не используDцее

понятие е},iкости. Соответствупцие Teope}iba основаны на следупце..r вспоr.rога -
тельноrti утверждении, доказанно}r В.Г. l,|азья в работе " 0 сумlrируе}rости по

проиэвольной ..repe Функций из пространств С.Л. Соболева-Л.Н. Слободецкого "
( 3ап. научн. сеltiинаров ЛОНИ, АН СССР, l979.)

Ленна 1.12.

uldy . С, lu| r! ,

lutdy < C.trul", l,

rде ц€Сi tПО) " /

\r

l
- .rtepa, эквивалентнU соответственно величина..r

к, :rrк?,тr@,; pt-o у (Л, е,) ,

и только Tor.t случае, если

t-п
Sup о

tсРП,iрrо J F( @)

Teoper.ta 1.3. l) Функция

|, L*

к2 л
р

f е h,t)
|DulIt,(!ъrrcl) < соп+t !r"-'.

z) инеет место соотношение

ll , е
I

п,
tJool

56

л/W

(.г, + SцР D
tеРП, леФ,il 

J

0-п
\ D,yl t, ($rlcl' (l . зЧ)

Е



3) Справедлива оценка

цLр
xeR4 pc(o,1)

* cll
(-ol/t 1
|r". ц/'

;,.

(l .з5l

tl . з6)

t t .37)

( l .з8)

(l.з9)

(l.tо)

В доказательстве этой Teoper.rы будет использована следуDчая

Леr.rма l .l3. Для о e(o,t)лобого

l| Mw,u ' С ll| L_
U-6уl ф

lllMw! о с (o,t ).

tl,rirl

7* lDrxl /,,U)otcl)
+

фL

Дока за те

-7(у-о lp)
усреднение Функции ;l с оаличсоr.r О . Ясно, что

ýral

льство. пусть |rСr (Lrtol), 2-1 "" Л,td " [rV I
. Допустиrt сначала,что б - дробное число. В аальнейчlеи/"

+

Воспольэуеlrся известныл.r HepaвeнcTвor,r

IfI
Тогда

Далее

,, ;|!, (о,,rР'-О 
t D, l I t, (в, {cl)

\ lrl

(l,-olt

д1
lf lwu . Clfl trOr0 .

о/е

v!

n D" q 
u f,уl r,. о l l or|j", 

n 1 !-al t вР

Vr' '

1 t rйrL rl *, (,i Хч 
i t|7,7u) 

", 
[,р| r,* Ё r' j и| 

D rj ( 

/, l,)| r,) *

<4 ( ;-t
р

to

r0
oj l r|r,

полоlкиtt

(яr, 'l,thootxl)

Sцр
tePa, pe(o,t)

д_-9 Р*О |4lr|r,rur,rr, Ао- |lr|ц_,
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0чевидно

0тспда и из (l .37) , (t.Зg) получаеr.r

Ао. сГуД

(e-or/t

l
р\Яр

lhl
Фl

-^-vlal, 
I

firBl
lvr., (7, tу+il - lrVDldy*ср*uДrrу

rэl+ Ао pto( +

P!-i-o
r0

+2
i0

(fr t4-лАr*с А

kll V; :ie|l, (я4?

t?J

z
i-0

лrflо|l,(

. v] -B/el
(,а'А,* Ар,)) 

_l

"/с(Ai r дui)

а/с

) ]Dri
@i

[n.,
tt-ел/ё

<с (1.1,1)

(t-a)/0 го

:
F0

0тсDда, в частности, следует оценка

tе-ыV|
|0

,Lo{/t Gal/c , t0 .o/l

r)) " 
С До (fi tl,* Д ц)) ,

nAo

/.u= е Ао ( l.цz)

t0

Iч < с{/) 

^r* 

u 
,Д 

(Дi* Abi) V, e(o,t).

Испольэ5lя произвольность б " d , получаей отсtэда , ,rrо А;+ Api- С(Ао* Ас),

Подставляя это неравенство Ц1.12) и переходя к пределу n!"e+a, закан -

чиваей доказательство леннь..

3амечание 1.3. Из доказательства ленмч следует, что справедлива

оценка (l .36), в которой требование ре(о,/)."r"r""о HafC(Or*Y.

которая B..iecтe с (1.1l) показчвает, что оценка (l.Ц2) верна как для дроб-
Hux, так " мя целuх 6<С . В силу (t.r,2)

5s

доказательство теоремч l .3. Достаточность. Инееrq



l D, tyull r,=, ( Ё ltv, u, oui l' о- #,l 
r g./' D ciu'r, ).

Ai u lr,.цi-СДi l

06означим череэ Д

Ao-|lIt,*

Пусть

|.Р, получаен, что

цDьi

n оч""*" l/
'Ё/!|,".!,о,о"

u) @l - ( l|"'Dr-i Ai u) о .

6 ,6 >0 , левуо часть неравенства (1.36) и полоilии

. В силу леннч 1.12

(1.103)

(t.trq)

(l.',5)

ltvrиlDc_ llL,-rАч v!lцl о

Рассуrrдая досло9но так lrer как в начале третьей части доказательства лемнц

Как иэвестно D,lФ ,

lDLt 
^lulr.-c 

lulrl .

Теперь из (l.t 3 ) ,'(t.lll i 
Д.45) 

эrrJ*ает

0тсода и из леннu l.t2 следует оценка

ltv, xtD, . ul 
r,

Необходиrrость. Принадлехность Функчии

1Drtyullr,- 
'?, 

(Пц+ Ai)lulr,l .

Применяя ленну l. l3, заканчиваем доказательство достаточноGти.

| *n"."y l_R")П wftBi
установленч в ленне 1.6.

I 
r о4' ll,' lD, СХ Yr'|r,r l !lц.| С, l7l r,,

где lр - Функция, определенная в доказательстве леннч 1.13. 0тсода

",".ч,'.!:!!эу,:l-::'у#:уiI!:л::::'!"'":.:|*:."trзs)
получается иэ соотношения (t.3l) " ленмu 1.1].

Допусти1.1, что теорема докаэана для всех 0-- N . Пусть N.t<fl+1.
ИMeer.r

l u D, ylr, *, 
(l /, t 

r,, 
* 

}',, tl Dц u I r,* io|t 
v, u l Dr_j l'r) .

5э



Повторяя соответствуоцее рассу)tlдение из доказательства достаточности, oтclo-

да получаея

lч D, ,rr,= ' (,l,n"i r 
h ^, 

- 
k n,_,)ouor,

Полаrая эаесь Ц-!о и при}rеняя индукционное предположение, получае}r нера-

венство

+)
i=' L- ,,i:i! )

ip
Mw|l,,{!'|'tyt

l
+Я
ia

Ас

wi

l ih
Аr" с l/lи

Верхняя оценка для и с ней соотношение (t.Зlr) доказанu. из (1.3Ц) и

леммu 1.1J получае,.i неравенство (1.35) . Теорена доказана.

Теорена l.Ц. l) Фун{ц'ц ! np"r"an"*r, noo"rp"r"r." ML!

l D, l I l, ( Br..l . .nnt уе-О.
2) Инеет несто соотнощение

lIl I l|,,-ф
+ цlD

tе{'р>0 ,1-o tлrl |r,{BrtrD

в Tor..r и

ilL t
I

(-dI о/с

ML:lуlмъ! 1cllll_ ll I oe(o,1).

Доказательство проводится точно так же, как доказательство теоремы 1.3.

При этм следует """"""r" W/ ," L! , использовать потенциалы Рисса вмес-

то потенциалов Бесселя, 3аr.tечание l.] внесто лемrrы 1.13 и под on"o"rooo" /t
понинать корень квадратнuir из -Д

3анечание l.Ц. В 
"ny"aa 

{>П Форнулировка теорены l.] упроrцается,

так как

".pff b,,, f^,tDr|| ь6r,о) а 
Ч|u,ttr, (tl,bl ,

Еслп l-п , то, по Teoper.re 1.4,

Ц|rъ|

3) Справемива оценка

В силу той же теореиu при

константа.

|r*r |2, lIl,

,

л, l/
|rп единс TBeнHball лtуль типлика Topol..t является
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Леr.r}.а 1.1q. Пусть l; MW:, pe\,-)
Тог,

l .t. Некоторые свойства ..rультипликаторов.

flоказательство закончено.

Ясно, что

lD*luy'O r[)", < lutlr; . [/ Orn! lul ,l .

Так как l €МWр , то, по Teoper.re 1.1, Yelrl_!!, 
'

,]"iчнЁт."] rЁ'rfг":";;:^:::::::::,* 
о, l непре

и d- лrобой муль тииндекс по-

/

и, по индукцион-

рывен как оператор

непрерывен как оператоD из w; в
лфи аля всех Ц€L-U

Верно аналогичное утверждение, " *oropo* Iy' за"е"еrо ,а ./

flоказательство. Достаточно pacc}roтpeTb случай чlкалы

llycTb Ц €
лоо
Uo

LtJ

(Rо).
Q , то в1,= 0 и утвер).(дение очевидно. !опустим, чтоЕсли

Пуrr, |lJ- l,/

lu D*x lrz-r*t * 
' i/ l rnl lUl w, .

tr u D"y l rь Ht < l ff ш lll 
",c-r<r 

* 
9}o|O|lO--ey 

l, c-tnl .

WL Л*'Рх l ,v-t*t * с Пl' ,r!-l1зll}Рцlпс-tн-. cl1l'wt lul р .

Т еоре

у-', ИW!
то

Ja+l ^ll7+l ,

tt-' I rw! < cl y,t|i* ll|''ф

""n"[/J 
>0 ,L

t!-'I rw! -,с.г'1: Itf;;;,

""n" {/\-0J

бt

l=



l [' u l r; *, | г' |', _ll l D, u| rrr l u о, 1 r 

rо ) * I Г' u I lr.
но, что

В силу леимы 1 ,2 и теоремы 1 .1

lDrl|t, QlIuDry|, с С suрupe lulrt*ctlrrr!rutw! .

l.,,p rn, ))/о

Используя лемr,tу 1.14, получаем

Поэтоr,tу

ш/-'u l ,; - с ly-'l|*lt| пw/ lulp .

[опустим, что предложение доказано для .r.* l таких, "rofl]-/,2r..,,l-/
Пчсть Р]- Д/ иrqееrq

lx-|ul w: - lv Q'' il| n:, * ly'' u l 
t r*

-,l1-2цоrlw! + |l''vur r!, + ll-'ul+.

ly'' uv уl r!, "lУ'l)r;-, luvxl wF, 
.

-- б U-' r'r"!, I t| Mwf lu.- , t .

Поэтоttу

' lГ'ul ,/ -' с lY' л'r, r-, lll Mw! lul, t ,

(3аес, }.tы воспользовались очевидны,.r неравенство "|Y-'trnr;tlylrrt > t,l

приценяя индукционное предположениеr заканчиваеr{ доказательство для чrкалы

W; При переход " " L/ доказательство не ,еняется, слеАует лиlль в,{ес,

то теоре!rы 1.1 использовать теорему 1.2.

Следствие 
'.6. Щ. lp.o Тогда

цLр
teRa,yte0,t)

p*-ol' lD, l || lr( лntcl. cl]| 
"w!,
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,rtРr,о Pt-^l' D0ll/P(llr("t, cllNr,rl, ,

Доказательство. Эти оценки непосредственно следуот,из теорен 1.1,

|.2 и соотношений

сор (Лr,W! l , pn-lo , если 7e(o,t),

*р Utrr, L: ) : ,fО-" ,

Следствие 1 .7. Пусть {р. n , р е (l, оо) тоrда

lPrуl Lprc)

I

l1l nrl < g

l
ML

е <с
р

(-

(пл, + l1I
^le

L*

на коrrпакте 8

MLp
,dielcl! 0пеъпеlth,

С/а
+ lxl,,

-ф

Доказательство. Подставляя в неравенство

lul,, < с lл l ,,f , ue Cf, {RО ),uщ/сr-Ф) "Р
произвольну}э Функци}l, удовлетворяпtlуо неравенству Ц > l
выводин оценку

ор Q, ьl, ), с(rпеьо e1'-te/o .

0тсDда, иэ следствия 1.3 и теоремч 1.2 получается трrебуеное утвершение
Приведем еце верхние оценки для норнt . MW; , вчтекашlие и3

следствия 1.7 и не содерrхащие супре..rу}rов по коr.iпактан

|I| Mw!" с (J*P, 
'n,xl 

t че(O,ка)+ 
l/L". )

ll l,ML t <с
р

l|t )

Приtlеняя неравенство Нинковского, получаеи, что правая часть последнеrо не-

равенства пр" дроб"о" / наlхорируется норr.rой
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,Ittlot,/ (о+h)- чи lt*п|ц1"'О-r|lJ'оf- ,уnо

Как показано в [lЗ]] ,*)no, ,э>2, пrрРl

|Dcl ll,п< г I(- ol'/'l l, 
"r,

поэтону ."п"р{, aП n рr2 , то

lxl аь!-с (lcal'/'l I r,/, 
* [/lr". ) .

J

ý 2. Следы и продолх(ения }tiультипликаторов

Z,r. MWl, " ML: как пространства следов

пу"r" РО{-- |z-(c,y)z ФеRО, у'R^l , *'0,
для Функций U е Ci (RОt') ввеАен Hopl.ty

(u )*,р.F- (Ь ty(o lvr,,IJfur)*,

Легко видеть, что {U)*_",p,p_n.1 С <U)*,р,рпри К) Г
обозначии .,"о". Wj,д " Li,o пополнения пространств" Cf, tK^")

по Hop}iialtl 4U )х,r,р+ |'U| rr1, о*k 1 " 1 !/2 *,p,t, ,

Как известно fb,Zl , 'noo.ro"r"r." Wi 1Ro ) np" 
"_"ц"nn, 

/ пред-

ставляет собой пространство следов ,. RО'qуrкцпй ", Y'l^о , где K>l,

Р=К-|'- ^lp и

1Ц|w!в^,1' 
ir,'r'uПr^,r(Rо*,), 

(2,1)

,о. lJ.Cr (RО*') - л,ооое продолжение/Ф|"*1п.п ueCf,tK^) "" RО*'
Следуrощие две теоремu показчваlот , "r" MW) (Р^ ) ябляется пространст-

*) 
Для того чтобы воспользоваться результатом работr Еl3]r"п"ду",
пр.д.'""*"D7| ввиде 

ф \|"
, (Т),,оr) @+уу)- vгаJ tBllPay fr1 .

бl,



Bo..r следов "а R'L
пликаторов . Wi,o

Теорема 2. l

|(л): Гlс,0)

функций из простран.r." MW!," (Por^ ) мульти -

{,Rо*')
. пусть {l J , 0, Г F М Wi,o(Po'^'), р- r4- */р ,

. Тогда l€МW: (RО )' и справедлива оценкаr
|t| rw!tKo). СlГ | 

""Дr(Rо*.).
(2.2)

То же верно при

Докаэательство
В силу (2.1)

Teoperaa 2

должение Функции

оценка

, определенное ФормулоЙ (2.3) . где

р[,п, щ W э!ц9!!l!__I9_ /
пусть (.l€Со* (RО*'), /Jta,o) - t!(c)

l l Цl 
w 

t(Rп) < С | r U tr 

w!,rtl n-, )< 
С l Г tr 

Mw!,rtKn'^ )l 
U l 

wf,rtK ф' ) 
.

Используя (2.1) и произвольность Функции U , получае}i 1Z.Z)

[оказательство остается верны1.1, 
"ann 

W за"еrrr, ," 2!

Следуя Стейну [rЦ] , введем оператор, продолжения RО ' РО*'о"".r-
cTBa}r

ПB,y):\r,t,y(o+tytt)dt, Q.э)

гае |.С*(RО)пL(R"), \r (odo - /,

Z, Пу"," |[| "" Rо*'
J ,о, v, /. Mwlt к" l L Ц -щ-

\ tr-,",)'*' Ё +цр |V, _4|U+lclido - С.*,О 
'=О 

0я,r, l,'

\ r"f r"ld. - 0, 0< l"с t<|tJ++.

Io,* Vl,з \ е MWf,o (RО+^ ), р= к-! - m/р

(2.',)

1z.b)

эаl.tе -

lYп,rГ*| rr;оRм^)< СС |Vr,n ltr Mw!tK,l ,

При D
нить на L

1.o это утверждение остается справедливым, еслrr всоду }v

Доказательству теорелrы предпошле!i следуDцие вспоногательные утверr(дени8
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|/р

< с (D"fl tсl,

rП - )4ерный }tультиин-

n

(2.7)

(2.8)

h

r!
Тогда справедливо неравенство

( 
!. 

,д, 
Я(tОt-rl-а 

,

Доказательство.

Rr(h,с)- (Г"l -r ;; f;;,,|Vu"' y)(o+tll -
r"! tr- l)'-'"'-'dt

, i (!"'rl-,''' :> l (л*l)b*lil-(rila,t'alflt,

которая эхвивалентн 
" Ф, l ) Cl . Лениа доказана.

Krct,,r,|'dl,)

- Dо'l
и неравенства Минковского следует, что левая часть оценки (2.8) не пре _

восходит величинý

Ш у(9-"'^ |yу,"Г*'rф"Мrr,^, 1z.9)

где f - дробное число, 0-r-9< К*4, r'*. t++
Доказательство. flусть NrOrP, d - ПL- },rерные }rультииндексы,

связаннь.е следуюltlин образо1,1: |Ol+lOl-У , f -0 , (l)-T , если |СЕr
ч f-t-tl, d - лrобоИ !iультииндекс порядка fЛ] такой, "rо U)-Е , если

lGl>r . Иr,reer.t

-лi(tyt
бl

-оу\

о] лf \r

FnJ PrG-c,c)d|),

| (c+ly lt )dl : r: r; \ r al Ь'у @+tyt t )d,t :

\ rлil(ff)о't Фау)-

Лемма 2.2. В предполоlкениях теоремы 2.2 справедлива оценка

|у|

-п-

ttl

lр

_п-,fl 
\ шР:l
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где ,?r- Фч"*ч"я, определенная равенствон (2.7) 3десь нu воспользовались

тождествоl,i

лr(lуГ*Р\r'rr(Уilв-"f ac)-uifu i"'P'|1/sil)(2€-o.,,.,a

Ясно, что

|oi (,уГ*'Р' (D'Л(ffi р, (q,-с,"Л-

. | у |n' Р'-lб1-1 .,l 
/ (-ý-.-1.,'

J2 - Фчr*ч"", доflускашlая оценку
lбl

lR, ( (-с э)l

lý-дt

|R,rftfl, d| dt
{ 
n-tot t

е(9-г)-tп
'ф

r-|оt+л '

lp(()l<aly|*''*o Jlor*,o| {(ý)l(rrl'* t) .

Так как lpl+ltl|.-|tll l9l+lol:?,
то

(2.1l)

р
lРr(r-qэ)l

,)
g
|у|'

где

с

,n)'.

#)'i,Оf{-,

!", 
r,'''"' 

^ lлi u; r- lZy ", I 
( 
)", 

(*,/
lf-c;b1,otи

Переходя к сФерически}r координатан, запищен прав)m часть в aиде

.i+Шt,еq
3та величина не больше чеr.r

\+(Т, 
(ill,tl{)..(T, ttl

'О'grlr: 
цLр qd0), чttl-t'" 

u|,|пrttо,аlldо.l0l, 
'Отсода и из (2.11) получаен

\
р

|у| л|о,+
п

л-ldl \
|оп,л, rteild:с)

р{оwlп D

lRth,xllidft,

р

l(l
lol

}(trt-l)
i
| цtр

0 i,ct
\ Irrl

ро

<с
Rп

ь7



ссылка на лемriiу 2.| заканчивает доказательство.

Доказательство теоремы 2.2. Пусть r - лобой /П - 14ерный ,.|уль-

тииндекс порядка -L Ясно, что

<D: u 2:<uO; Ц)r,р,р. С
l€l{lд}+l9l.к

7+Е

,;-'r-)о,вр (2.12)

(2.1з1

Пои Pl<a и!tееr,i

ц
D; пrr"-у Г*{z) --0, |y|-o! ,(7)V!,,n-

ЧD"-'|,4Пr,-:
l,l<+lr1-1

а в случае lpl>_b

л! лfr'цt,l-.о!'оf 
r'(,у,-" 

Ir (ff)u;,{rllq) ,

'О" Р-Рr+ fJ", ly,l > 0, l 1,trl - + Поэтоr,rу в обоих случаях

lЛ! Лf "Icrrl=cClvnl|r*ry||llt-t"'. (2.1,,)

0тсода np" Wl> [ получае..t

<Л: u л! лfr'ц)о,р,р< о Сlч"уlr_lu>ru,,^,п,_t_rБ

< сС l v, у |r*lU) ",р,р. (2.|5)

Пусть тепер, l9l < / . Ясно, что

<D:u l|лi г*)оr,о. <pu!! ч;r'цrr,r,о !
- :А' (},_,", rfЦ'hir', о!4-"цta|P|tv,,Du 

')e,oй{, 
(2. 16)

{'
tt,0) v

где

Rч tz) -лurtl trl пЙ_', tлi ai ul

"" 
#\rr; r: rJ) (цtу) bt lvJ- ([/J-t,,l+r)

ltl-
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В силу (2.|lr) и неравенGтва 1{инковского

< к,л! 
$ruц)*p,p. 

с 0 lvn!,r_( l,уГ*"(!ь,Й
. с с l v1 l r-1 U ) 

lл*,,р, l - | tJ_ п/е< 
с t lvry lr*{ U 2 r,rp .

По леr.rr,rе z.z (при 9-1уl+++lt|, r-l+.L-j-lrl)

iЭ'''( ),'' %, 
а! u) о, о,( fua*,_lul Vп / \,l2,)/',

" 
r",T;W,;;:;; 

"|,"i, 

*,,, R, ),
котораi по теореие t . t не превосходит

ти нераэенства (2.|6) не больше чем

Согласно

ну

суниа э правой час-

(2. l 7)

сС |urxl Mw! сп",lt]l w/,rtк п+п). (2.18)

Такая хе оценка получается прrР-/ из леннч t.l2 и теоренч l.]. Итак,
пр"lуl</

<D: чl|л|i'r-)^ло< сС l v,/ |Mwltr'lrurr^,r(Po*').

Подставляя эту оценку п (2.15) в (2.12) , получаен

,uo;Г*) r,p,p4 с Г lvn'l ,,tw! B'ltu_l rЁr(Ro*^ ) 
.

оценке (2. 
'q) , 

,д. lp1-1c1-0, W| Crl- CClUrY\_, поэто-

lU Лf Г-l L, tRо*, )< с С lv,y l r_lt] l r, (Ror, ),
утэерlцение теоренч, относяlцееся к пространсr"" 

Щ , доказано.
В случае рt<пrР'/ , с}iнна (2.17) 

"о"", 6rrr, по ленл.е 1.2,оце-
нена величиной

ь9



R}tи |D"i_",1rylPda
/r

сС2j,0
ьщ

е cap(e,Lр )
l Wi+ ч U ) (,, 0l rq -]ll 

1* 
а 
1.

(2.19)

В силу неравенства

Теорема доказана.

3а}rечание 2.1

еце ц -п
сеRп у,0

Теореlrа 2.3. пусть |0JrOrp> |

ri"!t

l(v7*q" U) (,,0)| f-i-lrl (Rп)< с < U ) *,п р
(с". f6,7,t1_1 1 и Teope}ttы 1.2, величl. ra (2.19) не больчlе, чем

с С lv"y l MrlK, l 1 (/ ) r,пр,
Используя леr.rr.rу 1.12 и теорелrу l.] , получае,,r такуо же оценку п приро/
Поэтоrеу " .пчr".7iaП и|rеет лrесто Hc.plBeHcTBo

1U ч*уЦ)*,вр<сСlVп|tм4R, <U>K,p,p. l2.2o)

. Если в ,Фор}rулировке леrir..ru 2.2 полоlкить rп-/ и эа-

'iенить Р^ "" Р+ |у, У > 0! , то она останется справедливой и без

условия (Z.S) . Для этого следует проверить только равенство

of Чl'1-1Лl ) l' 
Рц (cl €'d( - 0 . Q-21)

ПриlJl - lpl , используя (Z.Ч) и интегрируя по частян, получаелr, что ин-

теграл (2.2l) равен нулю. В случае lVl.- l/l тождественно равна нулlо Функ-

u"^Df (ytut-tPt 

' 
, так как

ОоrЪ+lr)-?-[r]-tсt-[r] - ldl- lpl>_ lv1-Ipl.
В доказательстве Teopet4tl 2.2 условие (2.5) используется лиlль в равен-

стве (2.1]) Так как lf l+ lol - 5+ lcl>L-lrHrr|, то при п|-| и

*€R\ равенство (2.13) остается вернч1.1 и без условия (2.5) Поэтону

и.riеет место

1 подчинена только условио (2.Ц) Тогда

р-к- и справедлива оценка

N
на z - (a,N):

определенное Фор}rулой 1Z.3) , где Функция

vо,"Г* е МаW$(RГ')
{- /р

|Yr,"Г*| rri,r(Rlrl) < СС l Оо,, lI Mw!to')

L
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2.2. Iрилоlltение к первой краевой задаче в полупространстве.

Рассr.rотрим в полупространстве Р{' краевуо задачу

LO)IJ - О пои />0,
ajulali - pi пр, ! 0, i=0, ,, . , пz-/,

3десь / - од"ородный диФФеренциальный эллиптический оператор по9лд*а 2Пl
с постоянныни коэФФициентаr.tи.

|l,-, ll l Mw;ot/, Ri+,) = Кfl lV*nj P|l Mv! п") ,

где ( - посrо"rная, зависяlцая от оператора l , а также от п,рrtпrКrt
То же верно <fl, , ""nn W з""""пr, "" /

Доказательство. Есл" lf е MWi,_c_b (Bi-') - рещение однород-

ной задачи, ,о ll %, U l l_(R!+t) .* и, следовательно, U -0
(см., например,ЕS c.35Ii. '-

Как известно ft5, гл,l,ý 2ll , сущесrвование решения следует у}fiе из

предположенпл Vr_pl9i е/r* 1ПО) для побого rЦt,,., П-/ Реше-

ние удовлетворяет равенству

,: 
# 

tJ@,y) 
#,o]_,_i\"^,i,p@-r,y)r!p; 

G)dr,

и такие, "'о K,,j,o@,0) - 0
оценка 

l

1t nt'* у' )'/' | о, r,,i,, @, у l

,д" 0<i<m-/, 4 - лобой r.iУльтииндекс порядка rп-/-i , " K;;.otd -

положительнUе однородные Функции степени -П , гладкие вне начала координат

при С f0 , и" этих условий получается

п{l

| * |Kii,p@,yll< су (tлft у')-
которая показываетr что для Функции 4@- КLl,р t",r) выполнено условие
(Z.Ц) при L-O r 0<{</ Остается воспользоваться теореr,rой (2.2)

2.з. следы Функций "" MW!iP"^'1 ," RО,

В этоrr разделе показано, что пространство сужений Функций ""MW! tП*)
(lprТ , l -'/r - яообное) "" РО совпадает с пространство,.i

7|



м (ро )

f|оказательство
И}tее}i

l-
W,

п/2

Teope1.la 2.5. Пусть {р>rП,l-,п/р - дробное,

,Mv{Ёio lЕ)--г(t,0) тогда усмffiп
оценка

lylrrt-,P в9 * сlГ1 мч!вп+tпl о

/<р-оо, Ге
о) и справедлива

(2,z2)

пусть U€Со-tRО") , l/ (с,0) - ч(с),

lyul rl,п/r.о)< сlrul w!B*'l< сlГПr;,*о*',lUnw! 
{Rо.')'

Используя произвольность Функции // , получаем (z.zz) .

Далее rqы будем использовать оператор продолжения RО* РО" , onoa -

деленный фор}rулой (2.3) . Будеr,t считать, что ядро 1 удовлетворяет усло-
вияr.r (2.Ц) и (2.5) при K-LI), L-/,

теорема 2.6, Если УеМW!-^/еlП"),!рr*,l-r/р - Аробное,

l<p.- ,,о ЦеМ\/;
, лlltп l(К / и справедлива оценка

L ,[ J 
О 

rr,у Ц @,у r r) -v"r| {r,yl

W| nw! tк"*,l < с СlуО"Ё,hr*"r .

Локазательству этой теоре..rы предпошле.{ следуоцуD леr{rirу.

Леr.lма 2.3. Пусть о. fu,l) Тогда

|'t7Г'-,lчl,d;=

< ccl у l l

(2.23)

(2.2l,)

l|r; \2,25)

\2.2ц) i(2.25)

о
ll ,L*

().' о,.,,. Г* (о+ h, у) -y.,це,р(|hr"ф с,{"lуГО

Доказательство. 0бозначим левые части неравенств

""о"" А, n В" 0чевидно,

о," ui, 
l,}. ; 

( 
). l ч.,, Е й ) у- 2r 

t r|ff)v r!|а)ч:,r"цГ -
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. [/l,,l \ |уП*е(оз

,ytPd2

22l<lyl

lv 4
[6J+ /

-oT|to\o, 
*

/

\\-[ ro,il"' try,t",,r,,,ilr| f ,

(}tЯ ,,! *,vtч],g r(g*zH)dz|o{,r,

d,з) l
'h,

,о. цr_clt| --t (Гf (+)), поэтоr.у

i,=Тi,,i,i,_(,Ё;),-"it"Ъiа,,цуlч,ir-lr,ну j'r,f 
|О-

' < cClxl r*lyt-o,
Неравенство (2,2Ц) доказано. В выражении _В" ,дaп"a, за}rену пере}rенных

| - о = lуlZ , h-lylЧ ТОГДа ,,Р .%r\*
В,=|уГ' t I 

(} lЧr,,з tr (i+я)-r С,зlИ5) wf'*

Разобьем пrтеграл по 4 на два, первый из которых распространен на lltap

П, . И}rее}r

1- Iý, 0,

=( l
Rо

,rY(r|aJ)'dH - 
"с'.

lгt
\; )

Нак9нец

o,L, 
-' 

,"\r,( 
v,, { (E+H)l+ l vgoJ r tзlt)a{t,l-elolo, -

':r'(i 
Iv,,, т (з)lаsL"\" , -П-r{аlrч 

* ссР,

Лемна доказана.

06означим ""о"" ф число различных производнuх порядка 7 по пере -

,.еннын !,,..., !п , ! 
||,r;",LW! tП'lJdi - пря'ое noon".!o""". di эк-

зе}rпляров пространств" Wp |К ) Как известно, существует оператор про-

должения Ь , определе"iый на вектор-Функциях (Пrй r,..rФ72-17"1) ,

где 0 di - }.rерная вектор-Функция, действуюtций в пространство скаляр-

нuх функций и обладаrоlций следупrlими свойстваr,rи:

l) Ь непрерывеН КаК ОПеРаТОР: 
7з



'tn |y:-i-'bJ (r,D" _ Wi,,_, (RО*'), (2.26)
j,0 l

2) ""еrс, ,,{есто равенствб

\v, b|l@,o) : $ txl , j-0,/, ..., Ll- r/pJ ,

В далiнейrлеr,r используется тот Факт, что лространств"W:;'чJR*')
вложено в пространс,." W: (Pn*') .". [Z] i, а тdкже np'n""r""r." обоб-

щенное неравенство ХаDди

\ |у,'" w(4.rlVtt w!B^)'
р

где V - Функция из , удовлетворяоlцая условияr.r

\} V)
Ны будеr.i применять следуDцуо эквивалентную норt.ировку пространства

Wj {п"*'l

случае..r Teope.ir 2.1 ч 2.2 (р-0)
пусть (/ 

' Cr (Rо+'i 
"

Фр) - (L] e,тl, (vrtJ)e,ol

Введем еще ФункциD U:U - ЬР

R'
w! B'l

(С,0) - 0, j-0, /, , . ,V -./р7 ,

v
Vi,y

U @,yr I) -IUl
w:

,..., (V

, ГД€

Topo}l шла речь перед доказательством. Тогда

(2.27 )

(2 .28)

( 2.29)

l,\ an \
R^- Rп,о'-'' (!"

- ol,ry utr,p|',7i*'n'orf r

- o[r,,, U t",,pl'th|"L'3dhf r nu] rr(Ro*') .

( 
)Уr)У,!", 

on, Lt р +h,yl_

Доказательство Teoper.ru 2. 5. Достаточно ограничиться случаеr,r

яоо6"ого ./ , так как этот результат для цaпп, 4

L|-п/р7,цIl 
)Ь,ф),

6 - o'n"o"rop продолжения, о ко-

llг* u l 
w! вО'Л). 

ll 4 ьрl 
w! (R О*^ )* 

[4 u П 
wf B'r' ,1 .

7ц



так как w|lur(R,o,^
ва не превос*од,"1 С lГr

w! ( в"'^)
О 

";?,:iu 
(RО*')

^rеньц'е 
че''r б С!У l ,"с-'п7р|6Р [ 

"liiiJr. 
in''" ) . пос*олькч onep67qp fi

осучествляет непрерывное отображеhие'(2.26), то справеАливо неравенство

lГ-ЬРl w!to*,f ССlУl r,+"r,r,,:tj(v,,,уUX,, о)| 
w;,/p-i (Rп).

Поэтому

'^!Пr'w!{п'*')= 
СГЦl 

Mw!-^t ,ro,ilUil w;R*,). (2.зо)

Докажеlr неравенство

l4,Vl'n!B"r,)* cCllllz"_ll/lrr,*лr,r. (2.зl)

Нетрудно видеть, что

(}* 
)^фiп,|чrlJ,N(l 

у)) ь,у+2)-

- (чш,l 1Ц u )) ta yl(, у, 
* |'J q,r:., 

t !"_, 
|о о,,,(г_Dl| у 

iР'2$,,,,,

# l t'|,,'|,,rii,,i 
;,|Щ_ , с пl I r""#(fu ,u,r l,fl 'rd,

)с
ъi

, то первое слагаемое спра-

, что по Teopelre 2.2 не

, не превосходит

f
0тсода и иэ (2.27) следует, что левая часть неравенства (2.32) не больше

"е" f,(llцl,_tlVtr,z (Ro*r) Выражение

|I^r"I,rч,,J.,rlЙ,r|lг-ч)lс,у,р-(цч)вуlr1у,,*^"пr)"
,,iа,|(орируется величиной

d ( 
\ У " ) !r,,l.,,!(o r-,,, г* ) 1о, у 

* yl|' l v, (v б у 
+ 
2 l -

7'l



- v rcy l) |' t yi*" Ь 
1 

-, 
# \о, И rо,, ; ) n y!i,,\,)o *,,, (z, 

у 
+ 

р -

- Г*lс,уil",уr*'|'Jа2)|!! (2.зз)

::-_:::лЦ_Ъ i,уЦ)(п,уg)l<сdlуl, _tyli-ch , то первая cy}i,ia
не превосходит-

I

l
0

|oi*,,!',l (",! +с с лдr_Я' ( 
}. 
h \, r,'u-':o\,,1,1|,re 

t*" 
"'

* t|)tatf лr)/' + с с lll 
1_1 

V l 
l/.r (р п+, ) 

.

3десь нч !оспользоaались соотноlllсниен (2.29) Далес инеея

dt

l
RП

<с

Iyl vI
tус|ilr l шp(l,|ll)

t

(} 
'оr-r, 

\lc,yt7lldlfo,',2tyt<lyt

l

0 ),'r 
r*,'t"ii,l, l y{an' W F,,| 

y Ь,y*t 211Ъ' r.

" 
,I t'г'-л(r-tlU 1 ryfi-Lrilr Iojn,r"ltt,plPdvd2 -

-, I |(Vrt,' |Oir*rY t",rflИ - сlY @,d;i (р'),

что соглесн9 нсраэенст.у (Z.ZZ) при почти эсех g,7ftE не превосходит
сlY(q, ')n'r.,l ,nr, . Итак, пер.ая сунна э (2.33) не больще чен

"."{jJlS,k"lI,' 
. Используя (2.2'.) , получаен дrя второй сунмч (2.зз)

Vl>l|liа
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cclyl,_#t
t/p

которая в силу неравенства t2.27) не превосход", СГlУll, lVil"t 
rr.r.r.

},',оо, 
v )(z)lPryr u-"';,r)

!ля того чтобы получить оценку величины

\\.Ыу\ а") lon ,, (rc v )ft+h,y)-( |,v)tc,yl)tit,Г""ltf,

достаточно оценить интегралы

\,* ! ̂ l 

t 
%, 

u t 

^ 
рl' \ 

"| 

о rц,, 
(ц р- t, у r Е в у l|i t, Г 

*' L' Jdh 
d 
",

}У, }' 
( o,n_i,. г_) tn, у)l' 

)", 
о,," |V 1а+ l, у 

|y е, у l|7 t г','{'}/l,d, .

Первыli из них оценив,

ffiUiy t: iТi; r;;";)u""]",,.];i ;,H;"::"i,l].]1l^]еличи_

- *"" 

) л' r'v 

-' 
" |о,, 

"(v 
pr h,p Ц t ц l|o d 

у 
d t, *сС i-\Y"\"",

.cCPlx';f,а"}.

'I /

{2.3ц )

Нера-

'ОlЯ{"С}t 
lo,r,,. (Y 1л+h,yl-Ytr.yl)lЪydn *

р

<с

3десь мы воспользовались HepaBeHcTBo}r (2.?.7) и соотночrением (2.29)
венство (2.3t) доказало.

(rОlОr.. lV l ,z,r"-,1)

Полагая в (2.3О) 1-1, Ц- t , получае},r оценку lЪР|w!ка}а; -<

* ClLll 

"!r**") 
, которая Br,recтe с (2,3l) и равенствоr- V-IJ-b/

показывает, что

l4чl w!wо-,)< 
сС [/|lz* |Ulw!,rnr,)

Teoper.ra доказана.
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3амеч,,,,,..,: ,,.2, 0чевидные изr,iенения в доказательстве Teoperru 2.5

приводят к следуощеr.rу результату.

теорена 2 .7 . Еg lcML|p-'/P (R" ), rnT п 2 tpr. , 1- ,n/p

Аробное. / зР,*,:!цеl,tt ! tK*d) и справедлива оценка

tгJ п4 (Rо,л)< c|l|t фаr(Rо) 
,

ý 3. Нультипликаторч в пространс ,". В:

J.l. Вспомогательнче утверждения.

Представин произвольное полоlхительноa "rano l в виде l= К+<, ,гд€

а,е(О,Л

(С, u)txl -
и обозначин

"оо"" lCl4l

, а (- целое неотрицательное число. Введем ФункциJ0

( ! r о^ ц (а+ 2 l) - 2 v*u (с+ h) * v * ц (dl",,, Г*'*d l,)'/'

;'; ;,ff;'i' :,'"| " ^"" 
;::;\Zi;;:ry,, т /{rУ;',,;,

Дослооно так }ie, как определялись пространство }rультипликаторов

MW: , _ 
и eHKocT 

" 
*pk,W!) , ""од"r.я 

пространс r". МВf, и енкость

вр(е,В") .3Аесь },lы ограничиriся случаен F€U,т).
Как иэвестно, прц.<*| пространств" W: " а; совпадаот по составу

эленентов и их юDriiч эквивалентнu. Gледоват"rirо, 
"{nn 

*f / , ,"MW;-
= МВ: . Нетрудно видеть, что в этоl.i случае

у Гррр, р
Соотношение_ (2/. ) следует из оценок

IQ lIt 
"n,

ТР l*ррi-,1Ь

|Dcl|rrn,

(е- z* )ц l . L l < (e+2-)Dl l,

(3.1)

(3.2)

(3. з)

,т.€

Koтopuei в своо очередь, с очевидностьо получаотся иэ топдества

э|9lс+h - р и;l- - Ly @+еl)-29k+t)+у@l+|9 @+2/t1-,рlф.
Из (3.1) и теоренн 1.1 следует, что при { </

iX lMB IN + |l| ц.р

Ленма 3.1. дляrilобойФункции 4€ со* {RО 1 справедливо неравенст-

во

7в



\ *, (м, ,в/ )dt' * с х ulll ,

oo'uP

,я" l47-\r.Ro, |ц@l>t\, {r0, рrl.
Доказательство. Лоложиtt П-/ или rп=2 так, чтобы "лrпо N-Пh

было нецелым. 0бозначим через U продолжение Функции 4 ". RО*' иэ

класса Со- (Ro 1 такое, что

llJlrl*^P (Rо*л)-= ' l ц| в! rK"l. (3.Ц)

Как показано в [5] ,

i*r(t, 
, lutzll , tl,W!-qPtK*')rrL сWfiв4еlRо*л) .

yJ

эквивалент на величине

гд9

@r, В! ) , то из (з.t) и

(3.5)

-\ 
lutPdy. CxuuPot

Так как последняя емкость l,tаlкорирует f,(O.P
(3.5) следует утверждение ле!r!"iы.

0тспда получаеr{ очевидное

Следствие 3. l

равенстве

лп
Пусть Ц-tае9ав К

-l

. Точная *о".r""r" / в не-

/ (е)

разницей, что в их доказательствах роль простран-

и B..tecтo леммы 1.2 используется следствие 3.1.

пусть 0< ъ<р у9€/рл,!оr, 9 =0'

uc Со* (RО) ,

еr,rые точно так же,

ства W: играет

Лемr,lа 3.2.

"tP *р t.
/- произвольный коlrпакт полоlt<ительной емкости СОР(еr8" ),

Сqорr,lулируе.,t лем}lы 3.Z - З.Ц, аналогичные ле,.iма..t l.] - 1.6 и доказыва-

с той

в:

Тогда

- |\,eiPd, {щ-оlе | <rьчо7 \ *Дr, В;) l
g@llРdt

сор Р, Y)

Леr,rма 3.3. ly.r"
Справедливо неравенство ь ,a!,u" {к" ) р- усреднение с радиусолr
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ПСgуl

We,B;nb
Лемна 3. l. Справедливы неравенства

|U мв! " |l| мв| IlplMB< lim
р-0

р
ПDбtIlьрl

ll И, оа'r, u иl7 i''kъlr с с 
f;tp mpP,vvnut)

\u(o^

|,
р

гg K-f,2,,.. " le @,l)

доказательство. пусть Lf е Cf, {RО*') - пооооп*ение Функции al
-п+m

"а R"_:'_ , , гАе ПL таково, что К<п+rп/р' Oбозначиr.t ""о""_f*лФrr*-,.,no.Д'r'/'U,,о.tr-(Д+С)h , А-операторлапласа в К'' " .тог-

да

u(Ф - \_9r-rr(o-€,t)f rr,уllу17.
Rа+п

пусть пl, - [ir.7l ,4llt|.|c-Гl+ l2t./\,

ШL: Itr,7l : lc-( |=l2l< пiп(,t,4thD\,

Шg - [(r,rl : lc-f l +l[l, mас(/,/]lhD\,

й ч - [tr,7l 
,, |lhl, l с-ý |+ t 2l, / } .

Леина 3.5

I".д9_

Ясно, что

( з.ь)

(а-( fr!'

lД, и trll * 
\_,'f 

** (r,+ h, €, 2\ - |,*,nlr(,, {, 2 lll f rs,yl| d, gd,2.

Представиr.r последний интеграл в виде cy!r.{ы четuрех интегралоa no ПIrr..,rЙq
Имее}r

l <cli.l \ ;-'О-'*'+ПfР') ffц,lttdydy,п, m,
,а. t.-'rЩ, , 0e(1,1) . ясно,что trr.C
на 1.1ножестве 1ilL, Поэтону
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l
п|

< cllll

<clrl

г0

bl
\ I п-к+t+пfр'-d)

|{t(,Dldf ф =п,
-(K-t +rп/р+fl

lf l) {с, ol,(л

l
п

!ля интеграпа no /f , получаеr.r
о

п2

Следовательно,

ИспользуЯ асиr.tптотикУ (l .3) , выводиr.r оценку

,-trьк+tпfр') , -1п-к+п/рl') 1Т, n to )l f (|,ylldf dr .-l(

< с l hl'-'J (;'^- 
К+ПfР' + t- l )r 

to'o 
* r'/r"' - 

" ) r r, (, 
2) l d s d2,

пz

),., 
Urtr |lA-n-'r'Pro' ,f ,) @*trr) + (4 

( 
' 
*/Р*l)|{|),ло\ 

.

l
п^тому -

(з.z)

,].8)

z

sclЁ l\abt' lf tr,yltdrd!,
пзПоэ

\ -, Ilri-t \ цВ-"-^h'-Пt|,r_r,h lf tl',yildqdg "пэ пз

t сli,гd1лtк-r+п/р+t) tгt)(t, о),

,д. F({,r)-{ur,4r) Аналоги, .о

\ * ,I 
tО 

t,lz 
* ia\l f tf ,ylldyd 7 

.
хIlч пц

"сl.Р||t,П'-Ф-"О,/,п
пq

'' * {-u''rllt;, fu]t 
f i €, 2ll 

d s d2,

и поэто}rу
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*-'*/'rd|trt)(f,, 
о)]. , ,. r,

! ntaz)>yr{zl при

l l, u t al1 <, l, t 
0 

[l- 
в- t + пЬ t )' 

о t (+. o)r ( 

^-' 

^-" "/*' 
1, l Ё, оl.

\ =, tъfо | л-'u"^/'r"t r D(*, фr (А-'
йr,

Складывая оценки (3.7) - (3.э) " занечая, что

а</ , получаеr.t оценку

0тсода

Леr.rr.rа t .2 дает

-|l (л

\l 
'о, 

t (а) А ъц@)lР lлГ*'dhdх <

., ! [t л-''-' 
n' /'* l' 

l, l) (;,r)]'\ l l rп [rl1o 1 l Г"-'td l d. -
_ ,, 

l[tл- "- 
o^/prФ 

| Fl) @,'il' l 
'r, 

tt (аа)lОlhГ*' 'arlr,

\| оrпца1l1ы"-фшь

\\ t о, "' l ru trl|Pl h|o-fu ld с, с ъчр

-цк-t+ пfр+ t) р

wj

t

lгl) (., o)l l*0 (з.10)

(3.1 l )

l з .|2'

Ясно, что

!\ro, 
t(qdl 'tt |^-"1,1dc - cl l'r, цсlРltГО-фtап,

4е

ч(е,И-"') , ..qp 1чr,Wi-'rl ),

,а" 4е-[о,аfчее\

l (iЦ-t*'п/r+l) lFl) (.,оllч,-л *

* urt Rirr)- 
4-h+')rf |rrrrn*^)-4''or^'l/. ^*hUl 

rr(Ror.)

. 3аметим еце, что

Отсода и из (3.1O) - (З.lZ) следует оценка
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Нининизируя последнр|о нориу по Bcer,i продолжениян U , заканчиваен доказа-

3.2. Характеристика

Ленr.rа 3.6. Пусть
4

l.L*n Вр,4о" '

тельство

а также неравенство

I Cu l It.tol

t/l
"оЁ 

* ctytiф W!B! ,

l ,.tультипликаторов 
" 

В:.
z

| .М8; l гАё /- поло,r"тельное ч,псло. Тогда

справедливо неравенство

Y 
'-r*-*pvL" 

)уh
,;:

а/{

,а:-, сU

0.о<С, (з.,з)

(3. l l,)ll
Доказательство. Принадлежность / пространству L- доказuвается

так же, как в леr.ir.rе 1.6, а вклDчение 
Хе В}rь ОЧеВИДНО.

1О. Пусть N- | Непосредственно проверяется тошество

b'i' tyrul - lуl'i' u + u l"r' 7 r+ 
Art,$AzLu - ZAtr|rAt ч, (з.l5)

где /р- усDеанение l с радиусо}r усоеаненпя Р . Поэтоr.rу

luC,xrr rruli'rulо, + llrC,uIrr*

- (\\ r д fi ,lпl д,,utrfiпf Рлпl)1, (!! vil р@Аrцtlt 
t'Оалф

<l I rul о, 
* | l р ц u I ril (lh д/ 

ф 
@) д 

'u 

(сlP t t ("аш)?

Приненяя лемму ].! и оценку |lrlr_- l l/ пвf , получаеr.t

I uC, Уrl rr" r(ъ'"а t у Жr)rл о;, 0<а< /,
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0тсода и из теорены l. l следует оценка

ционнуD lлкалу, то

Так как MWi - MBi и семейство nro"ro"".r" Е}

0<Е< 6,

1з. l6)

образует интерполя-

( 3.17)

(з.tв,1

uиз

6-е
|-о

1-6

цlТ'r; 'ilw; r;
что Brlecтe с неравенствон (1.23) дает оценку

Иначе говоря,

l
Mw;

|-о

Lф

0тсода и из (3.1) следует

а-о cu-o) p,o(r-c)

|| r| rwi = |/л rБ; о,;ff | t,l Р

lyl1

ма;
* |/,,lllr

6

lP

lC'lrl l,rn,Yffiв;У * с l/rl ,в;

вuтекает из (3.17) и соотношения (3.3) .

2О. Пусr, леина доказана для всех'целuх положительнчх чисел, не превос-
,оалчч, l-| . В силу тох(дества (].lý) иr-rееи

Приненяя лемму ].4 , получаен из (3.t/) неравенство (3.13) для /-/
13.t8) оценку

t*- *рЩ,,^'rl
7,++0 е Lшp |e,Bf ))'/р - Ц| Mi '

3анечая, ..rо tC, qp-l)lL.IRo|*0 пои P+*Q , приходиr,r к нера-

венству (3.|q) npi 6-.ГL'Т ' . Нер"""r"тво (3.1lr) для дробных б "l-/

l u \t 1| Lr,,," 
l yrul rc 

* 
1"?r_r, 

l С, (!i| u' )N 

Ф 
+

+llvr_,ьС,urrr* n(ll 
'r, 

yt_, |rol||l,ч tgilPlпГ' Ъ,bf

8&



Еrце раз пDиr.tеняя (3.15) , отсода получаеr,r

|-t

Применяя неравенство Нинковского, получаелr

lu С, 
у r r rr-' lru| о! 

*' 
ЙПoi Nr| Q-i u I rr*

|-t !-t , 
I

r r'A Uo, u'' 
", 

l,r, : й( l l' r, У ъ lcilP| l,vr" . rf Н""'Ш, Ь[

пvcTb |l - Дjч , ,А. Д-РД r Г)/' . тогда

Go, u)tcl-(Q_il"'!),n - (t l \l9,,"-r-thl zg,(o.f+l)+

+ g, Ba))v b,i ф ( ld s|' t t f'P dl)' -

= (l l l 9 i в- o(v 
r_ n; Ф к* и ) -, or_,j ф (* /,)rv+_, ! trl)a cft лГ2t,)^

(3.19)

(3.20)

(3.2l)

(3.22l

r3.23)

(cr-i u)(nl = (Jf'ц AJ u) о>.

0тсода и из леr.rиы l .2 вuводи}r оценку

" сlul
Как известно fЭ, rO_] ,.

l0r_, Al ulr,

/р

-l .
DP
образует интерполяционнуо lltкалу и

,f;
Так как сем9йство пространств

W'r*' - В|*' np" Е€(0,

ll ll rrf-u * с Тл l
i*e-, |-j+,

ii; tt,l,i];

,ТО

1-6 t-t
1l yl MBf * l/r li,i: I l,t'ii;

06ъединяя tJ.l7) и (3.23) , получаеr4, что

Qс



Ilyt rB;* Uл |"no:оlrr'::/'

ПодставляЯ последнее неравенство в (3.22) , ПРИХОДИr.r к неравенству
l*

.с

l*
Применяя (l .l9 ) , выводиl"t

;+Е
т<clyrl|фI ,rlu мв! I trl (3 .2ц )

(3.25)

yffi*cllr"*ol ,lfi,"
что Br.iecтe с (3.2Ц) дает

yW*,llr'T.,1,1I,;
0тсода и из (3.20) , (3.2l) следует оценка

цi
Сr_ u I rr", l t Цl Щ', в! t ul u;

Приrаеняя следствие ]. I , получаем

l l 
1, 

и l Q, t о' r r" у'rrr,r-, 
"rrr,-%rl 

а l 
u с, l < f " l - t,

0тсода и из индукционного "оr""""*.Щ заклочае}r

llчrи| 
'r_,lrrrr.r|trl|,_ttrliB!lul;. 

(з.26)

Для оценки третьей суr.rr.rы в правой части (3.19) воспользуенся лемиой 3.5

lr|

[II'о, 
v, y,talPllnvr_

|l,}

поиц-|4j "t_L. имеем

*aM"f=ry'ffilulue.
|'l ъt,u

l-/

Иa (3.2Ц) и теооемы 1.1следует, что правая часть не превосходитj# |t!
с|у ,l}u, 11,1r! lul у .

0бъединяя эту оценку с (3.25)и (3.26) , выводиrr "з (3.19) , что
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что Br.recтe с (3.13) дает (3.tlr) при целых @ и дробных

Леr..il,.а 3.7. ДJsл N - цaпо" поло){ительное числоr

t-l
r J,"'l,

)nu,u;

" сllr\ rо|

trl*fui-,тr<Фо,

lN,о':tu Crty

lll

1-t

:
j-0

+

trrru ,(Цi rчi
|fr, i+L

,l,: п/;!

&i,/:
пOi +ll

Следовательно

\3 .27 )

чпсло, 6 1f, , то HepaBeHcTBa(3.13) , 13.14) следуот из совпадения прост-

о"".r. lulWf, " Mbf, и соотношения (3.1) Если б -целое число, то для

лобого er(O,t) , i.{-а , ииеем М6:" - MW:*" , откуда

лхlидi * спхl'r- 
* | tlT:;r, * cllo'r! r,r:;

Неравенство (3.'3) при дробных / до*".""о.
применяя леr.rlrу ].Ц и сходимо.r" С4 ly * Ql .Lp(Ro) из неравенства

(3.ZZ1 qр, t - а получае,.t

lCuxl, ,",
цrD о""' , <rlYl_.
Хr Фл,h=Llлlва 

,

{ Л"лл" доказана

s еL*П U!,^ и

Тогда l е р
и справедли во неравенствомв

(3 28)

l|оказательство. Рассуждая так же, как в начале доказательства леммы
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3.6 , покахtе}t, что

ll-t l-t

W ru| о!,, \fr Иoj lrl Сr, u r rr* 3Ц 
u; ut С", lrlr" +

-Я (\\' д t oj l r @llP | д lv*,i ц tPt lГ*шллсY l
Каждое из слагаенчх правой части было оценено в доказательстве предыдуtцей

леriнu. Поэтоr.rу ry /i"
лу,(lь|j,r1|ч

этого раздела.

Teoper.ra ]. | . l) Функция

Tor..r и толь Tor.l если |е
ecR

0пределим пространство

lyrul о!. rР, ,!_

Сi (К^) по ,оо,е | f,,

iэ,'i"::]":,i"rh!

как пополнение

Пространство },rультипликаторов в

.l,t ?
"Е/

lyfu
,ulB/'

гае ъе(0,1) . .*":"::_:'л"л_|!l|!--|l/мв/ ' и ссuлаясь на леммы

3.3, 1.Ц, заканчивае}r доказательство.

06ъединяя утвершдения леиr.,r 3.6, 3.7, приходи..r к ocнoвHo}ry результату

tC, l\'rr,r, < сопвt шр (e,Bf,

2) Иlаеет иесто соотношение

3) Еgли l.MB; у oe@,t) , ,о leMB}
ство (3.13)

3. J. Нультипликаторы в пространс ,"" l: ,

l:, /.р.*r4rО,

).

цlр
е }

Teoperqa 3.2. l) Функция t

l
Введем er.rкocтb caPle ,t! )- опfL|сrчЦ":

Pl ,о
щесR

в Tol.t и только тон

,

всех

l%l l 

+,r, 
- ,ooot kар Ь,6; il

tb
(з,zэ)



1Yl Mt! ^' ЧР #rfu" * |lx r..

2) Справедл,.rво соотночrение

<c!yl

( 3 .30)

(3.3l)

венство

3) Если tr, Ml; " ее (o,1)

l/l ,r;
t-f
L.o

G-t
,i!Ull

Доказательство. Пусть 
Y rMr! Принадлежн ость | классу

IBi,b ОЧеВидна, Поскольку

|lil ul 
r*_* 

(cl xlur r:)'n * l lI Mt! 
(с l чl r;r''П,

ъ=Ф
,о ll/l/.. * l/ll пr/.

"t
Оценка сверху величины (3.29) норr.rой "r/Vl6, проподится так же, как

аналогичная оценка в случае пространств" Вi, . НебхоАиr.rо лиlль в ле}r..rах

3.1-3.5 и следствии ).| эаменить D, на Ор , в доказательствах ле}.r...r

3.6, 3./ применять потенциалы Рисса вместо потенциалов Бесселя,под операто-

рои Л пониr.tать квадратный корень "э-Д Нижняя оценка величины (3.29)

выводится так же, как аналогичная оценка в случае noorroa"",r"" /,,l в |.7.

1
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